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Исследуется динамика тела под действием кусочно-постоянной периодиче-
ской силы с произвольной скважностью и неподвижным ограничителем коле-
баний. Математическая модель представляет собой сильно нелинейную неавто-
номную динамическую систему с усеченным фазовым пространством по одной
из фазовых координат. С использованием процедур метода точечных ото-
бражений для сильно нелинейных (виброударных) динамических систем, раз-
работанных учеными горьковской школы академика А.А. Андронова, получены
уравнения для точечных отображений двумерной поверхности Пуанкаре в виде
явных точных аналитических формул. Полученные соотношения для точечных
отображений поверхности Пуанкаре позволили достаточно эффективно (впер-
вые для исследуемой динамической системы) исследовать не только вопросы
существования и устойчивости периодических режимов движения тела с ко-
нечным числом ударов последнего о неподвижную преграду, но и вопросы
перестройки сколь угодно сложных периодических движений как с конечным,
так и с бесконечным числом неподвижных точек в зависимости от изменения
параметров динамической системы. Это дало возможность впервые пред-
ставить в аналитическом виде уравнения, определяющие в пространстве пара-
метров границы области существования и устойчивости периодических движе-
ний с бесконечным числом неподвижных точек на поверхности Пуанкаре (со-
ответствует бесконечноударному режиму движения). Приведенные в статье
результаты численных экспериментов с использованием программного про-
дукта, разработанного на языке высокого уровня, обеспечили возможность при-
вести бифуркационные диаграммы по параметрам исследуемой системы (скваж-
ность, перегрузка и коэффициент восстановления скорости при ударе), которые
наглядно демонстрируют области значений параметров, при которых сущест-
вуют хаотические режимы движения тела. Установлен сценарий возникновения
хаоса. Переход движений тела при изменении параметра перегрузки от перио-
дических режимов движения к хаосу осуществляется по сценарию удвоения
периода. Сравнение численного анализа с аналитическими результатами по-
казало хорошее их согласование для различных наборов параметров иссле-
дуемой системы.

Ключевые слова: виброударная система, сильная нелинейность, точечные
отображения, поверхность Пуанкаре, бесконечноударный режим.
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Введение

Разнообразие задач, в которых приходится исследовать динамические системы
с разрывными нелинейностями, необычайно широко. Это системы с сухим трением,
виброударные, релейные системы, системы с переменной структурой, многочис-
ленные механические и радиотехнические системы с негладкими характеристиками
отдельных элементов и т.д. [1–3]. Разработка теории и методики расчета таких
устройств актуальна для многих областей современного машиностроения. В част-
ности, подобные задачи возникают в связи с проектированием машин, применя-
емых в вибротехнике, при добыче и переработке минерального сырья, – дробилок,
мельниц, вибрационных грохотов, виброударного отбойного инструмента, вибро-
трамбовок и т.п. [4–10]. Необходимость математического описания систем с удар-
ными взаимодействиями появляется при расчете процесса ударного торможения
систем.

Часто вопрос об определении напряженного состояния соударяющихся эле-
ментов системы является второстепенным, и на передний план выступает задача
исследования движения с учетом наличия ударов. Именно в таких случаях допустимо
описывать удар в рамках обычной стереомеханической теории [11, 12]. Другими
словами, соударения полагаются мгновенными, соударяющиеся тела – абсолютно
твердыми, а силы, возникающие в процессе взаимодействия, – мгновенными и
бесконечно большими (типа дельта-функций). Связь между скоростями после y  и
до y  удара в стереомеханической теории задается с помощью гипотезы Ньютона

.10,   RRyy (1)

Здесь R – коэффициент восстановления нормальной составляющей скорости при
ударе, который зависит от материала соударяющихся тел, их масс, формы, темпе-
ратуры и т.д. Зависимость его от скорости сближения тел обычно незначительна и
ею можно пренебречь. Соотношение (1) вместе с уравнением сохранения количества
движения системы при ударе позволяет однозначно определить ее динамическое
состояние после удара.

В рамках использования ньютоновской концепции удара наблюдается процесс
повторных учащающихся до бесконечности соударений [13], который в конечное
время завершается появлением длительного контакта между взаимодействующими
телами. Такие бесконечноударные процессы конечной продолжительности называют
квазипластическим ударом. Конечно, в действительности не может быть беско-
нечного числа ударов, как не может быть, например, мгновенного удара. Однако не-
трудно поставить эксперимент, в котором количество повторных соударений будет
весьма велико, а последовательность интервалов между этими ударами (разумеется,
конечная) будет напоминать бесконечно убывающую геометрическую прогрессию.
Во всяком случае существуют движения механизмов и машин ударного типа с при-
сущими квазипластическому удару несколькими повторными микросоударениями.

В системах с ударом представляет интерес исследование конечноударных и бес-
конечноударных периодических режимов движения [14], изучение условий суще-
ствования которых проводится, как правило, в предположении гармонического
характера внешней силы [14–17]. При этом разбиение пространства параметров на
области существования бесконечноударных периодических движений различной
кратности обычно проводится с помощью приближенного исследования. В насто-
ящем исследовании для случая, когда внешняя сила представляет собой периоди-
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ческую кусочно-постоянную форму, уравнения границ существования как конечно-
ударных, так и бесконечноударных периодических режимов удалось представить с
помощью достаточно простых аналитических формул. Это позволило сравнительно
просто оценить влияние формы импульсной внешней силы на величину и взаимное
расположение областей существования устойчивых периодических режимов движе-
ния тела с периодом произвольной кратности в пространстве основных параметров
задачи.

1. Постановка задачи

Уравнения движения тела, ударяющегося о неподвижную плоскость в одно-
родном поле силы тяжести, могут быть записаны в виде [18]:
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Здесь точкой обозначено дифференцирование по времени t;  y– и y+ – доударная и
послеударная скорости движения тела соответственно; R – коэффициент восста-
новления скорости при ударе;  – параметр перегрузки, а импульсная сила на периоде
[0, 2) своего определения задается соотношением
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и имеет нулевую среднюю составляющую (рис. 1);  – параметр скважности внешней
силы.

Фазовое пространство (x, y, t) системы (2), (3) трехмерно в координатах x, y, t,
цилиндрично по t и усечено по x (на рис. 2 представлен вид фазовых траекторий в
сечениях фазового пространства (x, y = const, t)).

Из рис. 2 и уравнений движения тела следует, что исследование динамической
системы (2), (3) можно провести с помощью математического аппарата метода то-
чечных отображений поверхностей Пуанкаре. Если известно точечное отображение

1j
T точек M0(x0, y0) плоскости t = 0 в точку M1(x1, y1) плоскости t = , а такжее
отображение точки M1(x1, y1) в точку M2(x2, y2) плоскости t = 2, то исследование
динамики системы (2), (3) может быть проведено с помощью изучения поведения

0                                   2             t

f

1
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Рис. 1. Импульсная периодическая внешняя сила с периодом 2
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точек точечного преобразования 
21 jj TTT  ( j1 и  j2 – количество ударов частицы о

плоскость в интервалах 0  t <  и 0 < t < 2) на поверхностях Пуанкаре.

2. Методы решения

Используя постоянство правых частей (2) в каждом из указанных интервалов,
нетрудно получить уравнения точечных преобразований в виде:
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Соотношения (4)–(7) справедливы при  > 1. Для простейших конечноударных и
бесконечноударных движений частицы с периодом, n-кратным периоду внешней

Рис. 2. Вид фазовых траекторий
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силы (n = 1, 2, ...), характерен безударный пролет в течение (n – 1)-го периода и
ударный процесс ее взаимодействия с плоскостью в n-м периоде внешней силы.
Используя соотношения (4) и (5), нетрудно убедитьcя, что координаты x2, n–1, y2, n–1

точки M2, n–1 = T n–1M0 задаются формулами

.)1(2)1()1(2);1(2 )(001,201,2   nnynxxnyy nn (8)

Неподвижные точки M *(x*, y*) точечного преобразования T, соответствующие
одноударным периодическим движениям с периодом, n-кратным периоду внешней
силы, могут быть найдены, как известно [19], из условий M * = T nM *.

Если удар частицы о плоскость происходит в первом полуинтервале n-го периода
внешней силы, то соответствующая система уравнений, определяющая координаты
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Из уравнений (9) получаем
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С учетом (10) характеристический полином, от величины корней которого зави-
сит устойчивость рассматриваемого периодического режима, получается с помощью
линеаризации формул (5), (6), (8) точечного отображения в окрестности неподвижной
точки [20, 21] и соответствующее ему характеристическое уравнение принимают
вид
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Область существования и устойчивости одноударного периодического режима
определяется неравенствами 0)1(,0)1(/)( 1,2  
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Вид областей существования и устойчивости приведен на рис. 3. Области устой-
чивости одноударных периодических режимов движения тела находятся между дву-
мя заштрихованными границами. Поведение левой границы устойчивости сущест-
венно зависит от величины n. С увеличением n, как видно из рис. 3, области устой-
чивости уменьшаются в размерах. Правая граница области устойчивости не зависит
от n и является общей для всех областей устойчивости. Закрашенные области являют-
ся областями существования бесконечноударных режимов. Цифры указывают на струк-
туру периодического режима: n – кратность периодического режима, а  – бесконеч-
ный режим движения тела.
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Следует отметить, что одноударные (в том числе и m-ударные) n-кратные перио-
дические движения с ударами только во втором полуинтервале n-го периода внешней
силы неустойчивы при любых значениях параметров. Соответствующий характерис-
тический полином имеет вид:
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В этом случае P1(+1) < 0 и рассматриваемый n-кратный периодический режим дей-
ствительно неустойчив.

Таким образом, уравнения границ областей существования и устойчивости одно-
ударных n-кратных периодических движений в пространстве параметров задачи,
как и в случае гармонической внешней силы, определяются простыми аналитиче-
скими соотношениями.

Простейший бесконечноударный n-кратный периодический режим движения
характеризуется безударным пролетом частицы над плоскостью в промежутке
времени (2(n – 1) + ) и бесконечноударным затухающим процессом в течение вто-
рого полуинтервала n-го периода внешней силы. В этом случае границам области
существования режима соответствует либо развитие процесса (m= 0), либо его
исчезновение (m= 2 – ).

Полагая в (8) y0 = x0 = 0 и в (7) m = , x
2,n–1

 = y
2,n–1

 = 0, для указанных погра-
ничных процессов получаем
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С учетом выражений (15), (16) условие   0 принимает вид
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а условие   2 –  будет записано в виде
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Рис. 3. Области существования и устойчивости
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Неравенства (17), (18) позволяют достаточно просто оценить влияние параметра
на размер и форму области существования режима. Нетрудно проверить, что при
любых допустимых значениях  величина (R,) = 2 – 1  0, причем (R = 1,) =
= (R, = 2) = 0, а при n 

.
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)1()2(
2

2


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 
R

R
(19)

Поскольку 0/   при n  2 и 0/2   при n = 1, 2, ..., то с увеличением
области существования n-кратного бесконечноударного периодического режима
на плоскости (, R) смещаются в сторону меньших значений , за исключением
неподвижной границы , и уменьшаются в размере. При  0 для любых зна-
чений R и конечных  из рассматриваемых простейших бесконечноударных
периодических режимов существует только однократный режим. При  2 (в
отличие от одноударных n-кратных периодических движений) области существова-
ния бесконечноударного режима исчезают за счет слияния границ 1, 2 с соответ-
ствующими отрезками  = n, 0  R  1 (n = 1, 2, ...).

Из формул (17), (18) при  0,   и  = C = const получаем асимпто-
тическое представление границ 1, 2 в виде

.
)1(

)1(4
)1()1(),1(2

2/1

2

2
2

21 












R

Rn
nnCnC (20)

На плоскости (C, R) в этом случае имеем счетное количество последовательно рас-
положенных областей существования бесконечноударного периодического режима,
соответствующих различной кратности движения. Точки C = n, R = 0 для соседних
областей являются общими (рис. 4).

Бесконечноударное n-кратное периодическое движение частицы с безударным
пролетом в течение (n – 1)-го периода внешней силы, одним ударом в интервале
2(n – 1)  t  2(n – 1) +  и бесконечноударным затухающим процессом в промежутке
времени 2(n – 1) +  t  2n, согласно (5), (7) и (8), существует, если выполняются
неравенства:
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Рис. 4. Области существования бесконечноударных периодических режимов движения
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Координаты x2,n–1, y2,n–1 и x1, y1 в этом случае удовлетворяют системе
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Подставляя соотношения (24), (25) в (22) и (23), нетрудно убедиться, что неравен-
ства (21) принимают вид:
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где1 определяется соотношением (16), а 3 при , R = const является максималь-
ным, меньшим значения 1, корнем уравнения
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Следует отметить, что

H
2
( = 

1
) < H

1
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1
), (31)

а при  = 2(n – 1)/ H2 > H1. Поэтому величина 3 > 2(n – 1)/ и область сущест-
вования рассматриваемого бесконечноударного периодического движения опреде-
ляется неравенством (27).

Из (17) и (26) следует, что 2(n – 1) < 3(n), в том числе и при R = 0. Это озна-
чает, что области существования бесконечноударных периодических движений на
плоскости (, R) не пересекаются.

Исследуем свойства границы  = 3. Из (28) следует, что при R = 1 3 = 1 и
,0/3  R  то есть на плоскости (, R) граница  = 3 проходит через точкуу

(1, 1), имея вертикальную касательную.
В частном случае при   0,   ,  = C = const, согласно (27)–(30), 3  1.

Следовательно, область существования рассматриваемого бесконечноударного
режима стягивается к нулю.

При R = 0 разбиение плоскости параметров (, R) на области существования
одноударных периодических режимов движения как с мгновенными, так и с дли-
тельными остановками [22, 23] можно произвести, используя полученные ранее
соотношения и методику построения формул точечного преобразования T за период
внешней силы.

Так, области существования и устойчивости однократного одноударного пери-
одического движения, согласно (11), (12), определяются неравенством
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а областей существования одноударных периодических движений большей крат-
ности не существует.

Область существования одноударного периодического движения с длительной
остановкой, согласно (16), (17), определяется неравенством

.
2

1


 (33)

Непосредственно из условий (32) и (33) следует, что на плоскости (, ) левая
граница области существования одноударного движения является частью правой
границы области существования однократного периодического движения (рис. 5).
На рисунке незаштрихованные части плоскости – одноударные режимы движения
тела, заштрихованные части – n-кратные бесконечноударные режимы.

Уравнения границ, при переходе через которые однократный режим с мгновен-
ной остановкой и однократный режим с длительной остановкой переходит в режим
с длительной остановкой и дополнительным мгновенным ударом, задаются соответ-
ственно соотношениями

,21,2  (34)
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При увеличении параметра  указанный двукратный периодический режим
непрерывно переходит в простейший двукратный режим. Граница исчезновения
последнего, согласно (17), определяется как

.
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
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Области существования простейших и с дополнительным мгновенным ударом
периодических движений с кратностью n  3, согласно (16), (17) и (31), задаются
неравенствами
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Рис. 5. Области существования периодических режимов движения тела
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Здесь
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Из анализа соотношения (37) следует, что области существования указанных
периодических режимов на плоскости (, ) не пересекаются и при  = const движения
с большей кратностью могут быть реализованы только при больших значениях .

3. Численное исследование динамики частицы

Ниже приведены бифуркационные диаграммы по параметру перегрузки  при
различных значениях коэффициента восстановления скорости при ударе R и
параметра скважности . На рис.  6–8 по оси абсцисс отложены значения параметра
перегрузки , а по оси ординат xi – значения координат частицы на поверхностях
Пуанкаре в моменты  =  и  = 2 при построении точечного отображения поверхно-
стей Пуанкаре в себя.

Так, на рис. 6а,б приведены бифуркационные диаграммы для значений па-
раметров  = 0,7, R = 0,5. При 1    1,416 наблюдается режим с безударным
пролетом частицы над плоскостью в промежутке времени (2(n – 1) + ) и бес-
конечноударным затухающим процессом в течение второго полуинтервала n-го пе-
риода внешней силы. При 1,417    2,304, 2,311    3,381, 4,276    6
наблюдается хаотический режим; при 2,305    2,31, 2,382    4,275 – перио-
дические режимы с конечным числом ударов.

На рис. 7а,б представлены бифуркационные диаграммы при  = 0,7, R = 0,2, а
на рис. 8а,б – при  = 1,2, R = 0,5. Из рис. 7 следует, что с уменьшением коэффициента
восстановления скорости R области существования хаотических режимов уменьша-
ются, а периодических режимов увеличиваются. Из рис. 8 видно, что с увеличением
параметра скважности области существования периодических движений по пара-
метру скважности с конечным числом ударов уменьшаются, а их место занимают
движения хаотического типа.
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Рис. 6. Бифуркационные диаграммы по параметру  на поверхности Пуанкаре

при  =  (а) и  = 2 (б)
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Заключение

Приведены уравнения для точечных отображений поверхностей Пуанкаре в задаче
о движении тела под действием кусочно-постоянной периодической силы с произволь-
ной скважностью.

Впервые получены аналитические уравнения границ для областей устойчивости
периодических движений с конечным и бесконечным числом ударов частицы об огра-
ничитель колебаний.

Приведены области существования и устойчивости различных типов периоди-
ческих режимов в пространстве параметров, позволивших оценить влияние послед-
них на характер и структуру режимов движения.

Представленные бифуркационные диаграммы иллюстрируют сценарий рождения
хаотических движений, а бифуркационные значения параметров – рождение движений
с конечным и бесконечным числом ударов частицы.
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Рис.7. Бифуркационные диаграммы по параметру  на поверхности Пуанкаре
при  (а) и  (б)
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Рис. 8. Бифуркационные диаграммы по параметру  на поверхности Пуанкаре
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The paper investigates the dynamics of a body under a piecewise constant periodic force with an
arbitrary duty cycle and in the presence of an oscillation limiter. The mathematical model is a
strongly nonlinear non-autonomous dynamical system with a truncated phase space along one of
the phase coordinates. Using the point mapping method for strongly nonlinear (vibro-impact)
dynamical systems, equations for two-dimensional Poincare map are obtained in the form of explicit
analytical formulas. The relations obtained for Poincare map made it possible to effectively study
the rearrangements of arbitrarily complex periodic motions with both a finite and an infinite number
of fixed points, depending on the change in the parameters of the dynamical system. This allowed
us to represent for the first time an analytical form of the equations that define in the parameter
space the boundaries of the existence and stability domain of periodic motions with an infinite
number of fixed points on the Poincare surface (corresponds to the infinitely impact mode of
motion). The numerical experiments presented in the paper using a software product developed in
the C++ language made it possible to present bifurcation diagrams that clearly demonstrate the
ranges of parameter values with chaotic motion modes of the body. A scenario for the emergence
of chaos has been established. The transition of body motions with a change in the overload parameter
from periodic motion modes to chaos is carried out according to the period doubling. Comparison
of numerical analysis with analytical results for different sets of parameters of the system under
study (overload parameter) showed their good agreement.

Keywords: vibro-impact system, strong non-linearity, pointmapping, Poincare surface, infinite-
impact mode.
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