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Описана линеаризованная модель колебаний предварительно напряжен-
ного упругого тела в терминах несимметричного тензора напряжений Пиолы,
приведена слабая постановка задачи. С помощью вариационного принципа
Лагранжа построена постановка задачи об установившихся осесимметричных
колебаниях тонкостенного цилиндра (оболочки) с переменными материальны-
ми свойствами при наличии неоднородного поля предварительных напряжений;
сформулированы уравнения движения, главные и естественные граничные
условия. Введены интегральные характеристики, осредняющие изменение
предварительных напряжений и материальных свойств по толщине оболочки.
На основе представленной модели с помощью метода пристрелки численно
исследована задача о колебаниях функционально-градиентной начально
напряженной цилиндрической оболочки, проанализировано влияние законов
изменения материальных модулей и компонент предварительных напряжений
на динамические характеристики (амплитудно-частотные характеристики,
собственные и резонансные частоты колебаний), проведен сравнительный
анализ решений в зависимости от параметра тонкостенности. Для рассмотрен-
ной цилиндрической оболочки с осевой неоднородностью на основе данных
акустического зондирования исследована обратная задача о восстановлении
двух законов неоднородности предварительных напряжений, характеризующих
неоднородное начальное напряженно-деформированное состояние растяжения
или раздувания. В качестве дополнительной информации рассмотрены данные
измерений компонент смещений на поверхности цилиндра, заданные в ко-
нечном наборе точек при некоторой частоте установившихся колебаний; при
этом материальные характеристики считались известными и зависящими от
осевой координаты, что позволило задать функциональный градиент произ-
вольного вида вдоль оси цилиндра. Режим зондирующего нагружения опреде-
лялся заданием типа нагружения и частоты колебаний. Получены явные форму-
лы для искомых законов неоднородности предварительных напряжений, про-
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ведены вычислительные эксперименты по их восстановлению, отмечена вы-
сокая точность реконструкции вдали от торцов цилиндра при зондировании
на частоте в окрестности первого резонанса.
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Введение

Ввиду активного применения в промышленности конструкций из новых
функционально-градиентных материалов (ФГМ) со сложными неоднородными
физико-механическими свойствами, которые часто оказываются предварительно
напряженными, одной из актуальных задач является разработка и развитие уточнен-
ных моделей деформирования таких материалов. Современные технологии изготов-
ления ФГМ, например 3D-печать, позволяют создавать объекты сложной геометрии,
не используя классические технологии, в том числе литье, требующее дополнитель-
ного производства пресс-форм. Для изготовления элементов конструкций из ФГМ
обычно используются высокотемпературные технологии (наплавка, спекание,
нагартовка и др.), вследствие чего после остывания в образцах часто появляются
поля предварительных напряжений (ПН), оказывающих значительное влияние на
их динамические характеристики [1].

Все большую популярность в последнее время приобретают композиционные
ФГМ сэндвичи, сочетающие жесткие слои (ядро) и слои с непрерывной градиентной
структурой. Благодаря свойству непрерывности материальных характеристик функ-
ционально-градиентные (ФГ) сэндвич-структуры позволяют сгладить существенную
концентрацию межфазных напряжений на границе раздела слоев композита [2]. Этот
тип композитной структуры вызвал огромный исследовательский интерес со сторо-
ны промышленных и научных кругов [3, 4]. На основе теории деформации сдвига
высокого порядка авторы [5] исследовали статику, потерю устойчивости и колебания
многослойных ФГМ балок. На основе гипотез ломаной нормали и метода Ритца
в [6] представлен анализ устойчивости ФГМ сэндвич-панелей. В [7] авторы исполь-
зовали уточненную модель более высокого порядка для проведения статического и
вибрационного анализа ФГМ сэндвич-панелей. Согласно заключительным замеча-
ниям, представленным в обзоре [8], в литературе к настоящему времени имеется
очень мало публикаций по исследованию деформирования оболочечных конструк-
ций, изготовленных из ФГМ.

Динамический отклик на распространение волн и возбуждение установившихся
колебаний имеет решающее значение для мониторинга состояния конструкций и
обнаружения повреждений, дефектов или полей остаточных напряжений оболочеч-
ных конструкций, и эта тема привлекает широкое внимание исследователей [9, 10].
Авторы [11] провели анализ распространения волн в трехмерной цилиндрической
оболочке из графенового аэрогеля, лежащей на двухпараметрическом упругом осно-
вании. Ряд исследований посвящен моделированию и динамическому анализу
многослойных и ФГ углеродных нанотрубок, начиная со статей Liew и Wang, при-
менивших теории оболочек Лява и Купера – Нахди для изучения распространения
волн в одностенных и двустенных углеродных нанотрубках [12]. Отметим здесь
еще несколько публикаций, посвященных использованию теории неоднородных ци-
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линдрических оболочек в исследованиях деформирования углеродных нанотрубок в
различных условиях [13, 14]. В [15] авторами исследована задача распространения
тепловых волн в трехслойных цилиндрических оболочках, состоящих из металличес-
кого внутреннего слоя и двух поверхностных ФГМ-слоев, в теплопроводной среде с
использованием теории деформации сдвига первого порядка; при этом материальные
свойства, зависящие от температуры, непрерывно менялись вдоль координаты по
толщине.

В литературе наблюдается дефицит исследований, посвященных идентификации
существенно неоднородных факторов предварительного напряженно-деформиро-
ванного состояния (ПНДС). Главным образом это связано со сложностью математи-
ческого аппарата и вычислительными трудностями, возникающими на этапе
постановки и решения сопутствующих обратных задач. Несколько линеаризованных
подходов к моделированию ПН приведено в [16]. На основе этих подходов в [16–18]
описан ряд методик восстановления ПНДС в упругих телах, в том числе из ФГ ком-
позитов, с использованием метода акустического зондирования. Предлагаемые ме-
тодики в основном базируются на итерационно-регуляризационных схемах решения
соответствующих коэффициентных обратных задач. Такие подходы могут быть по-
лезны при работе с данными измерений недостаточного объема (например, при на-
личии измерений поля перемещений на участке поверхности тела), которые можно
получить в ходе проведения экспериментов по неразрушающему зондированию.
Что касается исследований однородного ПНДС, в литературе часто встречается под-
ход к решению задач о восстановлении поля ПН в различных конструкциях, основан-
ный на априорной информации о том, что ПНДС сформировано в результате прило-
жения механической нагрузки. В статье [19] изучалось ПНДС в сварном шве кольце-
вой конструкции, моделируемой цилиндрическим обручем. Метод сверления отверс-
тий (blind hole method) использовался для проверки распределения остаточного на-
пряжения в кольцевой конструкции, и результаты испытаний сравнивались с резуль-
татами расчета методом конечных элементов (МКЭ). Это позволило сформулировать
рекомендации по оптимальному режиму сварки кольцевых конструкций.

В настоящее время анализ составных ФГ конструкций имеет приложения и в
биомеханике. Так, дентальные имплантаты имеют цилиндрическую или коническую
форму с винтовой структурой, и большинство имплантатов с винтовой фиксацией
имеют однородную твердую структуру [20]. В этом случае модуль Юнга имплантатов
значительно выше, чем у окружающих тканей, и имплантаты выходят из строя из-
за эффекта экранирования напряжений. Таким образом, дентальные имплантаты с
пористой ФГ структурой передают напряжение на окружающие ткани и обеспечи-
вают долговременную стабильность. Такие материалы привлекли значительный ин-
терес исследователей из-за их легкого веса, превосходной способности поглощать
энергию и высоких термостойких свойств. В [21] представлены результаты экспери-
ментальных исследований особенностей эксплуатации ПН оболочек с учетом влия-
ния температурного нагружения. В статье [22] описаны результаты испытаний на
устойчивость 20 металлических тонкостенных цилиндрических оболочек при
сложном локализованном осевом сжатии, проведены конечно-элементные (КЭ)
расчеты для изучения потери устойчивости цилиндрической оболочки.

В [18] на основе общей линеаризованной постановки задачи о движении ПН
упругого тела исследована задача о радиальных колебаниях упругой изотропной
трубы. Представлен сравнительный анализ влияния уровней остаточных напряжений
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и деформаций на частотные характеристики трубы. Изучена обратная задача иден-
тификации неоднородного ПНДС на основе дополнительных данных о функции
перемещений, измеренной на внешней границе в некотором диапазоне частот. Для
решения обратной задачи предложен специальный итерационный подход, осно-
ванный на технике регуляризации; проведены вычислительные эксперименты по
восстановлению предварительного состояния. В [23] исследована задача для
конечного цилиндра в условиях сложного начального напряженного состояния, опи-
сываемого четырьмя ненулевыми компонентами тензора ПН. На основе метода
возмущений выведены формулы, позволяющие приближенно найти изменения
резонансных частот, вызванные наличием неоднородного поля ПН, проанализиро-
вано влияние уровней ПН на изменение собственных частот. В статье [24] изучается
обратная задача по восстановлению трех параметров неоднородного поля ПН из-
вестной структуры.

В настоящей статье приведено исследование осесимметричных колебаний
тонкостенного ФГ цилиндра (оболочки) с переменными материальными свойствами
при наличии неоднородного поля ПН. Изучено влияние законов изменений ма-
териальных модулей и компонент ПН на динамические характеристики. Рассмотрена
обратная задача о восстановлении ПН на основе измерений смещений на поверх-
ности оболочки.

1. Линеаризованная модель деформирования ПН тела

С использованием принципа наложения малых деформаций на конечные будем
рассматривать малые колебания упругого ПН тела под действием периодической
нагрузки вида Peit, приложенной на части поверхности S в текущей конфигурации.
Соответствующая полная краевая задача после отделения временного множителя
eit в метрике естественной недеформированной конфигурации примет вид [16, 25]:

,0ρω2  uT

.,0 PTnu 
SSu

(1)

Здесь σuσT 0   – линеаризованный добавочный несимметричный тензор
напряжений Пиолы, u – вектор малых добавочных перемещений, 0σ  и σ  – симмет-
ричные тензоры начальных и добавочных напряжений Кирхгофа,  – плотность,
 – частота колебаний, n – единичный вектор внешней нормали к поверхности те-
ла; на части границы Su тело жестко защемлено. С учетом малости градиента началь-
ной деформации будем считать, что при переходе из начальной конфигурации в те-
кущую конфигурацию изменением вектора нормали можно пренебречь. Слабая по-
становка задачи (1) имеет вид [16, 17]:

,0,0: 2  


uS
SVV

dSdVdV vvPvuvT (2)

где введена пробная вектор-функция v, удовлетворяющая главным граничным
условиям из (1); V – занимаемый телом объем; : – операция полного тензорного
умножения (в компонентной форме для ортонормированного базиса для тензоров
2-го ранга имеем A  :B = AijBij).

Представленная модель позволяет описывать колебания тела при наличии
неоднородных полей ПН различной природы.
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2. Постановка задачи о колебаниях
ПН неоднородной цилиндрической оболочки

В цилиндрической системе координат на основе общей линеаризованной по-
становки (1) рассмотрим задачу об осесимметричных колебаниях ПН цилиндра с
переменными материальными характеристиками, занимающего область V = {r 
[R1, R2],   [0, 2), z  [0, L]} (рис. 1).

Будем  считать, что один торец цилиндра жестко защемлен, другой свободен от
нагрузки; колебания вызваны периодической нагрузкой, приложенной ко внутренней
и внешней поверхностям, с амплитудами )(zPr


 (внутреннее и внешнее давление)

и )(zPz


 (касательные нагрузки):

;0,0,0;00,0,0 припри LzTTTzuuu zzzrzr  

.,0,;,0, 21 припри RrPTTPTRrPTTPT zrzrrrzrzrrr  







Для построения упрощенной модели цилиндрической оболочки введем кинема-
тические гипотезы и обозначения:

,,0, ,zzr ywuuuwu   (3)

где u = u(z) – продольное перемещение, w = w(z) – радиальное перемещение, h =
= R2 – R1 – толщина стенки оболочки, R0 = (R2 + R1)/2. Также введена вспомогательная
радиальная координата y = r – R0 относительно срединной поверхности (см. рис. 1).

Будем рассматривать изотропный случай, считая, что свойства материала описы-
ваются двумя переменными параметрами E,  (модуль Юнга и коэффициент Пу-
ассона), в общем случае зависящими от координат y, z. Компоненты тензоров на-
пряжений и деформаций с учетом гипотез (3) будут иметь вид:
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Построим далее уравнения и граничные условия для тонкостенной оболочки на ос-
нове вариационного принципа. Рассмотрим уравнение слабой постановки (2) и
воспользуемся методом вариации произвольных постоянных, подставив вместо ком-
понент пробного вектора v соответствующие вариации перемещений u:

,02   PT III (6)

где

r, y

0                                     L        z

Pr
+

Pr
–

Pz
+

Pz
–

R2R1

r, y

z0
r

y h

R0
R2R1

R1 R2

L

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка и схема ее нагружения

z
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Учитывая гипотезы (3) для компонент смещений ur, uz и соответствующих вари-
аций ur, uz, получим
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Введем в рассмотрение интегральные характеристики, представляющие собой
осреднение основных параметров задачи по толщине оболочки, для материальных
модулей и ПН
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Все введенные характеристики (8) – это функции осевой координаты z. В силу одно-
мерности задачи частная производная по осевой координате z заменяется обыкновен-
ной производной, которую будем обозначать штрихом. Воспользуемся в (7) формулой
интегрирования по частям и сгруппируем слагаемые при вариациях  w, u, учитывая
главные граничные условия u = 0, w = 0, w = 0 при z = 0:
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Здесь введены следующие обозначения для усилий и моментов:
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Формула для N является приближением первыми тремя членами ряда Тейлора.
Приравнивая нулю коэффициенты при независимых вариациях в (9), получим
уравнения движения:
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с главными и естественными граничными условиями:
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3. Анализ ПНДС в цилиндрической оболочке
c осевой неоднородностью

Предложенная модель тонкостенного ПН цилиндра позволяет проводить анализ
влияния ПНДС на амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) и резонансные час-
тоты, который может быть положен в основу изучения обратных задач, когда требует-
ся реконструкция параметров ПН на базе акустического зондирования. Например,
для рассмотренной цилиндрической оболочки с осевой неоднородностью на основе
данных акустического зондирования можно поставить задачу восстановления пара-
метров ПН.

Введем в рассмотрение безразмерные комплексы:

,)(ˆ)(,)(ˆ)(,]1,1[
2

,]1,0[  uLzuwLzw
h

y

L

z

,),(ˆ),(,),(ˆ),(,),(ˆ),( 0
0

0
00   yzyzEEyzE

),,(ˆ,ˆ 0
0

0
0 zPPPEP  







,),(max,),(max,),(max ||)()( 0

,
0

,
0

,
0 yzyzyzEE

yzyzyz


,ˆ
2

,ˆ
2

,ˆ
2

1

0

1

0

1

0









 




















 k

k
kk

k
kk

k
k h

Y
h

EYD
h

ED (13)

,
1

ˆ
ˆ,ˆ

2 2
0

1

0
0

v

E
g

h
E k

k
k









 








,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ
1

1

00
1

1

1

1













  ddDvYdgD kkkkkkkk

.,,,
0

00
0

00

22
002

EL

R

R

h

E

R 





Рассмотрим случай оболочки с осевой неоднородностью при материальных
характеристиках E,  и , зависящих от продольной координаты и не зависящих от
поперечной. Тогда осредненные характеристики примут вид:
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  PP  уравнения (10), (11) в безразмерной форме запишутся в виде:
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Задача содержит два малых параметра – геометрический  = h/R0 и силовой  =
= 0/E0 . Удерживая в уравнениях (14), (15) только слагаемые порядков ,   (включа-
ющие продольную жесткость), 3 (включающие цилиндрическую жесткость) и
отбрасывая члены порядка 2, 3 и 4, получим (сократив при этом уравнения на
общий множитель ) следующие уравнения:
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Замыкают постановку краевой задачи об отыскании функций wu ˆ,ˆ  соответствующие
безразмерные граничные условия при  = 0 и  = 1. Эта краевая задача может быть
исследована численно, например, методом пристрелки, при произвольных законах

остинеоднородн для материальных характеристик ,ĝ  , ̂  и ПН .ˆ,ˆ 0000 
  z

Интересно отметить, что уравнения (16), (17) содержат члены не выше третьей
степени по малому геометрическому параметру  с учетом того, что физический
малый  параметр  соответствует второй степени геометрического, то есть   2 при
принятых допущениях. Учитывая, что диапазон изменения уровней ПН в линейной
теории обычно принимается  = 10–610–3, соответствующий этим уровням геометри-
ческий параметр  изменяется в приблизительном диапазоне от 10–3 до 1/32, что
описывает достаточно широкий класс тонких цилиндрических оболочек, для которых
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общепринятым диапазоном изменения параметра относительной толщины явля-
ется (10–3*), при этом граница между тонкими и толстыми оболочками весьма
условна и, как правило, определяется значениями 1/30 < * < 1/20 [26, 27].

Рассмотрим задачу идентификации законов неоднородности 
 00ˆ z и 




00ˆ по до-
полнительной информации о полях перемещений ,ˆ,ˆ wu  заданных в конечном наборе
точек при некоторой частоте колебаний. Материальные характеристики считаются
известными и могут зависеть от осевой координаты, что позволяет задать функцио-
нальный градиент произвольного вида вдоль оси цилиндра. Режим зондирующего
нагружения определяется заданием одной из величин периодической нагрузки zr PP ˆ,ˆ

либо их сочетания. По измеренным значениям смещений можно построить гладкие
аналитические функции одной переменной  с помощью сплайн-интерполяции и
далее вычислить их производные, входящие в формулы (16), (17).

Рассмотрим случай свободного от нагрузки правого торца. Заметим, что в первое
уравнение входит только закон неоднородности .ˆ 00 z  Интегрируя уравнение (16)
по осевой координате и удовлетворяя граничному условию ,0ˆ

1


zN  где )(ˆ
zN

),/()(2 00EhRLN z   выразим

.
ˆ

ˆˆ)6/1(ˆ)/2(ˆˆ)12/1(ˆˆˆ2
ˆ

0

1

2
0

22
0

2
0

00
])([)(

u

dPwuwuwvg z

z 







 (18)

Далее из второго уравнения (17) можно выразить закон неоднородности ;ˆ 00 
  вхо-

дящий при этом в выражение член )( ˆˆ 00   wz  можно также найти приближенно с
помощью сплайн-интерполяции.

4. Вычислительные эксперименты

Сравнение с классическим и КЭ решениями. С целью верификации разрабо-
танной модели тонкостенного цилиндра проведено сравнение решения задачи в по-
становке (10)–(12) (далее – модель I) с двумя другими решениями:

– аналитическое классическое решение одномерного (1D) уравнения, описываю-
щего прогиб цилиндрической оболочки длиной L при действии внутренней нормаль-
ной нагрузки qr и осевого усилия Nz (модель II) [26]:
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– решение 2D-задачи для модели толстостенного цилиндра в предположении
осесимметричного характера деформации [24] (модель III).

Сравнение описанных моделей проведено в случае статики при отсутствии ПН.
Геометрические и физические параметры для модели III приняты такими же, как
для оболочки; функция w(z) из моделей I–II сравнивалась с функцией  )(zw
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  – радиальной составляющей вектора перемещений в срединной по-
верхности цилиндра в рамках модели III. Для уравнения (19) рассмотрено два ти-
па граничных условий – при жестко защемленных обоих торцах цилиндра w(0) =
= w(0) = w(L) = w(L) = 0 и в случае консольного закрепления при свободном пра-
вом торце w(0) = w(0) = 0, (Dw)(L) = 0, (Dw)(L) = 0. Граничные условия приве-
дены для модели II; аналогичные формы граничных условий для модели I приведе-
ны в размерном виде в формулах (12).

Исследована цилиндрическая оболочка с параметрами L = 0,75 м,  = 0,28,
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E = 198 ГПа,  = 7884 кг/м3; в качестве нагрузки рассмотрено внутреннее давление
qr = (R0 – 0,5h),  = 510–5E; qz = 0. На рис. 2, 3 представлены результаты расчетов
зависимости прогиба срединной поверхности оболочки от пространственной ко-
ординаты и частоты. Приняты следующие обозначения: черная сплошная линия –
1D-решение, модель I; точки – классическое 1D-решение, модель II; красный пунк-
тир – 2D-решение, модель III.

Расчеты задачи в рамках модели I велись с помощью метода пристрелки; решение
для модели III получено с помощью МКЭ и описано в [24]. На рис. 2 представлены
результаты сравнения функции прогиба срединной поверхности для моделей I–III
при h = 0,01 м, R

0
 = 0,25 м (0 = 1/3,  = 1/25). Отметим хорошее согласование всех

трех рассмотренных моделей. Расчеты показали, что различие между 1D- и 2D-мо-
делями растет при увеличении толщины стенки цилиндра; это объясняется непри-
менимостью одномерной модели оболочки для исследования деформирования
толстостенных цилиндров. Все результаты расчета прямой задачи представлены в
размерном виде.

Проведен анализ АЧХ для функции прогиба срединной поверхности и резо-
нансных частот в рамках моделей I, III для защемленной обоими торцами однородной
оболочки (рис. 2в). Характеристики измерены на срединной поверхности цилиндра
при z = L/2.

Из полученных результатов видно, что резонансные частоты для 1D- и 2D-мо-
делей разнятся сильнее с увеличением толщины оболочки. Отметим близость АЧХ
в низкочастотной области.

Неоднородный ФГ цилиндр. Рассмотрим в качестве материала неоднородный
ФГМ с градиентом вида
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Рис. 2. Сравнение функции прогиба срединной поверхности для различных моделей
при защемленных торцах (a), консольном закреплении (б), АЧХ для моделей I, III (в)
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В расчетах для модели I вычислялись соответствующие интегральные характе-
ристики (8)–(10), а для модели III закон неоднородности задавался в явном виде по
обеим координатам z, y. На рис. 3 приведены АЧХ для моделей I (черная линия),
III (красная линия). Остальные параметры оболочки соответствуют описанным.

Из рисунка видно, что в сравнении с однородным случаем (рис. 2в) рассмотрен-
ный частотный диапазон содержит большее число резонансов, что обусловлено более
высоким средним значением жесткости оболочки. При этом 1D- и 2D-модели до-
статочно близки по АЧХ в том же низкочастотном диапазоне, что и для однородной
оболочки; существенное расхождение резонансов наблюдается на частотах выше
4 кГц.

Анализ влияния ПНДС на динамические характеристики. Рассмотрим ПНДС
трех типов: ПНДС (1) – ПН отсутствуют, ПНДС (2) – осевое растяжение при 0

z
,max  ПНДС (3) – раздувание при .max

0   В таблице 1 приведены результатыты
анализа влияния постоянных величин ПН, которые в качестве модельного примера
приняты равными величине 

9
max 104,0   Па (далее будет использоваться как

максимально допустимый уровень ПН), на первые шесть собственных частот (СЧ)
колебаний.

Таблица 1
Влияние постоянных компонент ПН на собственные частоты (Гц)

№ СЧ ПНДС (1) ПНДС (2) ПНДС (3)
1 2948,22 2960,26 2950,29
2 3193,99 3219,89 3197,14
3 3263,87 3316,59 3266,96
4 3298,58 3317,82 3301,68
5 3427,05 3509,23 3430,03
6 3573,36 3664,06 3575,92

Из таблицы видно, что влияние постоянной компоненты ПН 
0
z  существенно

больше, чем влияние компоненты .0
  На рис. 4 приведены АЧХ для тонкой одно-

родной оболочки (модель I) для ПНДС (1) – тонкая линия, ПНДС (2) – толстая
линия, ПНДС (3) – штриховая линия.

Из результатов следует, что ПНДС начального растяжения вносит значительно
больший вклад в АЧХ, чем ПНДС начального раздувания по отношению к начально
ненапряженному состоянию.

Рис. 3. АЧХ для ФГ оболочки для моделей I, III.

   4                                     5                              6                               7                f, кГц
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1

2
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На рис. 5 приведены некоторые формы колебаний неоднородной оболочки с
параметрами 0 = 1/3,  = 0,16 при наличии и отсутствии ПН осевого растяжения

max
0 z  (ПНДС (1): 1D – тонкая черная линия, 2D – тонкая красная штриховая

линия; ПНДС (2): 1D – толстая черная линия, 2D – толстая красная штриховая ли-
ния) для моделей I, III при частотах f = {3400, 3600, 4600, 5700} Гц.

Отметим, что с увеличением относительной толщины цилиндра погрешность
1D-модели I по сравнению с 2D-моделью III растет, что отражается на АЧХ; для
случаев относительно толстой стенки цилиндра ( > 0,1) погрешность 1D-модели
(в амплитудах АЧХ) может превышать поправки, которые вносят ПН в АЧХ, для
обеих моделей, как видно из рис. 5.

Примеры реконструкции ПНДС. Рассмотрим консольно-защемленную цилинд-
рическую оболочку с осевой неоднородностью, характеризуемой изменением E 

).( 2
0 )/(2/1 LzE   На рис. 6 приведены результаты реконструкции ПНДС, харак-

теризуемого двумя законами неоднородности 
 00ˆ z  и ,ˆ 00 

  образованного в ре-

Рис. 4. АЧХ для тонкой однородной оболочки при ПНДС трех типов
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Рис. 5. Формы колебаний неоднородной оболочки для моделей I, III
для ПНДС (1) и ПНДС (2)
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зультате приложения начальной нагрузки ,0
zq 0

rq  в двух случаях: 1) ,0
zq 0

rq  постоянныянны
(рис. 6а); 2) ,0

zq 0
rq  переменны и изменяются по закону синуса: )/(sin)(0 Lzzq 

(рис. 6б). При этом максимальный уровень ПН не превышает 10–4E0. Частота
колебаний выбрана в окрестности первого резонанса, зондирующая нагрузка направ-
лена вдоль оси цилиндра const,ˆ( zP ).0ˆ rP  Процедура реконструкции основана
на методике, изложенной в п. 3. На рисунке сплошная линия – точное решение,
точки – реконструкция.

Отметим, что в окрестности торцов цилиндра наблюдается ухудшение точности
восстановления; это связано с присутствием функций ŵ  и uˆ  в знаменателях соответ-
ствующих выражений для 

 00ˆ z  и .ˆ 00 


Заключение

На основе линеаризованной модели ПН тела описана постановка задачи о ко-
лебаниях тонкостенного цилиндра с переменными материальными свойствами, рас-
сматривалось неоднородное предварительное напряженное состояние. Проведены вы-
числительные эксперименты по анализу влияния законов неоднородности матери-
альных модулей и компонент ПН на динамические характеристики оболочки – АЧХ
и собственные частоты, осуществлен сравнительный анализ полученного решения с
классическим и конечно-элементным решениями. Предложена методика исследова-
ния линейной обратной задачи об идентификации начального напряженного состояния

Рис. 6. Результаты реконструкции законов неоднородности напряжений
при однородной (a) и неоднородной (б) начальной нагрузке
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цилиндрической оболочки на основе данных измерений смещений для некоторого
набора частот колебаний при определенном типе зондирующего периодического
нагружения.
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A linearized model of prestressed elastic body vibrations is described in terms of the nonsymmetric
Piola stress tensor, and a weak statement of the original problem is given. With the help of the
Lagrange variational principle, we construct a statement of the problem of steady axisymmetric
oscillations of a thin-walled (shell-like) cylinder with variable material properties in the presence
of an inhomogeneous prestress field. The motion equations, essential and natural boundary
conditions are formulated. Integral characteristics are introduced that average the change in
prestresses and material properties over the shell thickness. On the basis of the model presented,
the problem on steady-state vibrations of a functionally graded prestressed cylindrical shell is
numerically investigated via the shooting method; the influence of the laws of change in material
modules and prestress components on dynamic characteristics (e.g., amplitude-frequency
characteristics, natural vibration frequencies) is analyzed, a comparative analysis of the solutions
is carried out depending on the thin-walled parameter. For the considered cylindrical shell with
axial inhomogeneity, based on the acoustic sounding data, we study the inverse problem of restoring
two laws of prestress inhomogeneity characterizing the nonuniform initial stress-strain state of
tension or inflation. As additional information, we consider the measurement data of the displacement
components on the cylinder's surface, given in a set of points at a certain frequency of steady-state
oscillations; in such a case, the material characteristics are considered to be known and may depend
on the axial coordinate, which makes it possible to set an arbitrary functional gradient along the
axis of the cylinder. The mode of probing loading is determined by specifying the traction type and
oscillation frequency. Explicit formulas for the desired laws of prestress inhomogeneity are obtained,
and computational experiments are carried out to restore them. A high accuracy of reconstruction
is revealed far from the ends of the cylinder when probing at a frequency in the vicinity of the first
resonance.

Keywords: cylinder, shell, prestress, inhomogeneity, functionally graded material, weak statement,
frequency response function, natural frequencies, inverse problem, reconstruction.
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