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Представлена реализация нового 8-узлового конечного элемента для
решения трехмерных статических задач теории упругости. Идея такого конеч-
ного элемента базируется на проецировании ажурной схемы метода конечного
элемента в пространство более низкой размерности. Полученная в результате
схема 8-узлового конечного элемента в виде гексаэдра имеет ряд особеннос-
тей по сравнению со схемой классического 8-узлового полилинейного элемента
– это одна точка интегрирования в элементе по сравнению с восемью точками
в классическом элементе, а также наличие четырех параметров, позволяющих
регулировать сходимость вычислительного процесса. В таком конечном элемен-
те напряжения, а также их моменты (три изгибающих и один крутящий) счита-
ются постоянными в пределах элемента. Непрерывность полей перемещений
сохраняется только в узлах конечных элементов. Это обстоятельство не является
недостатком и свойственно многим новым численным схемам метода конечного
элемента (достаточно упомянуть активно развивающееся в последнее время
направление разрывного метода Галеркина). Обсуждаются вопросы примене-
ния нового конечного элемента при решении проблемы завышенной сдвиго-
вой жесткости (сдвигового запирания) ряда известных схем метода конечного
элемента. Также рассматривается проблема неустойчивости типа «песочные
часы» (hourglass instability), характерной для схем метода с сокращенным инте-
грированием и ряда других численных схем, в частности, популярной при ре-
шении динамических задач теории упругости и пластичности схемы Уилкинса.
Описана реализация методики численного решения трехмерных статических
задач теории упругости на базе предложенного конечного элемента в рамках
традиционной техники метода с использованием векторно-матричной формы
записи. Приводятся результаты решения тестовых статических задач теории
упругости.

Ключевые слова: метод конечного элемента, трехмерная задача, неустойчи-
вость типа «песочные часы», ажурная схема, статика.
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Введение

Идея построения нового конечного элемента описана в [1]. Этот конечный эле-
мент базируется на применении ажурных схем метода конечного элемента (МКЭ).
Как известно, классическая схема на базе 4-узлового конечного элемента в виде
тетраэдра с линейной аппроксимацией перемещений в элементе обладает завышен-
ной сдвиговой жесткостью [2–5], следствием чего является медленная сходимость
численных решений. В некоторых исследованиях [6, 7] показано, что сходимость
схем МКЭ может быть связана с взаимным расположением конечных элементов в
расчетной сетке. Было установлено, что быструю сходимость обеспечивает схема с
«ажурным» расположением конечных элементов, когда между расчетными элемен-
тами имеются регулярные промежутки. В частности, хороший результат показала
схема, в которой в каждой ячейке гексаэдрической сетки находится один расчет-
ный 4-узловой элемент в виде тетраэдра (рис. 1), а остальные 4 элемента в расчетах
не участвуют. Иначе ее можно интерпретировать как схему 4-узлового гексаэдри-
ческого конечного элемента. Такая схема была подробно исследована применительно
к трехмерным динамическим задачам теории упругости и пластичности в стать-
ях [8, 9]. Итоги исследований показали, что у ажурной схемы отсутствуют нежела-
тельные эффекты завышенной сдвиговой жесткости [2–5] и неустойчивости типа
«песочные часы» [3, 10, 11]. Она превосходит традиционные схемы по экономич-
ности. В частности, на одинаковых сетках она имеет в 5 раз меньше элементов и
в 2 раза меньше узлов по сравнению с классической схемой линейного 4-узлового
конечного элемента, при этом она превосходит последнюю по точности. Примени-
тельно к задачам статики ажурная схема описана в [12].

Можно обобщить трехмерный вариант ажурной схемы (линейный конечный
элемент в виде тетраэдра, вписанный в центр гексаэдрической ячейки) на случай
произвольной размерности. Получим линейный конечный элемент в виде n-мерного
симплекса, вписанного в n-мерный куб. При этом оказывается, что не для любой
размерности можно построить удачную ажурную схему. Так, при n = 2 у треуголь-
ника, вписанного в квадрат таким образом, что его вершины совпадают с вершинами
квадрата, центр не совпадает с центром квадрата. Следовательно, ажурная схема на
треугольниках будет иметь очевидную асимметрию и более низкий порядок точно-
сти. При n = 3 удачная схема возможна (центр вписанного тетраэдра совпадает с
центром куба). При n = 4, 5, 6 невозможно симметрично вписать симплекс в n-мер-
ный куб. Следующая удачная размерность – n = 7.

Возникла идея строить численные схемы МКЭ для задач «неудачной» размер-
ности путем проецирования ажурных схем более высокой «удачной» размерности.
При этом есть все основания полагать, что положительные свойства исходных схем

Рис. 1. Ячейка ажурной сетки
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сохранятся. Впервые эта идея была реализована в [13], где на базе трехмерной ажур-
ной схемы было построено параметрическое семейство схем МКЭ для решения
плоских задач теории упругости. В [1] аналогичный подход был предложен для по-
строения трехмерных схем МКЭ.

1. Трехмерная ажурная схема МКЭ
и построение двумерной моментной схемы

Дадим краткое описание трехмерной ажурной схемы [8] и построения на ее
основе двумерной моментной схемы. Задачу теории упругости сформулируем как
вариационную. Пусть изотропное линейно-упругое тело занимает объем V. На
границе pu SSV   заданы граничные условия: кинематические на Su и стати-
ческие на Sp. Считаем известными поля внешних массовых F и поверхностных P
сил. Численная схема строится на основе конечно-элементной аппроксимации вари-
ационного принципа виртуальных перемещений:
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ii
V

ii
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Здесь  – плотность среды, F – внешняя массовая сила, P – внешняя поверхностная
сила, u – поле перемещений; тензоры малых деформаций ij и напряжений ij связа-
ны с вектором перемещений соотношениями Коши
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где ,  – параметры Ламе. Из (1)–(3) следует система статических уравнений Ламе
теории упругости в перемещениях:

.0divgrad)(  Fuu (4)

Для построения численного метода расчетная область V покрывается гексаэдри-
ческой сеткой, расчетные элементы (тетраэдры) располагаются в центрах гексаэдров,
как это показано на рис. 1. Все экстенсивные характеристики (масса, объем, внут-
ренняя энергия) боковых тетраэдров присоединяются к центральному тетраэдру.

Отметим, что для конечных элементов с линейной интерполяцией функций в
элементе построенная схема решения задачи (1)–(3) идентична численным схемам,
построенным вариационно-разностным [14, 15] или интегро-интерполяционным
[16] методами (см. [17]). Схемы МКЭ, как правило, не записываются в явной конечно-
разностной форме (в виде равенства сеточного оператора нулю). Для дальнейшего
изложения потребуется такая запись. Используя описанный в [17] метод построения
конечно-разностных представлений КЭ схем на равномерных сетках, получим для
ажурной схемы ее запись в виде, аналогичном системе уравнений Ламе (4):
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Здесь Dij, D – сеточные операторы, аппроксимирующие соответственно вторые
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частные производные и оператор Лапласа. Операторы строятся следующим образом.
Базисные операторы, аппроксимирующие первые частные производные в элементе
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равны сопряженным к (6) операторам, взятым со знаком минус. Операторы Dij опре-
делим через суперпозиции операторов (6) и (7):
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Построение двумерной схемы. Численную схему решения двумерной задачи
теории упругости (плоская деформация) получим путем проецирования трехмерной
схемы (5) на плоскость x1Ox2. Полагая, что трехмерная расчетная область имеет
вид [0, h3], где  – область в R2, возьмем один ряд ячеек по координате x3 и
наложим на решение ограничения: u3 = 0; u1, u2 не зависят от x3. При этом разностная
схема (5) примет вид:

,0)( 1133122111212111 )()(  FuDuDuDuDuD
(8)
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В (8) операторы ijmm Ddd ,, 
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аппроксимируют с точностью до множителя оператор второй смешанной производ-
ной ./ )( 212 xx    Наличие в схеме операторов (9) допускает физическую интерпре-
тацию как учет изгибающего момента в конечном элементе, поэтому такой КЭ можно
назвать моментным. При этом момент является постоянным в пределах конечного
элемента. Очевидно, что допущения об одновременном постоянстве первых и вторых
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производных в двумерной задаче приводят к противоречию. Таким образом, невоз-
можно построить двумерное поле перемещений, удовлетворяющее всем свойствам
конечного элемента. Однако с точки зрения исходной трехмерной схемы МКЭ ника-
кого противоречия нет и поле перемещений восстанавливается. Отметим только,
что непрерывность поля перемещений сохраняется только на ребрах расчетных эле-
ментов (тетраэдров) и схему типа (8) можно применять и для решения задачи пло-
ского напряженного состояния, проводя соответствующие корректировки уже дву-
мерной задачи. Так, в геометрически и физически линейном случае достаточно скор-
ректировать значение упругой постоянной .

Размер элемента h3 по оси x3 в построенной численной схеме превращается в
регулируемый параметр схемы. Таким образом, в результате проецирования в дву-
мерное пространство ажурной схемы получено однопараметрическое семейство чис-
ленных схем МКЭ решения плоской задачи теории упругости, близких к схеме били-
нейного КЭ. Настраивая параметр h3, можно изменять влияние моментной составля-
ющей в элементе и тем самым регулировать сходимость численных решений.

2. Трехмерная схема МКЭ решения задач теории упругости
на основе семимерной ажурной схемы

Обобщая принятый подход, можно построить семейство 8-узловых схем МКЭ
решения трехмерных задач теории упругости, близких к схеме 8-узлового полилиней-
ного КЭ. Отметим, что следующей «удачной» размерностью для построения
ажурных схем является семимерная. При n = 7 в куб, содержащий 128 вершин,
можно вписать правильный симплекс с 8 вершинами исходного куба таким образом,
что центры куба и симплекса совпадут. Примером является следующий набор вершин
симплекса, вписанного в единичный 7-мерный куб:
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(10)

Все ребра этого симплекса имеют одинаковую длину. Отметим также, что наборы
из первых трех координат системы векторов образуют множество вершин единичного
трехмерного куба.

Семимерная ажурная схема. Для построения семимерной задачи рассмотрим
гипотетическую задачу «теории упругости» в 7-мерном пространстве. Определим
7-мерный «тензор деформаций» через обобщение соотношений Коши:

.7,...,1,,
2

1 )( ,,  jiuu ijjiij

Связь напряжений и деформаций установим на основе «закона Гука»:

.7...,,1,,2  jiijkkijij

В результате 7-мерные уравнения равновесия «теории упругости» в перемеще-
ниях запишутся в виде (4), где градиент, дивергенция и оператор Лапласа опреде-
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лены, соответственно, в семимерном пространстве. Ажурная схема МКЭ на основе
линейного конечного элемента на равномерной ортогональной сетке ,11
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Для построения трехмерной схемы поступим аналогично рассмотренному выше
случаю двумерной схемы. Полагая во всех узлах u4 = u5 = u6 = u7 = 0, а также, что u1,
u2, u3 зависят только от x1, x2, x3, получим после проецирования в R3 схему МКЭ в
виде
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В (12) операторы 332211,)2/1( )( DDDDddddD ijjiij  
  выражаются че-

рез базисные операторы 

7654321 ,,,,,, ddddddd  и сопряженные к ним (взятые со

знаком минус 
7654321 ,,,,,, ddddddd , определенные на 8-узловых шаблонах.

При этом операторы 

321 ,, ddd  и 


321 ,, ddd  аппроксимируют первые производные

по соответствующим координатам, а операторы 

7654 ,,, dddd  и 


7654 ,,, dddd  ап-п-

проксимируют с точностью до положительного множителя операторы дифферен-
цирования ).()()()( 3213322312212 /,/,/,/ xxxxxxxxx   Наличие в схеме
дополнительных операторов можно интерпретировать как учет в конечном элементе
трех изгибающих и крутящего моментов. Подобные аппроксимации моментных
составляющих имеют место и в традиционной схеме полилинейного 8-узлового ко-
нечного элемента (см., например, [18]).

Таким образом, в результате проецирования получено 4-параметрическое семей-
ство численных схем МКЭ решения трехмерной задачи теории упругости. Парамет-
ры h4, h5, h6, h7 можно настраивать, изменяя влияние моментных составляющих в
элементе. Отметим, что при увеличении этих параметров влияние моментных сос-
тавляющих в элементе убывает и при h4 = h5 = h6 = h7 =  мы получаем из схемы (12)
схему, записанную в форме (5), но с сеточными операторами, определенными на
8-узловом шаблоне. Такая схема соответствует схеме полилинейного 8-узлового эле-
мента с использованием техники сокращенного интегрирования [19] (одна точка
интегрирования в элементе), а также (применительно к задачам динамики) идентична
разностной схеме Уилкинса [20]. Соответственно при больших значениях указанных
параметров получается схема МКЭ с присущим таким схемам недостатком в виде
неустойчивости типа «песочные часы».

Необходимо отметить, что и ранее предпринимались попытки построения мо-
ментных схем МКЭ, основанные на других подходах, например [15].

3. Реализация трехмерной моментной схемы МКЭ

Рассмотрим реализацию моментного элемента в традиционной технике МКЭ с
использованием векторно-матричной формы записи. Поскольку в исходном конечном
элементе (7-мерном) используется линейная аппроксимация неизвестных функций,
то и матрица жесткости, и якобиан отображения на стандартный элемент являются
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постоянными в пределах элемента. Поэтому нет необходимости строить отображение
конечных элементов на стандартный кубический элемент и матрицу жесткости по-
строим для произвольного тетраэдра, как это делается, например, в [18].

Тензор деформаций в элементе имеет вид:
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Последние 4 столбца соответствуют трем изгибающим и одному крутящему мо-
ментам конечного элемента. Интегралы от компонент тензора напряжений опреде-
ляют силы, приложенные к узлам элемента, в результате чего формируются уравне-
ния равновесия узлов.

Вычисление производных в произвольном гексаэдрическом элементе произво-
дится по формуле
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где матрица V имеет вид
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а матрицы Vi получаются из матрицы V заменой столбца соответствующей коорди-
наты на столбец значений функций, например,
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и т.п. Операторы (13) могут быть представлены в виде линейных комбинаций зна-
чений функций в узлах элемента:
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Для формирования численной схемы МКЭ используется векторно-матричная
форма записи. Векторы узловых перемещений конечного элемента, деформаций и
напряжений запишем соответственно в виде

,,,,...,,, )( 3
8

2
8

1
8

3
1

2
1

1
1

T uuuuuuu

,,,,,,,,,,,,,,,,,, )( 372717362616352515342414312312332211
T ε

.,,,,,,,,,,,,,,,,, )( 372717362616352515342414312312332211
T σ
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энергия конечного элемента имеют вид:
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где  CBdVBTK – матрица жесткости, q – вектор узловых сил. Матрицы C1818

и B1824 выражаются соответственно через константы Ламе (закон Гука) и коэффи-
циенты операторов (16):
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Далее идут стандартные для техники МКЭ этапы построения глобальной матри-
цы жесткости, корректировки матрицы системы с учетом приложенных внешних
нагрузок и кинематических граничных условий, решения полученной системы.

4. Численные результаты

Для иллюстрации работоспособности методики рассмотрим результаты решения
статических задач теории упругости.

Изгиб бруса квадратного сечения. Рассматривается геометрически и физиче-
ски линейная задача об изгибе бруса квадратного сечения под действием распреде-
ленной нагрузки.
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Брус длиной L = 10 см квадратного сечения H1 = H2 = 1 см защемлен на торцах
(рис. 2). Давление p = 10 МПа равномерно распределено на участке поверхности
от 4 до 6 см. Механические свойства материала: плотность  = 7,8 г/см3, модуль
Юнга E = 210 ГПа, коэффициент Пуассона  = 0,3.

Для нахождения численного решения были использованы две схемы МКЭ:
моментная и ажурная. Использовалась равномерная сетка 4440 конечных
элементов. Элементы моментной схемы имели форму куба со стороной h1 = h2 =
= h3 = 0,25 см. Элементы ажурной схемы – правильные тетраэдры, вписанные в эти
кубы. На рис. 3 приведена форма деформированного бруса (решение на основе
ажурной схемы, перемещения увеличены в 10 раз).

На рис. 4 приведены графики прогибов на оси бруса, полученные с использова-
нием ажурной схемы и моментной схемы с различными значениями настраиваемых
параметров. Значения параметров принимались равными и выражались через безраз-
мерный параметр : h4 = h5 = h6 = h7 = h1. Приведены решения, соответствующие
различным значениям параметра .

При значении параметра  = 1,4 наблюдалось практически полное совпадение
решений моментной и ажурной схем.

Рис. 2. Брус квадратного сечения

H1

H2

P

L

Рис. 3. Деформированный брус

u, см

Моментная  = 0,5

Рис. 4. Прогибы на оси бруса

Моментная  = 1

Моментная  = 2

Ажурная схема

0           1        2        3        4        5        6        7        8        9     x, см
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Деформирование диска под действием внешнего давления. Продемонстри-
руем влияние параметров моментной схемы на эффект неустойчивости типа «пе-
сочные часы».

К круглому диску, закрепленному по контуру, приложено постоянное равномерно
распределенное по поверхности давление. Расчетная схема задачи приведена на
рис. 5. Здесь H = 1,5 см, R = 14,85 см. Свойства материала:  = 7,8 г/см3, E = 210 ГПа,
 = 0,3. Граничные условия: жесткое закрепление по контуру диска, на одной сво-
бодной поверхности задавалось давление p = 17 МПа. Осесимметричная задача ре-
шалась как трехмерная. Расчетная область (четверть диска) покрывалась кусочно-
регулярной сеткой из трех блоков в виде топологических параллелепипедов. Задача
решалась на сетке 28 ячеек вдоль радиуса и 6 ячеек по толщине диска. Каждый из
блоков покрывался сеткой 1414 четырехугольных ячеек в плане. По толщине диска
сетка равномерная.

Задача решалась с использованием моментной схемы с двумя разными значе-
ниями регулируемых параметров. Как и в предыдущей задаче, воспользуемся
безразмерным параметром. Поскольку сетка неравномерная, за основу возьмем
размеры ячейки в центре пластины, по форме близкой к прямоугольному паралле-
лепипеду: h1 = h2  0,5 см, h3 = 0,25 см. Параметры схемы принимались в виде h4 =
= h5 = h6 = h7 = h3 при значениях параметра  = 1 и  = 40. На рис. 6, 7 представлен
вид деформированного диска при  = 1 и  = 40. На обоих рисунках перемещения
увеличены в 20 раз.

На рис. 7 отчетливо видны искажения сетки, обусловленные неустойчивостью
типа «песочные часы».

Рис. 7. Деформированный диск ( = 40)Рис. 6. Деформированный диск ( = 1)

Рис. 5. Расчетная схема
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RP

z

r
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Заключение

Рассмотрена методика численного решения трехмерных статических задач
теории упругости и пластичности на базе нового моментного конечного элемента.
Особенностями конечного элемента являются: отсутствие эффектов запирания (за-
вышенной сдвиговой жесткости) и неустойчивости типа «песочные часы» при пра-
вильном подборе регулируемых параметров, одна точка интегрирования в элементе,
наличие регулируемых параметров численной схемы. Вопрос оптимального подбора
параметров схемы h4, h5, h6, h7 требует дополнительного изучения. Отмеченные
особенности моментного конечного элемента и результаты тестирования показывают
перспективность принятого подхода к построению эффективных методик числен-
ного решения задач теории упругости и пластичности, а также других задач механики
сплошных сред и математической физики.
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The implementation of a new 8-node finite element for solving 3D elasticity static problems is
considered. The idea of this finite element is based on the projection of a rare mesh FEM scheme
into a space of lower dimension. The resulting scheme of the 8-node hexahedral finite element has
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a number of features compared to the scheme of the classical 8-node polyline element. This is one
integration point in the element compared to eight in the classical element, as well as the presence
of four parameters that allow you to adjust the convergence of the computational process. In a
given finite element, the stresses as well as their moments (three bending and one torsional) are
assumed to be constant within the element. Also, the continuity of displacement fields is preserved
only in the nodes of finite elements. This circumstance is not a disadvantage and is characteristic
of many new numerical FEM schemes (suffice it to mention the recently actively developed direction
of the discontinuous Galerkin method). The issues of using this finite element in solving the well-
known problem of increased shear stiffness (shear locking) of a number of well-known FEM schemes
are discussed. The problem of hourglass instability, which is typical for FEM schemes with reduced
integration and a number of other numerical schemes, in particular, the Wilkins scheme, which is
popular in solving dynamic elasticity and plasticity problems, is also considered. The implementation
of a technique for the numerical solution of three-dimensional static problems of the theory of
elasticity on the basis of a given finite element within the framework of the traditional FEM technique
using a vector-matrix notation is described. The results of solving test static problems of elasticity
theory are presented.

Keywords: FEM, three-dimensional problem, hourglass instability, rare mesh FEM scheme, statics.


