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Получено точное решение контактных задач для жесткого или деформиру-
емого штампов в полосе конечной ширины. Предполагается, что полоса рас-
положена на многослойном основании конечной толщины. Применяется ранее
разработанный авторами универсальный метод моделирования. С его помощью
решения сложных граничных задач для систем дифференциальных уравнений
в частных производных сводятся применением преобразования Галеркина к
решению отдельных дифференциальных уравнений, среди которых самыми
простыми являются уравнения Гельмгольца. В более ранней публикации авто-
ров при исследовании задачи для деформируемого штампа в полосе пришлось
ограничиться асимптотическим решением, справедливым лишь для полос
большой относительной ширины. Решение для полосы любых конечных раз-
меров сдерживалось невозможностью построения точного решения контактной
задачи для жесткого штампа в полосе любой конечной ширины. В результате
точного решения интегрального уравнения Винера – Хопфа в полосе конечной
ширины для случая многослойной среды эту контактную задачу удалось ре-
шить. Примененный для решения подход состоит в построении точного опе-
раторного уравнения бесконечной системы алгебраических уравнений для по-
лос большой ширины, использовании операторной формулы функций от мат-
риц и исследовании построенного решения в диапазоне малой относительной
ширины полосы. Полученное таким способом решение совпадает с решением,
найденным другим методом, а именно методом сингулярного интеграла для
случая малой относительной ширины полосы. Построенное решение прибли-
жает к проблемам исследования контактных задач с деформируемым штампом
для материалов сложных реологий, описания трещин нового типа в ограничен-
ных телах, моделирования наночастиц, исследования тектонических плит огра-
ниченных размеров.

Ключевые слова: контактная задача, блочный элемент, деформируемый
штамп, интегральное уравнение Винера – Хопфа, многослойная среда.
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Введение

В статье авторов [1] при исследовании контактной задачи для деформируемого
штампа в полосе пришлось ограничиться асимптотическим решением, справедли-
вым лишь для полос большой относительной ширины. В то же время, более деталь-
ный анализ решения, полученного в [1], показал, что фактически решена проблема
построения соотношений для вычисления резонансных частот, возникающих в
динамических контактных задачах с деформируемым штампом. Именно вычисление
неизвестных функционалов, выполненное в [1], приводит к формулам, знаменатели
которых представляют собой соотношения для вычисления резонансных частот, вы-
ражаемых посредством параметра k. Существование таких резонансов было пред-
сказано в [2, 3] академиком И.И. Воровичем.

В настоящей статье устраняется ограничение на ширину полосы и впервые стро-
ится точное решение интегрального уравнения Винера – Хопфа на любом конечном
отрезке. Этот результат является важным при исследовании явлений и процессов в
трещинах нового типа [4], в модели самосборки наночастиц [5], в сейсмологии.

В развитие подходов, использованных в [6], разработан метод, позволяющий
строить точное решение уравнения Винера – Хопфа на конечном отрезке для случая,
когда преобразование Фурье-ядра является мероморфной функцией. Такое ядро воз-
никает в тех случаях, когда рассматривается контактная или смешанная задача, по-
ставленная на многослойной среде.

Изучению и решению интегральных уравнений Винера – Хопфа и их систем
посвящено большое количество публикаций [7–16]. Для исследования случаев ко-
нечного отрезка разработаны приближенные аналитические и асимптотические ме-
тоды [17], а также численные методы [18, 19]. Авторам не известны работы, в которых
было бы построено точное решение уравнения Винера – Хопфа на конечном отрезке
для случая многослойной среды.

Интегральное уравнение Винера – Хопфа на отрезке

Интегральное уравнение контактной задачи для уравнения Винера – Хопфа
возникает при решении граничной задачи на многослойной среде конечной толщины
при наличии смены граничных условий на границах полосы шириной 2а. Оно
приводится к виду [17]:
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Предполагается, что мероморфная функция K(u), являющаяся преобразованием
Фурье-ядра, обладает следующими свойствами. Четные целые функции R(u) и P(u)
имеют первый порядок и конечный тип, обладают счетными множествами нулей,
которые предполагаются однократными, имеющими точки сгущения на бесконеч-
ности в окрестности мнимых полуосей. Асимптотическое представление нулей и
полюсов верхней полуплоскости, свойственное многослойной среде, запишется в
виде [17]:
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Используя приведенные нули, построим четные целые функции R(u, z), P(u,)
в форме бесконечных произведений [20]. Последние будут иметь вид:
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После деления R(u, z) на P(u,) получится мероморфная функция, обозначенная
K(u) = P –1(u,R(u, z). Ее нулями являются ±zm, а полюсами ±s. С помощью этих
функций построим мероморфные функции вида:
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представляющие собой результат факторизации мероморфной функции K(u).

Построение общего вида решения интегрального уравнения

Применяя универсальный метод моделирования [7], преобразуем интегральное
уравнение (1), поменяв порядок интегрирования, и будем искать его решение в форме
обыкновенного дифференциального уравнения. Для этого представим интегральное
уравнение в виде:
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С учетом свойств ядра, вычислив обращения Фурье, получим представление
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Слева стоит дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами беско-
нечного порядка, а справа – подвергнутая дифференциальной операции часть, свиде-
тельствующая о неоднородности дифференциального уравнения.

В соответствии с теорией обыкновенных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами общее решение однородного дифференциального уравне-
ния, отыскиваемое в классических функциях, имеет вид







1

00 ),()(
n

n xx

где каждая функция является решением дифференциальных уравнений вида
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Примем частные решения в виде
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Взяв их сумму, получим общее решение всего дифференциального уравнения, харак-
теристическим уравнением для которого является функция R(u, z)
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Учет правой части неоднородного уравнения будем осуществлять из условия
удовлетворения решения интегральному уравнению. С этой целью упростим правую
часть интегрального уравнения, представив ее с помощью преобразования Фурье,
положив
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С учетом линейности дифференциального уравнения можно решать его для правой
части вида

).(exp)( xiF  (5)

Построенное решение, зависящее от , интегрированием по этому параметру
позволяет получить решение интегрального уравнения (4) для произвольной пра-
вой части  f (x). Обозначив частное решение дифференциального уравнения в виде


*
(x) = Aexp(–ix) и построив его преобразование Фурье *(u), искомое решение

(u) интегрального уравнения в преобразованиях Фурье запишем в форме
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В результате подстановки решения в такой форме в интегральное уравнение (4) и с
учетом метода, изложенного в гл. VI монографии [17], получаем представление
частного решения в виде
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Построение бесконечной системы
линейных алгебраических уравнений

Будем искать решение интегрального уравнения (4) для правой части (5) в виде
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Внесем его в интегральное уравнение (4), предварительно вычислив представление
ядра по вычетам и получив выражение [17]
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В результате вычислений и приравнивания левой части интегрального уравнения
к правой, с учетом свойства (3) приходим к бесконечным системам линейных алгебра-
ических уравнений вида [17]:
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Знаки в системе уравнений берутся в соответствии с этажностью. При любом
a > 0 операторы A и B действуют непрерывно в пространстве бесконечных по-
следовательностей C с нормой ||X || = max |mxm |, 0 <  0,5 [17].

Построенная бесконечная система уравнений изучалась в [17] для больших зна-
чений параметра a >> 1. Здесь принято во внимание с учетом свойств нулей zm экс-
поненциальное убывание всех членов матрицы-функции B(a).

Применение обратной матрицы

Обратная матрица A–1, построенная в [17], имеет вид
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Оператор A–1 действует в пространстве C.
Для дальнейшего исследования остановимся на выборе случая верхнего этажа

в уравнении (7), случай нижнего этажа изучается аналогично. Подействуем для
случая верхнего этажа слева обратной матрицей на уравнение (7), получим уравнение
второго рода вида

.)( 11 DXBX   AaA (8)

Достаточно легко оценивается норма оператора, имеющая вид
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которая стремится к нулю при a   и возрастает до бесконечности при a  0.
В силу свойства рядов экспонент представляемая в вертикальных скобках функ-

ция (9) является не только непрерывной функцией параметра a, но также и целой
функцией [21]. Отсюда следует, что найдется нижняя граница параметра a = a0,
такая, что на интервале (a0,] будет иметь место соотношение ||A–1B(a) || < 1. Тогда
в этом интервале изменения параметра a на конечном отрезке [–a, a] методом по-
следующих приближений можно построить точное решение интегрального
уравнения Винера – Хопфа, которое имеет вид
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Представление точного решения интегрального уравнения

Рассмотрим оператор A–1B(a)X, имеющий вид
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Как функция переменного a, он представляет числовой ряд экспонент с комп-
лексными показателями и называется рядом Дирихле [21], а как равномерно сходя-
щийся ряд целых функций, представляет целую функцию параметра a. В результате
получим для коэффициентов разложения представление вида
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Из теоремы единственности для интегрального уравнения для всех a на положи-
тельной оси следует, что знаменатель в (11) не имеет нулей, в противном случае на-
рушалась бы единственность решения. Таким образом, мероморфную функцию пара-
метра a можно аналитически продолжить на весь полуинтеравал (0,].

Следуя методам функционального анализа [22], операторное представление фор-
мулы (11) можно записать в виде
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Нетрудно проверить, что построенное решение представляет собой точное решение
уравнения (8) для всех значений параметра a.

Действительно, подействовав оператором [1+ A–1B(a) ] слева на равенство (12),
получим соотношение

.)(1 11 ][ DXB   AaA

Это свидетельствует об удовлетворении решения интегральному уравнению, экви-
валентному бесконечной системе алгебраических уравнений на любом конечном
отрезке. Из найденного решения можно получить предельный случай для малых
a << 1. Так, взяв f (x) =  = const и произведя преобразования в формуле (11), выделив
главный член при a  0, получаем асимптотическое представление решения в виде
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Оно совпадает с результатом решения исходного интегрального уравнения (1) мето-
дом малых отрезков, разработанным в [17]. Для этого случая интегральное уравне-
ние (1) преобразуется к виду

.)()(ln 


a

a

dx

Его решение совпадает с (13).

Заключение

Построенное решение может быть применено для решения в полосе конечной
ширины контактной задачи с деформируемым штампом способом, который изложен
в [1]. Этот способ детально описан в указанной статье и может быть применен без
дополнительных построений.
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In this paper, for the first time, an exact solution of contact problems for rigid or deformable
stamps in a strip of finite width is obtained. It is assumed that the strip is located on a multilayer
base of finite thickness. The universal modeling method previously developed by the authors is
used. With its help, the solutions of complex boundary value problems for systems of partial
differential equations are reduced, using the Galerkin transform, to solving individual differential
equations, among which the Helmholtz equations are the simplest. In an earlier work of the authors
published, when studying the problem for a deformable stamp in a strip, we had to limit ourselves
to an asymptotic solution that is valid only for strips of large relative width. The solution for a strip
of any finite size was constrained by the impossibility of constructing an exact solution to the
contact problem for a rigid stamp in a strip of any finite width. As a result of the exact solution of
the Wiener-Hopf integral equation in a finite-width band for the case of a multilayer medium, this
contact problem was solved. The approach applied to the solution consists in constructing an exact
operator equation of an infinite system of algebraic equations for large-width bands, using the
operator formula of functions from matrices and investigating the constructed solution in the range
of small relative bandwidth. The solution obtained in this way coincides with the solution obtained
another method, namely, the singular integral method for the case of a small relative bandwidth.
The constructed solution brings closer to the problems of research for materials of complex
rheologies of contact problems with a deformable stamp, the description of cracks of a new type in
limited bodies, modeling of nano particles, the study of tectonic plates of limited dimensions.

Keywords: contact problem, multilayer medium, Wiener-Hopf integral equation  on segment, exact
solution.
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