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Проведено теоретическое исследование процессов локализации пласти-
ческой деформации в металлах. В рамках системы эволюционных уравнений
для плотности дислокаций с учетом размножения и аннигиляции дислокаций
установлена возможность бегущего решения для полосы скольжения. Показано,
что исходная система имеет два состояния равновесия. Для суммарной плотно-
сти дислокаций и дислокационного заряда, нормированных на стационарное
однородное решение для плотности дислокаций, – это состояния (0,0) и (1,0)
на фазовой плоскости вышеуказанных переменных в безразмерном виде. Из
анализа особых точек следует, что точка (0,0) является устойчивым узлом, а
состояние равновесия (1,0) – седлом. В этом случае искомым решением
исходной системы эволюционных уравнений является сепаратриса, идущая
из точки (0,0) в точку (1,0), которая соответствует решениям в виде волны пе-
репада для плотности дислокаций, формирующей полосу скольжения, и им-
пульса для дислокационного заряда. Показано, что дислокационный заряд рас-
пространяется во фронте полосы скольжения, который движется со скоростью
u = kV (V – дрейфовая скорость дислокаций, обусловленная внешней нагруз-
кой, коэффициент пропорциональности k удовлетворяет условию 0 < k < 1).
Из анализа существования автомодельных решений следует, что неодородные
волновые решения имеют место только при A = t1/t2 > 1, где t1 и t2 – соответ-
ственно времена релаксации суммарной плотности дислокаций и дислокацион-
ного заряда к однородному состоянию. Оценки показывают, что при суще-
ствующих процессах генерации и аннигиляции дислокаций A > 1, то есть
удовлетворяются условия формирования полосы скольжения заданного типа.
Рассмотрена устойчивость полученных волновых стационарных автомодель-
ных решений. В предположении, что отклонения от стационарных решений
для плотности дислокаций и дислокационного заряда ограничены заданной
областью и, считая отклонения малыми, получаем задачу Штурма – Лиувилля
на собственные функции и собственные значения с нулевыми краевыми услови-
ями на границе этой области. Соответствующее преобразование сводит задачу
к уравнению типа уравнения Шредингера. Показано, что при определенных
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условиях спектр оператора Шредингера находится в левой полуплоскости, то
есть отклонения плотности дислокаций и дислокационного заряда затухают
по экспоненте с течением времени, и искомые стационарные решения асимпто-
тически устойчивы. Рассмотрен вопрос, связанный с определением устано-
вившейся скорости распространения волн. Линеаризация исходной системы
уравнений для плотности дислокаций и дислокационного заряда позволила
получить линейное уравнение типа синус-Гордона, из решения которого опре-
делена установившаяся скорость волны. Показано, что для исходной системы
уравнений при А > 1 произвольные начальные распределения искомых пере-
менных с течением времени приобретают форму автомодельных решений и пере-
мещаются с минимально возможной скоростью u = 2VA1/2/(1 + A).

Ключевые слова: локализация деформации, полосы Людерса, полосы сколь-
жения, плотность дислокаций, дислокационный заряд, волны перепада и им-
пульса.

Введение

Известно [1, 2], что нестабильность течения кристалла сопровождается, как
правило, локализованностью макропластической деформации. Последняя pеализу-
ется путем pаспpостpанения локализованной пластической волны, обычно называ-
емой полосой Чернова – Людеpса (или полосой Людерса).

Полосы Людерса являются сопутствующим явлением различных неустойчивых
режимов пластической деформации в сплавах [3]. Например, в сплавах с объемно-
центрированной кубической решеткой (ОЦК-сплавах), где на кривой деформации
присутствует площадка текучести, полоса зарождается на поверхности образца в об-
ластях, где имеются концентраторы напряжений. Формируясь, полоса сдвига увели-
чивается до тех пор, пока зона пластического сдвига не охватит все поперечное се-
чение образца.

Получены интересные результаты по наблюдению развития полос Людерса [4].
Полосы Людерса наблюдались в стали и дюралюминии D1 при растяжении образцов
со скоростью 10–6 м/с. Как показал эксперимент, пластическая деформация лока-
лизуется сначала в форме зародыша полосы, который появляется на стадии микро-
пластической деформации (при этом возникновение зародыша сопровождается
акустоэмиссией). Зародыш полосы Людерса в виде узкого клина деформированного
материала прорастает поперек образца со скоростью порядка 10–3 м/с. В момент,
когда зародыш пересекает все сечение образца, заканчивается формирование полосы
Людерса и начинается ее расширение. Сформированная полоса Людерса ограничена
парой фронтов, движущихся в противоположных направлениях вдоль образца со
скоростями порядка 10–4 м/с.

Полосы Людерса, полосы Портевена – Ле Шателье, как было показано в [5],
обусловлены закреплением дислокаций атомами примеси, которые на определенном
участке движутся вследствие диффузии вместе с дислокациями. Такая точка зрения
является основной и представлена в большом количестве публикаций [6–13]. Аль-
тернативная точка зрения [14–16], связанная с развитием процессов интенсивного
размножения дислокаций, теоретически недостаточно развита в отличие от первого
подхода.

В настоящей статье в рамках нелинейной распределенной модели рассмотрен
возможный механизм возникновения и формирования полосы скольжения,
обусловленный механизмами дислокационной кинетики.
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1. Волны плотности дислокаций

Система самосогласованных двумерных уравнений, описывающая нелиней-
ную динамику ансамбля прямолинейных дислокаций, характеризуемых плотностью
a(r, t), может быть представлена в виде [17, 18]:

),(=div aaaa
a F
t





v (1)

),,(=),( tMt aaa rfVrv  (2)

.)()(=),( rdWt acc
c

a   rrrrf (3)

Здесь va(r, t) – скоpость скольжения дислокаций; Va – дрейфовая скорость дисло-
каций, обусловленная внешним напряжением e; fa – сила, действующая на единицу
длины дислокации со стороны системы дислокационных зарядов (M – подвижность
дислокаций); Fa(a) – нелинейные функции, определяемые спецификой кинетиче-
ских механизмов дислокационных реакций; Wac(r) = Gb2ln (Rc/r)/(2) – энергия вза-
имодействия двух параллельных винтовых дислокаций на единицу длины (G – мо-
дуль сдвига, b – модуль вектора Бюргерса, Rc – размер кристалла).

Предположим, что дислокации в полосе некоторой ширины l скользят вдоль
оси 0x заданной системы координат, характеризуются плотностями +(x, t), –(x, t),
значениями модулей векторов Бюргерса (b, –b) и скоростями v+(x, t), v–(x, t), участ-
вуют в процессах генерации и рекомбинации.

Тогда система эволюционных уравнений (1)–(3) запишется в виде [19, 20]:
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(4)

где   2Vh – коэффициент захвата дислокаций в дипольные конфигурации (с после-
дующей аннигиляцией),  f – коэффициент размножения [20], a = ±, V – модуль
дрейфовой скорости дислокаций, h – радиус захвата дислокаций в дипольные конфи-
гурации.

Стационарное однородное решение системы уравнений (4) имеет вид

/2.=/4==0,== 0  f (5)

В безразмерных переменных

,)/(=,)/(= 00   mn (6)

которые характеризуют, соответственно, нормированные на 0 плотность дислока-
ций    = 

 + – – и дислокационный заряд I = 
 + – – (строго говоря, дислокацион-

ный заряд определяется как bI, но физически избыточная плотность I = + – – ха-
рактеризуется дислокационным зарядом, поэтому для удобства мы ее будем так назы-
вать), система (4) преобразуется к виду
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где  = 4 f, c = MGb20.
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Рассмотрим начальную задачу: n(, 0) = m(±, 0) = 0, n(–, 0) = 1. Будем пола-
гать, что функции n(x, t) и m(x, t) зависят от автомодельной переменной  = x – ut,
тогда система (7) преобразуется к виду

],)(1[=)(1 22 mmnn
d

dn





(8)

])(1[=)(1 22 mmnn
d

dm





с условиями на границе n() = m(±) = 0, n(–) = 1, где  = uV,  = c/. Система (8)
имеет два состояния равновесия (0,0) и (1,0) на плоскости (n, m).

Линеаризируем систему (8) в окрестности (0,0) и положим n, m  exp (). Из
соответствующего характеристического уравнения находим

,
)2(1

)(141)(1)(
=

2

222

1,2 


 (9)

откуда

,
1

2=min 


 (10)

так как подкоренное выражение в (9) является неотрицательной величиной ввиду
положительности n(x, t).

Из (9) следует, что в области min   < 1 и  > 1 особая точка (0,0) является ус-
тойчивым узлом, а состояние равновесия (1,0) – седлом. Искомым решением систе-
мы (8) будет сепаратриса, идущая из точки (0,0) в точку (1,0), которая соответствует
решениям в виде волны переключения для плотности дислокаций n(), формирую-
щей полосу скольжения, и импульса для дислокационного заряда m() во фронте
волны n() (рис. 1). Графики соответствуют стационарному решению системы (8)
при  = 4,   min () = 0,8; штриховая линия на левом графике соответствует
бегущему импульсу дислокационного заряда во фронте волны перепада, движущемся
со скоростью u = minV.

Анализ автомодельных решений (8) показывает, что решения имеют место только
при  > 1 и u  [umin, V], где .)/(12=min Vu

Рис. 1. Бегущий фронт полосы скольжения в виде волны перепада
для плотности дислокаций (a) и дислокационного заряда (б), нормированных на 0

n



u

1

0

m



а)                                                        б)

u
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2. Устойчивость стационарных решений

Исследуем устойчивость автомодельных решений n() = nc() и m() = mc().
Будем полагать, что отклонения от стационарных решений ограничены заданной
областью [–L, L]. В этом случае решение системы (7) будем искать в виде:

,)(exp)(=),(),,()(=)( tntntnnn pc 

.)(exp)(=),(),,()(=)( tmtmtmmm pc 

Считая отклонения n и m малыми, получаем задачу Штурма – Лиувилля:

,2]2[1=)( pccppp mmnnnm
d

d



(11)

ppp mmn
d

d
)(=)( 


с краевыми условиями .0=)(=)( LmLn pp   Подстановкаа

,
1

)(
)(

2

1
exp)(=)(

2











  dpnm pp

))]/(12()(1[=)( 2 cc nmp

сводит систему (11) к уравнению

0,=)(0,=)](),([
2

2

LUH
d

d





(12)

где

,))]/(1([=),( 222  BH

,221=)( cc mnB 
(13)

,))]/(1()/4(1[=)( 222  qU

.)()1)(1(2)1)((=)( 22
cccc mnnmq 

Как следует из теории систем типа (12) [21], если B, U  0, спектр оператора
L() = –d2/d2 – H + U находится в левой полуплоскости, то есть Re  0. Со-
ответственно при B, U  0 отклонения n(, t) и m(, t) затухают по экспоненте с
течением времени и искомые стационарные решения асимптотически устойчивы.
Нетрудно показать, что условия B, U  0 реализуются при

1,<1,> min  (14)

где min определяется соотношением (10).

Заключение

Проведенный анализ показал, что система (7) с начальными условиями n(x, 0) =
= nc(x) и m(x, 0) =  mc(x) приводит к устойчивым решениям бегущего типа, имеющим
скорость распространения u = V, где min   <1.
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Представляет интерес определение установившейся скорости распространения
волн. Исследуем этот вопрос аналогично [22]. Проведем линеаризацию системы (7),
в результате для m(x, t) (либо n(x, t)) получим линейное уравнение типа синус-Гордона

.
2

1
=,=22




 mcmcmVm txxtt (15)

Из его решения






























2

1/2

1
exp),(

Vt
x

V

c
ttxm (16)

определим установившуюся скорость волны

.
21

2=







ct

V
V

dt

dx
u (17)

Таким образом, для системы уравнений (7) при  > 1 произвольные начальные
распределения переменных m(x, 0) и n(x, 0) с течением времени приобретают форму
автомодельных решений mc(x – ut) и nc(x – ut) и перемещаются со скоростью

.
1

2
==


V

uu min (18)

Заметим, что параметр , определяющий условие распространения волн, можно
определить как  =  /i > 1, где  и i – соответственно времена релаксации
суммарной плотности дислокаций и дислокационного заряда к однородному состоя-
нию 0, I = 0. Оценки показывают, что при рассматриваемой кинетике дислокаций
  4 > 1, то есть удовлетворяются условия формирования полосы скольжения ука-
занного типа.
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A theoretical study of the processes of localization of plastic deformation in metals has been carried
out. Within the framework of the system of evolutionary equations for dislocation density, taking
into account the multiplication and annihilation of dislocations, the possibility of a running solution
for the slip strip is established. It is shown that the initial system has two equilibrium states. For the
total dislocation density and dislocation charge normalized to a stationary homogeneous solution
for dislocation density, these are the states (0,0) and (1,0) on the phase plane of the above variables
in dimensionless form. From the analysis of singular points, it follows that the point (0,0) is a
stable node, and the equilibrium state (1,0) is a saddle. In this case, the desired solution of the
initial system of evolutionary equations is a separatrix going from point (0,0) to point (1,0), which
corresponds to solutions in the form of a drop wave for the dislocation density forming the slip
band and a momentum for the dislocation charge. It is shown that the dislocation charge propagates
in the front of the slip band, which moves at a velocity u = kV (V is the drift velocity of dislocations
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research (the topic No 22-22-00749).
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due to external load, the proportionality coefficient k satisfies the condition 0 < k < 1). After
analyzing the existence of self-similar solutions, it follows that non-homogeneous wave solutions
occur only at A = t1/t2 > 1, where t1 and t2 are, respectively, relaxation times of the total dislocation
density and dislocation charge to a homogeneous state. Estimates show that for a given dislocation
kinetics (dislocation generation and annihilation processes) A > 1, i.e. satisfy the conditions for the
formation of a slip strip of a given type. The stability of the obtained wave stat-ionary self-similar
solutions is considered. Assuming that deviations from stationary solutions for the dislocation
density and dislocation charge are limited to a given domain, and considering the deviations small,
we obtain the Sturm – Liouville problem for own functions and eigenvalues with zero boundary
conditions at the boundary of this domain. The appropriate transformation reduces the problem to
an equation of the Schrodinger equation type. It is shown that under certain conditions the spectrum
of the Schrodinger operator is in the left half-plane, i.e. deviations of dislocation density and
dislocation charge decay exponentially over time and the desired stationary solutions are
asymptotically stable. The issue related to the determination of the steady-state velocity of wave
propagation is considered. Linearization of the initial system of equations for dislocation density
and dislocation charge allowed us to obtain a linear sine-Gordon equation, from the solution of
which the steady-state wave velocity is determined. It is shown that for the initial system of the
system of equations for A > 1, arbitrary initial distributions of the desired variables acquire the
form of self-similar solutions over time and move at the lowest possible speed u = 2VA1/2/(1 + A).

Keywords: localization of deformation, Luders bands, slip bands, dislocation density, dislocation
charge, differential and momentum waves.


