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Рассмотрена задача, связанная с эволюцией плотности краевых дислокаций
на основе системы уравнений для дислокационного ансамбля. С учетом того,
что в процессе эволюции дислокационного ансамбля возмущения суммарной
плотности дислокаций невелики, получено уравнение, которому подчиняется
эволюция избыточной плотности дислокаций (дислокационного заряда).
Показано, что в полученном уравнении нелинейное слагаемое, обусловленное
аннигиляцией дислокаций, является определяющим в эволюции дисло-
кационного заряда при условии, что безразмерный параметр R (аналогичный
числу Рейнольдса в вязкой среде) больше единицы. При таких условиях
исходное уравнение допускает автомодельное решение в виде волнового фрон-
та дислокационного заряда I(x, t), бегущего вдоль некоторого направления.
Это решение, однако, физически нестабильно из-за проблемных граничных
условий. Поэтому был проанализирован более реализуемый случай, в котором
исходное эволюционное уравнение для дислокационного заряда сводится к
уравнению Бюргерса. Для этого уравнения при достаточно больших значениях
R было получено асимптотическое решение I(x, t) = x/t в виде треугольной
ударной волны, которая имеет амплитуду I(x0) и ширину фронта dx ~ 1/R на
границе волны x0  (при x > x0 должно выполняться I = 0). Оценки показывают,
что распространение дислокационного заряда приобретает характер ударного
фронта (R >> 1), если существуют внутренние предпосылки для такой эволю-
ции дислокационного заряда, а именно: возникают эффективные условия для
образования достаточного числа скоплений N0 перед различными барьерами
(показано, что R ~ N0). В противном случае динамика дислокационного заряда
приобретает характер диффузионного расплывания.

Ключевые слова: эволюционные уравнения, дислокационный заряд, урав-
нение Бюргерса, ударная волна пластической деформации, скопление дисло-
каций.

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 84, № 4, 2022 г.

* Выполнено в рамках государственного задания ИПФ РАН на проведение фундамен-
тальных научных исследований на 20212023 гг. по теме №0030-2021-0025.



537

Введение

Во многих задачах теории упругости, физического материаловедения требует-
ся исследование динамики дислокационных скоплений [1–7]. Это важно в теории
трещинообразования [8–10] и упрочнения [11, 12], анализе надежности материа-
лов [13]. Учет упругих сил взаимодействия дислокаций в условиях локализованного
скольжения дислокаций приводит, вообще говоря, к сложным интегро-дифферен-
циальным уравнениям для плотности их распределения, допускающим аналити-
ческие решения весьма специального вида [2].

В статье [14] в рамках самосогласованного описания динамики дислокационного
ансамбля показано, что учет дальнодействующих упругих полей от системы дис-
локационных зарядов в динамике ансамбля существенно зависит от того, как про-
текает деформация: локализованно или квазиоднородно. В случае локализованного
скольжения имеет место известный результат: поля внутренних напряжений, вы-
зывающие нестационарный дрейф дислокаций, связаны с дислокационными заря-
дами преобразованием Гильберта. При квазиоднородной деформации упругое
взаимодействие дислокаций приводит к следующим эффектам: для ансамбля винто-
вых дислокаций в системе эволюционных уравнений появляется обусловленное
взаимодействием слагаемое, ответственное за интенсивную релаксацию дислокаци-
онных зарядов. Поэтому временной масштаб, на котором дислокационные заряды
достигают стационарного значения, оказывается существенно меньшим, чем харак-
терное время установления для суммарной плотности дислокаций (которая в этом
случае играет роль параметра порядка). Это обусловливает эффективную диффузи-
онную динамику дислокационного ансамбля для суммарной плотности дислокаций.
Для ансамбля краевых дислокаций ситуация оказалась обратной. Поля внутренних
напряжений от системы краевых дислокаций, расположенных в параллельных пло-
скостях скольжения, сильно интерферируют, поэтому их вклад в напряжение течения
оказывается незначительным. Это приводит к тому, что роль параметра порядка
начинает выполнять избыточная плотность дислокаций [14].

В настоящей статье исследуется динамика системы краевых дислокаций в ус-
ловиях, когда ширина зоны деформации достаточно велика по сравнению с харак-
терными пространственными масштабами ансамбля дислокаций, такими, как радиус
экранирования упругого поля и масштаб неоднородного распределения дислока-
ций [15]. Это позволяет упростить описание динамики дислокаций в зоне скольже-
ния, делая основной акцент на рассмотрение кинетических механизмов [16–18] ди-
намики дислокаций.

1. Дислокационная модель

Исследуем динамику ансамбля краевых дислокаций в некоторой полосе сколь-
жения, имеющей ширину L. Будем полагать, что дислокации движутся в одной плос-
кости, например вдоль оси 0x. Тогда уравнения для плотности дислокаций + и – с
учетом кинетических процессов размножения, аннигиляции и стока имеют вид [14]:
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где  – коэффициент аннигиляции, 0 – источник размножения типа Франка – Рида,
c – коэффициент стока дислокаций. Полагаем, что дислокации с плотностями + и
– перемещаются навстречу друг другу со скоростями V+ = V и V– = –V.

Введем новые переменные  = + + – и I = + – –, которые характеризуют
суммарную и избыточную плотности дислокаций. В этом случае система (1), (2)
принимает вид

),(
2

2= 221
0 I

x

I
V

t










  (3)

.= 1I
x

V
t

I 







(4)

Здесь  = 1/c – время релаксации, имеющее смысл характерного времени установ-
ления квазинейтрального состояния ансамбля дислокаций.

Рассмотрим эволюцию возмущений дислокационного заряда около стационар-
ного состояния
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Считая, что в процессе эволюции дислокационного ансамбля возмущения сум-
марной плотности дислокаций невелики (| – 0 | << 0), находим из (3), (4) урав-
нение, которому подчиняется эволюция избыточной плотности (дислокационного
заряда)
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где )( 0
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0 411/=)(=  T  – характерное время релаксации суммарной
плотности дислокаций к стационарному состоянию, имеющее также смысл харак-
терного времени междислокационного локального взаимодействия. Нетрудно заме-
тить, что здесь T < , при этом в отсутствие стоков (что характерно для начальных
стадий деформации) параметр T/ стремится к нулю (c = 0,  ). Такая иерархия
масштабов T и  для ансамбля краевых дислокаций обусловлена спецификой их уп-
ругого взаимодействия.

Уравнение (6) является волновым уравнением с диссипацией, если пренебречь
последним членом в этом уравнении. Тогда его решение есть затухающий волновой
процесс. Учет нелинейного члена в (6) приводит к стабилизации распространения
дислокационного заряда I(x). Анализ (6) показывает, что нелинейное слагаемое
становится существенным, если параметр R = I0x0/V больше единицы, где I0 – ам-
плитуда дислокационного заряда, x0 – его характерный масштаб. Заметим, что па-
раметр R является аналогичным числу Рейнольдса в вязкой среде [19].

Рассмотрим возможное автомодельное решение уравнения (6). Решение будем
искать в виде I() = I(x – ut). Тогда уравнение (6) приобретает вид
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Здесь  = (1 – u2/V 2),  = V/.
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где C – константа интегрирования.
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С учетом граничных условий
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находим решение уравнения (8):
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Решение (9) представляет собой волновой фронт дислокационного заряда, дви-
жущийся со скоростью u вдоль оси 0x. Это решение, однако, физически вряд ли
стабильно, поскольку обеспечить граничные условия I(  ) = I1, I(  –) = I2

на длительном промежутке времени проблематично. С течением времени будет
происходить выравнивание уровней I1 и I2. Поэтому рассмотрим более реализуемый
случай.

2. Уравнение для ударной волны пластической деформации

Если уровни I1 и I2 близки по модулю, то скорость фронта удовлетворяет условию
u << V и в уравнении (6) можно пренебречь первым слагаемым ./ 22 tI   В этом слу-
чае уравнение (6) переходит в уравнение Бюргерса:
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где .=  tTVt
Это уравнение, широко используемое при анализе ударных волн в гидродина-

мике [20], с помощью замены Коула – Хопфа  /2= xI  сводится к уравнению
диффузии
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решение которого известно [21]. Если в начальный момент времени обозначить
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то решение (12) можно записать в виде [20]
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Далее, обозначая
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Рассмотрим асимптотическое решение (14) на больших временах. Заметим, что
(11) можно представить в виде
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Тогда интегрирование (15) с учетом 0=)(  xI x  дает
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При достаточно больших значениях R интеграл в (14) вычисляется методом пе-
ревала и для I(x, t) в асимптотическом пределе получаем
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которое требует определения границы решения, так как при x > x0 должно выпол-
няться I = 0.

Для определения границы решения подставим (17) в (16), получим выражение
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откуда следует, в частности, для параметра R:
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Полученное асимптотическое решение для дислокационного заряда приведено
на рис. 1. Это решение имеет вид ударной волны с шириной фронта ./ 1

0
 Rxx

Амплитуда волны I(x0) с течением времени медленно уменьшается.

3. Обсуждение результатов

Используем полученные результаты для некоторых качественных оценок эффек-
тов, возникающих в кристаллах. Рассмотрим, например, поликристалл, где образова-
ние начальных скоплений (избыточного заряда) более эффективно, чем в монокрис-
таллах в связи с наличием границ.

Как показал анализ решений уравнения Бюргерса (14), дислокационный заряд
при условии R >> 1 распространяется в форме ударной волны с резким передним
фронтом. Если эффективное число Рейнольдса R меньше единицы, то эволюция
скопления приобретает характер диффузионного расплывания

Рис. 1. Асимптотическое решение уравнения Бюргерса при R >> 1

0 x0 x

x
I (x0)

I
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 с характерным временем ),(/= 2 VlLt gd  в Lg/l  100 раз превышающим время t0 =
= Lg/V, за которое дислокация проходит масштаб размера зерна Lg  30 мкм (при
0  109 см–2 среднее расстояние между дислокациями ).0,3= мкм1/2
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Оценим величину параметра R. Для числа избыточных дислокаций одного знака

в полосе скольжения шириной L имеем
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Экспериментальные наблюдения и теоретические оценки показывают, что число
дислокаций одного знака перед различными барьерами в одной плоскости сколь-
жения составляет N0  20–30 [1], тогда N  N0L/l. Для эффективного числа Рейнольд-
са из (19) и (20) имеем
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Здесь учтено, что ),4(/22 0 VlVh  где 0 – постоянная трения решетки. При
типичных значениях 0 = 0,5 получаем значение R  7–20, то есть много больше
единицы. В этом случае масштаб размера зерна, например Lg  30 мкм, и скопление
избыточной плотности дислокаций пройдет, как следует из (18), за время
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несколько большее, чем t0. Таким образом, средняя скорость такого скопления Vc =
= Lg/tc оказывается порядка или несколько меньшей, чем скорость дислокаций V.

Рассмотрение эволюции дислокационного заряда в рамках уравнения Бюргерса
представляется обоснованным, если выполняется условие Ti >> T, где Ti – харак-
терный временной масштаб изменения переменной I. Его можно определить, учиты-
вая (22), как
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Поскольку T  l/(2V0), то Ti >> T достигается, как следует из (23) и (21), при

.>> R
l

Lg
(24)

С учетом используемых типичных значений величин неравенство (24) выполня-
ется, поскольку предполагается Lg/l  100, R  20.

Таким образом, распространение дислокационного заряда имеет характер удар-
ной волны, если возникают эффективные условия для образования скоплений дисло-
каций (N0 >> 1), причем его «мощность», определяемая числом N, сохраняется.
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A problem related to the evolution of the density of edge dislocations based on a system of equations
for a dislocation ensemble is considered. Considering that during the evolution of the dislocation
ensemble, the perturbations of the total dislocation density are small, an equation is obtained that
obeys the evolution of the excess dislocation density (dislocation charge). It is shown that in the
resulting equation, the nonlinear term due to the annihilation of dislocations is decisive in the
evolution of the dislocation charge, provided that the dimensionless parameter R (similar to the
Reynolds number in a viscous medium) is greater than one. Under these conditions, the original
equation admits a self-similar solution in the form of a wave front of a dislocation charge I(x, t)
running along a certain direction. This solution, however, is physically unstable, due to problematic
boundary conditions. Therefore, a more feasible case was analyzed in which the initial evolutionary
equation for the dislocation charge is reduced to the Burgers equation. For this equation, for
sufficiently large values of R, an asymptotic solution I(x, t) = x/t was obtained in the form of a
triangular shock wave, which has an amplitude I(x, t) and a front width dx ~ 1/R at the boundary
of the wave x0 (for x > x0, I = 0 must be fulfilled). Estimates show that the propagation of the
dislocation charge takes on the character of a shock front (R >> 1) if there are internal prerequisites
for such an evolution of the dislocation charge, namely: effective conditions arise for the formation
of a sufficient number of clusters of N0 in front of various barriers (it is shown that R ~ N0).
Otherwise, the dynamics of the dislocation charge acquires the character of diffusion spreading.

Keywords: evolutionary equations, dislocation charge, Burgers equation, shock wave of plastic
deformation, accumulation of dislocations.

* The work was carried out within the Russian state assignment for fundamental scientific
research (the topic No 0030-2021-0025 for 2021–2023).


