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Построено фундаментальное решение для тонкой упругой анизотропной
неограниченной пластины Кирхгофа на инерционном основании Винклера.
Фундаментальное решение представляет собой функцию нормального переме-
щения двух пространственных координат и времени в ответ на воздействие
единичной сосредоточенной нагрузки, математически описываемой дельта-
функцией Дирака. Рассматриваемая модель анизотропии имеет одну плоскость
симметрии, геометрически совпадающую со срединной плоскостью пластины,
тензор упругих постоянных материала содержит шесть независимых компо-
нентов.

Постановка задачи включает в себя уравнения движения неограниченной
анизотропной пластины в перемещениях, начальные условия и условия на
бесконечности. Решение соответствующей начально-краевой задачи для фун-
даментального решения строится с применением интегральных преобразо-
ваний Лапласа по времени и двумерного интегрального преобразования Фурье
по пространственным координатам. Обратное интегральное преобразование
Лапласа найдено аналитически с учетом предварительного анализа изображе-
ния. Оригинал фундаментального решения по Фурье построен при помощи
численного метода интегрирования быстро осциллирующих функций. С целью
построения решения с заданной точностью параметры алгоритма численного
интегрирования определяются итерационно путем сравнения результатов по
непрерывной норме.

Проведен численный анализ характера распространения упругих волн, а
также исследовано влияние параметров инерционного основания Винклера
на процесс нестационарного деформирования анизотропной пластины. Про-
демонстрирован асимметричный характер нестационарных колебаний плас-
тины, согласующийся с моделью рассматриваемой упругой среды.

Построенное фундаментальное решение позволяет исследовать нестаци-
онарные колебания анизотропной пластины на инерционном основании при
действии произвольных нагрузок при помощи интегрального оператора типа
свертки по пространственным координатам и времени. Кроме того, фундамен-
тальное решение обладает универсальностью по отношению к свойствам ма-
териалов пластины и параметрам основания, а именно: в качестве материала

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 84, № 4, 2022 г.

* Выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №20-19-00217).



524

пластины могут выступать изотропные, трансверсально-изотропные и орто-
тропные материалы. При этом основание может быть безынерционным или
отсутствовать.

Ключевые слова: фундаментальное решение, функция Грина, преобразо-
вания Лапласа и Фурье, анизотропная пластина, инерционное основание, не-
стационарная динамика.

Введение

Тонкие пластины находят широкое применение в различных конструкциях
современной техники. Они используются в авиакосмической, судостроительной,
автомобилестроительной и других отраслях промышленности.  Пластины на упругих
и инерционных основаниях применяются в гражданском и промышленном стро-
ительстве. В большинстве случаев материал таких пластин изотропный или орто-
тропный. Однако развитие аддитивных технологий [1, 2] и технологий изготовления
полимеров с пространственным армированием [3, 4] открывает возможности для
проектирования и использования в технике элементов конструкций из анизотропных
материалов. Такие конструкционные материалы требуют разработки новых ма-
тематических моделей и методов расчетов. Подходы к расчетам анизотропных
пластин на статическую прочность, собственные и вынужденные гармонические
колебания описаны С.Г. Лехницким и Р.А. Адамеску [5–7]. Вопросы нестационарной
динамики изотропных пластин затронуты в [8–10], ортотропных пластин, в том
числе на упругом основании, – в статьях [11–13]. Стационарным и нестационарным
колебаниям анизотропных и многослойных пластин посвящены статьи [14–19].
Исследования стационарного динамического поведения анизотропных пластин на
упругих и инерционных основаниях представлены в публикациях [20–22]. Анализу
свободных и собственных колебаний многослойных пластин на упругих и инерци-
онных основаниях посвящены статьи [23–25]. В целом исследованию нестаци-
онарной динамики изотропных и ортотропных пластин с применением как ана-
литических, так и численных методов посвящено большое количество работ. Что
касается публикаций, посвященных подобным задачам для анизотропных пластин,
то в них преобладают решения, полученные с использованием метода конечных
элементов. Вопросы, связанные с численно-аналитическими исследованиями харак-
тера распространения нестационарных возмущений в анизотропных пластинах на
инерционном основании, являются наименее изученными.

Настоящая статья посвящена построению фундаментального решения для тон-
кой упругой анизотропной неограниченной пластины Кирхгофа на инерционном
основании Винклера. Полученные результаты актуальны, теоретически и практи-
чески значимы, поскольку фундаментальные решения широко используются в не-
стационарных задачах теории упругости, теории пластин и оболочек [26–28].

1. Постановка задачи

В декартовой системе координат Ox1x2x3 исследуется процесс распространения
нестационарных возмущений в тонкой неограниченной пластине Кирхгофа [29] по-
стоянной толщины на инерционном основании Винклера [30] при воздействии на
нее нестационарной нагрузки. В начальный момент времени пластина находится в
невозмущенном состоянии. Плоскость Ox1x2 совпадает со срединной плоскостью
пластины. Материал пластины упругий и анизотропный, с симметрией относительно
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срединной плоскости пластины. Упругие свойства пластины Кирхгофа, срединная
плоскость которой совпадает с единственной плоскостью симметрии материала, ха-
рактеризуются шестью независимыми упругими постоянными материала c11, c12,
c16, c22, c26, c66.

Постановка начальной задачи включает в себя уравнения движения в переме-
щениях и начальные условия [29, 30]:
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В (1) t – время, w – нормальное перемещение,  – плотность материала пластины,
I = h3/12 – момент инерции поперечного сечения, отнесенный к толщине h пластины,
p – нестационарная нагрузка, k – коэффициент жесткости основания, mf – массовый
коэффициент упругого основания.

Цель исследования заключается в построении нового универсального фунда-
ментального решения для тонкой упругой анизотропной неограниченной пластины
Кирхгофа на инерционном основании Винклера. Универсальность фундамен-
тального решения заключается не только в его использовании для построения ре-
шений при произвольных нестационарных нагрузках с помощью интегрального
оператора типа свертки, но и в возможности учета различных случаев анизотропии
материала пластины, в качестве которого могут выступать изотропные, трансвер-
сально-изотропные, ортотропные и анизотропные материалы, а также различных
параметров основания, которое может быть инерционным, упругим или отсут-
ствовать.

2. Фундаментальное решение

Фундаментальное решение [29] (далее функция Грина) представляет собой нор-
мальное перемещение тонкой упругой неограниченной анизотропной пластины
Кирхгофа на инерционном основании Винклера в ответ на воздействие единичной
сосредоточенной нагрузки, математически описываемой дельта-функцией Дирака.
Соответствующая постановка задачи имеет вид:
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В (2) G(x1, x2, t) – функции Грина нормальных перемещений, (t) – дельта-функция
Дирака.

Для решения начальной задачи (2) применим интегральное преобразование Лап-
ласа по времени t и двумерное интегральное преобразование Фурье по координатам
x1, x2:
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Здесь и далее верхний индекс L обозначает интегральное преобразование Лапласа,
а s – параметр интегрального преобразования Лапласа. Верхний индекс F обозначает
интегральное преобразование Фурье, а q1 и q2 – параметры этого преобразования.

Функция Грина в пространстве изображений Лапласа и Фурье примет вид:
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Оригинал функции Грина по Лапласу найден при помощи таблиц операционно-
го исчисления [31]. В зависимости от сочетания констант, входящих в функцию
Q(q1, q2), оригинал соотношения по Лапласу (4) принимает вид:
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С учетом выполнения следующих неравенств для параметров задачи:
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следует, что существует точка M(0, 0), которая является стационарной точкой функ-
ции Q(q1, q2). В свою очередь достаточное условие экстремума приводит к результату:
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Следовательно, в точке M(0, 0) функция Q(q1, q2) может иметь или не иметь локаль-
ный экстремум, что требует дополнительного исследования. Для ответа на этот
вопрос рассмотрим зависимости функции Q(q1, q2) от каждого аргумента отдельно:
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следовательно, с учетом (6), имеем
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 Выполним сечение поверхности  Q(q1, q2) плоскостью, проходящей через точку
M(0, 0) и перпендикулярной координатной плоскости Oq1q2, при помощи замены
q2 = kq1 в соотношении (4):
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ность, а именно, ищем диапазон k, при которых M будет точкой перегиба:
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Для частных случаев симметрии упругой среды (ортотропная или изотропная
пластина, для которых C4 = C5 = 0 согласно (4)) A(k) > 0 при любых k, поскольку в
этом случае степени при k в (9) четные, и, следовательно, M не является точкой пе-
региба, а функция Q(q1, q2) > 0. В случае анизотропного материала для функции A(k)
необходимо удостовериться в отсутствии действительных корней (применив методы
Феррари и Кардано) при заданных упругих постоянных для получения универсаль-
ного решения с точки зрения симметрии упругой среды, для которого функция Грина,
согласно (5), в изображении по Фурье примет вид:
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Обратное интегральное преобразование Фурье соотношения (10) выполнено
численно. Заменив несобственные интегралы обращения определенными:
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и применив для взятия интегралов метод интегрирования быстроосциллирующих
функций [32], получим оригинал функции Грина для неограниченной анизотропной
пластины на инерционном основании Винклера:
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В (12) H – границы интегрирования, N – число шагов интегрирования,  – шаг ин-
тегрирования. Параметры численного интегрирования N и H подбираются итера-
ционно для обеспечения построения решения с заданной точностью по двойному
итерационному циклу с параметрами (номерами итераций) p и l (p = 1, 2, 3, ..., l =
= 1, 2, 3, ...).

Соответствующий алгоритм описан формулами (13), (14). Его работа заключа-
ется в следующем. Для произвольно заданных стартовых значений Hl и 

p
lN  (l, p –

номера итераций, для каждого l = 1, 2, 3, ... перебираются p = 1, 2, 3, ...) прово-
дится анализ функций 

p
lG  и 1p

lG по непрерывной норме до выполнения критерия
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где  – заданное минимальное значение погрешности (заданная точность); 
{(x1, x2, t): t [0, tmax], x1  [a1, a2], x2  [a1, a2]} – пространственно-временная
область, на которой ищется решение. В (13) функция 

p
lG  строится для ,p

lN  а функция
1p

lG –  для N
p

l
p

l NN 1  (N = const – произвольно заданное число).
В результате выполнения критерия (13) для произвольно установленных границ

интегрирования Hl и Hl+1 = Hl +H (H = const – произвольно заданное положительное
число) с заданной точностью  определяется число шагов интегрирования 

1p
lN  и

1
1


p

lN  для функций Грина 
1p

lG и 
1

1


p

lG в двойном итерационном цикле на шаге се с
параметрами p и l. Итерационный процесс повторяется до выполнения критерия:
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в результате чего определяются границы интегрирования Hl+1.
Таким образом, построенный двойной цикл итерационного алгоритма позволяет

решить две задачи: определить границы интегрирования и подобрать шаг интегри-
рования с целью получения решения с наперед заданной точностью.

3. Численное исследование

Исследуем характер функции Грина (11), а также влияние параметров инерцион-
ного основания k и mf. В качестве анизотропного материала пластины рассмотрим
углепластик [33] плотностью 1750 кг/м3 с компонентами тензора упругих постоян-
ных (для которого соотношение (9) не имеет действительных корней):
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Толщину пластины примем равной 5 мм.
На рис. 1 представлено пространственное распределение функции Грина для

анизотропной неограниченной пластины на инерционном основании Винклера при
k = 100 Па/м, mf = 10 кг/м2 в моменты времени 0,06 с (рис. 1а) и 0,12 с (рис. 1б) со-
ответственно, а на рис. 2 – поведение функции Грина во времени в точках M1(1, 0)
(сплошная линия), M2(2, 0) (штриховая линия), M3(3, 0) (пунктирная линия).

Результаты, представленные на рис. 1, демонстрируют асимметричный характер
распространения возмущений в пластине, что согласуется с рассматриваемой ани-
зотропной моделью материала. Зависимости, представленные на рис. 2, иллюстри-
руют нестационарный характер распространения возмущений.

На рис. 3 показано поведение во времени функции Грина в точке x1 = x2 = 0 в
зависимости от коэффициента жесткости основания k в случае безынерционного
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Рис. 2. Поведение функции Грина во времени в точках M1, M2 и M3
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Рис. 1. Пространственное распределение функции Грина
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основания mf = 0 (сплошная линия – k = 0, штриховая линия – k = 100 Па/м, пунктирная
линия – k = 200 Па/м, штрихпунктирная линия – k =  300 Па/м).

Из рис. 3 видно, что в случае отсутствия основания Винклера (k = 0, сплошная
линия) с течением времени функция Грина практически не изменяется, что согла-
суется с аналитическим решением для неограниченной изотропной пластины Кирх-
гофа [29]. При учете наличия упругого основания Винклера (k > 0) амплитуда
функции Грина во времени уменьшается. При этом с ростом коэффициента k растет
и интенсивность уменьшения амплитуды.

Рисунок 4 иллюстрирует поведение во времени функции Грина в точке x1 = x2 =
= 0 в зависимости от массового коэффициента упругого основания mf при фиксиро-
ванном коэффициенте жесткости основания k = 300 Па/м (сплошная линия – mf =
= 0, штриховая линия – mf = 10 кг/м2, пунктирная линия – mf = 20 кг/м2, штрих-
пунктирная линия – mf = 30 кг/м2).

Из рис. 4 видно, что с ростом массового коэффициента упругого основания mf

снижается начальная амплитуда функции Грина с дальнейшим затуханием с течением
времени. При этом с ростом массового коэффициента упругого основания mf интен-
сивность падения амплитуды замедляется.

Реализация алгоритмов и построение приведенных рисунков выполнено при
помощи языка программирования Python.

Рис. 3. Поведение во времени функции Грина в точке x1 = x2 = 0
в зависимости от коэффициента жесткости основания
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Рис. 4. Поведение во времени функции Грина в точке x1 = x2 = 0
в зависимости от массового коэффициента упругого основания
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Заключение

Построено новое численно-аналитическое решение динамической задачи теории
упругости для неограниченной тонкой упругой анизотропной пластины Кирхгофа на
инерционном основании Винклера с применением интегральных преобразований и
численного метода интегрирования быстроосциллирующих функций. Выполнено
исследование построенного фундаментального решения. Проведен анализ влияния
параметров инерционного основания. Дана оценка характера распространения
нестационарных возмущений.

Теоретическая значимость построенного фундаментального решения заключается
в том, что оно может быть использовано для решения широкого круга нестационарных
задач теории анизотропных пластин, в том числе нестационарных контактных и
обратных задач. Также найденное решение можно положить в основу построения
интегральных уравнений метода граничных элементов или метода компенсирующих
нагрузок. С практической точки зрения полученные результаты могут быть востре-
бованы для проведения расчетов нестационарного напряженно-деформированного
состояния анизотропных пластин.
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The work is devoted to the construction of a new fundamental solution for a thin elastic anisotropic
unbounded Kirchhoff plate on an inertial Winkler foundation. The fundamental solution is a function
of the normal movement of two spatial coordinates and time in response to the impact of a single
concentrated load, mathematically modeled by the Dirac delta function. The anisotropy model
considered in this article has one plane of symmetry that geometrically coincides with the median
plane of the plate and is characterized for the Kirchhoff plate model by six independent components
of the tensor of elastic constants of the material. The problem statement includes the equations of
motion of an anisotropic plate in displacements and initial conditions. The solution of the
corresponding initial problem for the fundamental solution is constructed using integral Laplace
transformations in time and two-dimensional integral Fourier transform in spatial coordinates. The
inverse integral Laplace transform is found analytically with a preliminary analysis of the invertible
function. The original fundamental Fourier solution is constructed using the numerical method of
integrating rapidly oscillating functions. The parameters of numerical integration are calculated
with a given accuracy when analyzing the quality of the desired functions by a continuous norm.
For the constructed new fundamental solution, a numerical analysis of the nature of the propagation
of nonstationary disturbances is carried out, and the influence of the parameters of the inertial
Winkler foundation on the behavior of the normal deflection of an anisotropic plate in time at the
point of action of the delta function is investigated. The asymmetric nature of unsteady plate
oscillations consistent with the model of the elastic medium under consideration is demonstrated.
The constructed fundamental solution makes it possible to investigate the nonstationary normal
deflection of an anisotropic plate on an inertial basis under the action of arbitrary loads using an
integral operator of the convolution type in spatial coordinates and time. In addition, the fundamental
solution has versatility with respect to the properties of the plate materials and the parameters of
the foundation, namely: isotropic, transversally isotropic and orthotropic materials can act as the
plate material. In this case, the foundation may be inertialess or absent altogether.

Keywords: fundamental solution, Green’s function, anisotropic plate, inertial foundation, unsteady
dynamics.
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