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Исследуется однократное взаимодействие волны, распространяющейся в
неоднородной пластине в форме бесконечной полосы, с одномерным распре-
деленным механическим объектом, под которым понимается лежащий на
вязкоупругом основании стержень, совершающий изгибные и крутильные ко-
лебания. Считается, что пластина имеет разные параметры слева и справа от
стержня. Физически и математически корректные условия на границе соедине-
ния пластины со стержнем получены как следствие постановок контактных
задач динамики двумерных упругих систем с одномерными нагрузками, исходя
из вариационного принципа Гамильтона – Остроградского. Определены
частоты и волновые числа вторичных (отраженных и прошедших) волн, а также
критическая частота, ниже которой волна в пластине не распространяется. На
основе решения задачи кинематики из системы линейных алгебраических
уравнений, получающейся из граничных условий, найдены коэффициенты
отражения и прохождения изгибных волн. Зависимости этих коэффициентов
от частоты падающей волны имеют резонансный характер. Приводятся рас-
четные графики коэффициента прохождения от частоты падающей волны при
различных параметрах стержня. Определены условия самоизоляции и безотра-
жательного прохождения волны через препятствие. Установлено, что частота
максимума виброизоляции располагается выше частот, при которых происходит
полное прохождение волн через препятствие. Получено выражение для силы,
обусловленной давлением изгибных волн на одномерный объект. Вычислена
ее постоянная составляющая, которая обращается в нуль (для однородной плас-
тины) при отсутствии отраженных от препятствия волн. Показано, что в вырож-
денных случаях полученные результаты совпадают с проведенными ранее ис-
следованиями других авторов.
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Введение

Известно, что если распределенная система состоит из участков, которые отли-
чаются друг от друга инерционно-жесткостными параметрами, то в местах их соеди-
нения происходит отражение энергии упругих колебаний [1–10]. Для одномерных
систем было показано [11–14], что введение в местах соединения звеньев без-
отражательных согласующих устройств позволяет достигнуть полной передачи пото-
ка энергии вибраций в режиме бегущей волны и исключает возникновение резонан-
сов в системе. Этот подход, основанный на устранении отраженных волн, применя-
ется ниже для двумерных упругих систем.

1. Математическая модель

Рассмотрим изгибные колебания неоднородной пластины в форме полосы ши-
риной 0  y  b0 с расположенным на ней одномерным распределенным объектом, в
качестве которого используется упругий стержень (рис. 1).

Для лагранжиана простейшей модели изгибных колебаний пластины, основан-
ной на гипотезах Кирхгофа – Лява, имеем выражение [15]:
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Здесь j – плотность материала пластины, ][ )( 23 112/ jjjj hED   – цилиндрическая
жесткость, Ej – модуль Юнга, hj – толщина пластины, j – коэффициент Пуассона,
ju(x, y, t) – поперечное смещение пластины слева j = 1 и справа j = 2 от объекта.
Индексами x, y и t обозначены частные производные функции, описывающей по-
перечное смещение, по пространственным координатам x, y и времени t.

Стержень совершает изгибные и крутильные колебания, плотность его функции
Лагранжа имеет вид
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где 0, F0 – плотность материала и площадь поперечного сечения стержня; I0 и Ix –
полярный момент инерции и момент инерции поперечного сечения стержня отно-
сительно оси х; E0 – модуль Юнга; G0 и 0 – модуль сдвига и коэффициент, характери-
зующий жесткость «постели» [16]; u0(y, t), (y, t) – поперечное смещение и угол
поворота сечения стержня (нижними индексами у этих функций обозначены
соответствующие частные производные).

Рис. 1. Пластина (полоса) с расположенным на ней одномерным объектом

y

x = 0                              x
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Следует отметить, что на практике, как правило, важно учитывать диссипацию.
Однако при постановке вариационной задачи это сопряжено с некоторыми трудно-
стями. Поэтому, как это обычно делается, плотности внешних обобщенных сил qi,
носящих непотенциальный характер, будут добавлены к уравнениям и граничным
условиям.

На основе формализма Лагранжа [13, 16] из (1) и (2) получим, что изгибные ко-
лебания пластины описываются решением уравнения
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 (3)

удовлетворяющим на границе x = 0 условиям непрерывности пластины и отсутствия
у нее изломов:
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а также уравнениям баланса изгибающих моментов и поперечных сил:
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(M  и N – соответственно погонные изгибающие моменты и погонные поперечные
силы, действующие на стержень со стороны пластины;  – коэффициент вязких по-
терь). Заметим, что в пренебрежении коэффициентами  и  эти условия анало-
гичны граничным условиям, полученным в статьях [17, 18] из других соображений,
для ребер жесткости на пластине.

На стержень действует сила
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обусловленная давлением волн со стороны пластины. Линейная плотность силы
давления волн определяется выражением [13, 16]:
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Добавляя краевые условия на границах 0  y  b0, –x1  x  x1 пластины и
начальные условия, удовлетворяющие условиям согласования с граничными [13],
получим полную постановку начально-краевой задачи.

В случаях, например, шарнирного опирания или свободной заделки условия на
краях y = 0, y = b0 имеют вид:



514

.0),,()2(),,(),0,()2(),0,(

,0),,(),0,(

0),,(),,(),0,(),0,(

,0),,(),0,(

00

0

00

0

или









tbxutbxutxutxu

tbxutxu

tbxutbxutxutxu

tbxutxu

xxy
j

jyyy
j

xxy
j

jyyy
j

y
j

y
j

xx
j

jyy
j

xx
j

jyy
j

jj

(7)

2. Однократное взаимодействие двумерной изгибной волны
с одномерной нагрузкой

Будем полагать, что внешние силы qi отсутствуют, а параметры пластины и на-
грузки постоянны. Произвольную падающую волну можно представить как супер-
позицию волн вида

,exp),,( }{ )( 00000 ykxktiAtyxu yx  (8)

где ,)(, 1111
2
0

2
010 )( hDkk yx  00 /bnk y   и n – целое число, и без огра-

ничения общности рассмотреть взаимодействие одной такой волны с объектом.
В результате взаимодействия падающей волны (8) с объектом в двумерной си-

стеме возникают вторичные (отраженные и прошедшие) волны вида

)},(exp{),,( kr tiAtyxu (9)

где амплитуда A, частота  и компоненты волнового вектора k = (kx, ky) – комп-
лексные постоянные величины, r = (x, y) – радиус-вектор. Кинематические харак-
теристики , k этих волн определяются из системы уравнений
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Первое из уравнений системы является дисперсионным соотношением, следующим
из уравнения колебаний пластины Кирхгофа (3), второе определяет равенство фаз
волн на границе x = 0. Кинематическое уравнение (12) получается из условий на
краях пластины y = 0, y = b0 в случаях (7).

Решая систему (10)–(12) с учетом ограниченности решений на бесконечном
удалении от границы и условий излучения вторичных волн (вторичные волны долж-
ны отводить энергию от границы x = 0), находим волновые числа и частоты отра-
женной
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волн и экспоненциально спадающих приграничных осцилляций
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Таким образом, на основе решения задачи кинематики однократного взаимодей-
ствия гармонической волны с объектом поперечные смещения пластины предста-
вимы в виде

 )(exp)(exp),,( 01110000
1 ykxktiAykxktiAtyxu yxyx

,0)(exp областив0222  xykxktiA yx (13)

,0expexp),,( областив)()( 04440333
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а объекта – в форме )(exp),(),(exp),( 0000
0 yktityyktiUtyu yy   (где

частота  также определяется из решения задачи кинематики, то есть  = 0). По-

скольку ,// 2
0100 )( bnk x   то видно, что для любой нормальной волны, кро-

ме нулевой, существует критическая частота ,)/ 2
01кр0 ( bn  ниже которой волна

от источника не будет распространяться по пластине.
Для амплитуд (13) бегущих волн A1, A3 и осцилляций A2, A4 из условий непре-

рывности и уравнений баланса изгибающих моментов и поперечных сил (4)–(6)
получим систему алгебраических уравнений
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Решение этой системы дает выражения для коэффициентов отражения R и про-
хождения T по амплитуде бегущих волн (два других коэффициента для неоднородных
по амплитуде волн здесь не приводятся):
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Заметим, что из полученных формул следуют результаты, представленные в
статье [19], если пренебречь распределенным объектом. Если к тому же цилиндри-
ческую жесткость правой пластины, в которую преломляется изгибная волна, при-
нять бесконечной или равной нулю, то соответствующие коэффициенты отражения
будут такими же, как в статье [20].

Анализ решений системы (14) показывает, что на границе x = 0 не возникает
отраженной волны и осцилляции (A1 = A2 = 0), если выполняются условия

,0)( 2
01302

2
01122  xxxy kDkkDkDD

,0
~

)( 2
000

2
0004032 )(  yxxxx kIGIkkkkD

,0
~

)( 2
000

4
0043302  FkIEkkkkD yxxxxx

(15)

0
~~

)2()2( 3
01

2
43

2
40

2
302

2
001122 )()(  xxxxxxxyx kDkkkkkkDkkDD

.
~ )( 44здесь xx ikk 

О том, что волны оказывают давление на тела, препятствующие их свободному
распространению, известно со времен Л. Эйлера (1746 г.). В ХХ веке для одномерных
и двумерных упругих систем с движущимися нагрузками и закреплениями было
получено выражение для силы давления волн через лагранжиан упругой системы
[13, 16]. Приведенное выше выражение для плотности силы волнового давления Fj

совпадает с выражением, полученным в [16], если остановить движущийся объект.
Для данной ситуации определим постоянную составляющую силы Fpr, обуслов-

ленную давлением волн, которую обозначим через .prF  На основе (13), (14) с учетомм
выполнения условий (15) из выражения для Fpr (после усреднения за время 2 /)
получим
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3. Частные случаи

Пусть свойства пластины одинаковы слева и справа от объекта: Dj = D, j = ,
j = , j =  Тогда:

а) если для простоты положить, что  = 0, а изгибная волна не вызывает поворота
поперечного сечения, то из (15) следует, что падающая волна проходит через
закрепление без отражения при совпадении ее частоты с собственной частотой
колебаний объекта

.)/()( 000
4
000 FkIE yx 

Отметим, что при выполнении этих условий амплитуда A4 неоднородной волны
также минимальна (A4 = 0) и сила давления волн будет равна нулю;

б) при учете поворота поперечного сечения стержня существуют две частоты
«полного прохождения», что обусловлено сдвиговым и изгибным резонансами
препятствия.

Падающая волна с частотой
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проходит через закрепление, совершающее изгибные и крутильные колебания, без
отражения, если пластина имеет ширину
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в частности, в пренебрежении коэффициентом упругости основания объекта, когда
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Пусть, как и в первом случае, 1 = 2, но при этом D1  D2, 1  2, 1  2.
Учитывая только диссипативные свойства объекта   0, получим, что отраженная
волна и приграничные осцилляции не возникают, если коэффициент диссипативных
потерь
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Если пренебречь распределенным одномерным объектом, то из условий (15)
видно, что в случае нормального падения (k0y = 0) равенство нулю амплитуд A1, A2

возможно только при равенстве цилиндрических жесткостей D1, D2 обеих пластин
и волновых чисел (k0x = k3x) падающей k0x и прошедшей k3x волн. Эти два условия

сводятся к следующим условиям: c1h1 = c2h2, 1h1 = 2h2 (где )( 2/ jjjjj Ec 
– скорость продольных волн в j-й ( j = 1, 2) пластине), которые, как уже отмечалось
выше, совпадают с формулами, впервые полученными в [19].

4. Виброизолирующий эффект одномерного объекта,
расположенного на пластине

Определяя величину виброизоляции ВИ в децибелах [2, 18, 21–25], которая часто
используется при практических расчетах, будем иметь:
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где введены безразмерные переменные
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На рис. 2, 3 изображены зависимости ВИ от частоты падающей волны. Расчет
проведен для стальной пластины толщиной 10 мм и шириной 500 мм при следующих
параметрах стержня: E0 = 21011 Па, G0 = 81010 Па, ,02,0  0 = 7800 кг/м3, 0 =
=104 кН/м2. На этих рисунках обозначено: кривая 1 – для ;0,0 *   кривая 2 –
для ;0,0 *   кривая 3 – для ;0,0 *   кривая 4 – для .0,0 * 

Учет поворота поперечного сечения стержня, как было уже отмечено ранее,
приводит к существованию двух частот полного прохождения (см. рис. 3), значение
которых увеличивается (см. рис. 2, 3) при учете коэффициента «постели» препят-
ствия. Наличие диссипативных потерь в основании стержня приводит к отсутствию
отраженной волны, но не исключает экспоненциально спадающих при удалении от

Рис. 2. Частотная зависимость ВИ
при отсутствии поворота поперечного сечения стержня  (J–0 

= 0)

Рис. 3. Частотная зависимость ВИ
стержнясеченияповоротаналичиипри (J–0 

 0)
для низкочастотного (а) и высокочастотного (б) диапазонов
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границы осцилляций, то есть в этом случае не наблюдается эффект «полного прохож-
дения» (см. рис. 2, 3).

Из рис. 3 видно, что частота максимума виброизоляции располагается выше
частот, при которых происходит полное прохождение волн через препятствие.
Заметим, что для данной задачи отсутствует явление, когда препятствие полностью
не пропускает волны, то есть амплитуды A3, A4 однородной и неоднородной волн
одновременно обращаются в ноль.

Заключение

Приведенные результаты наглядно показывают применимость полученных формул
к решению задачи о виброизолирующих свойствах препятствия, выполненного в виде
стержня на вязкоупругом основании, совершающего изгибные и крутильные коле-
бания.
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INTERACTION OF BENDING WAVES PROPAGATING
IN AN INHOMOGENEOUS PLATE WITH AN OBSTACLE,
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A single interaction of a wave propagating in an inhomogeneous plate in the form of an infinite
strip with a one-dimensional distributed mechanical object is considered. A distributed object is
understood as a rod lying on a viscoelastic foundation that performs bending and torsional vibrations.
It is considered that the plate has different parameters to the left and to the right of the rod. Physically
and mathematically correct conditions at the interface between a plate and a rod are obtained as a
consequence of the formulation of contact problems of the dynamics of two-dimensional elastic
systems with one-dimensional loads, based on the variational principle of Hamilton – Ostrogradsky.
The frequencies and wave numbers of the secondary (reflected and transmitted) waves, as well as
the critical frequency, below which the wave does not propagate in the plate, are determined.
Based on the solution of the kinematics problem from a system of linear algebraic equations obtained
from the boundary conditions, the coefficients of reflection and transmission of bending waves are
found. These coefficients resonantly depend on the frequency of the incident wave. Calculated
graphs of the transmission coefficient versus the frequency of the incident wave are given for
various parameters of the rod. The conditions for self-isolation and reflectionless passage of a
wave through an obstacle are determined. It has been established that the frequency of the maximum
vibration isolation is located above the frequencies at which the waves completely pass through
the obstacle. An expression is obtained for the force due to the pressure of bending waves on a one-
dimensional object. Its constant component is calculated, which vanishes (for a homogeneous
plate) in the absence of waves reflected from the obstacle. It is shown that in degenerate cases the
results obtained coincide with previous studies by other authors.

Keywords: plate, bending waves, reflection and transmission coefficients, vibration isolation.
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