
493

УДК 539.374 DOI: 10.32326/1814-9146-2022-84-4-493-510

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ТЕОРИЙ ПЛАСТИЧНОСТИ
ПРИ СЛОЖНОМ НАГРУЖЕНИИ

© 2022 г. Бондарь В.С., Абашев Д.Р., Фомин Д.Ю.

Московский политехнический университет, Москва, Российская Федерация

tm@mospolytech.ru

Поступила в редакцию 11.03.2022

Рассматриваются варианты теорий пластического течения при комбиниро-
ванном упрочнении, широко применяемые в практических расчетах конструк-
ций. Проводится сравнительный анализ вариантов теорий при сложном на-
гружении по плоским и пространственным траекториям деформаций, охва-
тывающий широкий спектр траекторий от многозвенных ломаных до криво-
линейных траекторий переменной кривизны и кручения. Рассматриваются
траектории от средней до большой кривизны и кручения. Анализ результатов
исследований проводится в векторном пространстве А.А. Ильюшина. Ис-
следуются плоские траектории деформаций в виде квадрата и криволинейной
траектории переменной кривизны в виде астроиды, а также пространственная
траектория деформаций переменной кривизны и кручения в виде винтовой
линии. Результаты расчетов сопоставляются с результатами экспериментальных
исследований по ответным траекториям напряжений, скалярным и векторным
свойствам. Рассматриваются варианты теорий: модель изотропного упроч-
нения; модель Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова (линейное
кинематическое упрочнение + изотропное упрочнение); модель, аналогичная
модели Оно – Ванга; модель Армстронга – Фредерика – Кадашевича; модель
Шабоша с тремя эволюционными уравнениями Армстронга – Фредерика –
Кадашевича; модель Темиса, построенная на основе инвариантной теории
пластичности; модель Бондаря с трехчленной структурой эволюционного
уравнения для кинематического упрочнения. Приводятся материальные пара-
метры (функции), замыкающие варианты теорий пластичности. Удовлетвори-
тельное соответствие эксперименту по всем траекториям деформаций до-
стигается при расчетах на основе моделей Шабоша и Бондаря – отличие ре-
зультатов расчетов и экспериментов не превышает 30% при лучшем соот-
ветствии эксперименту модели Бондаря. Следует отметить, что модель плас-
тичности Бондаря замыкается тремя параметрами анизотропного упрочнения
и одной функцией изотропного упрочнения, а модель Шабоша  –  шестью па-
раметрами и одной функцией.

Ключевые слова: варианты теорий пластического течения, комбиниро-
ванное упрочнение, сложное нагружение, плоские и пространственные тра-
ектории деформаций, траектории напряжений, скалярные и векторные свой-
ства.
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Введение

Развитие теории пластичности и разработка определяющих уравнений описа-
ния процессов сложного нагружения идет по следующим основным направлениям.
К первому направлению относятся различные варианты теории упругопластических
процессов [1–5], базирующиеся на общей математической теории пластичности
А.А. Ильюшина [2]. Ко второму направлению относятся различные варианты теории
пластического течения при комбинированном упрочнении [6–19], базирующиеся
на концепции микронапряжений, выдвинутой В.В. Новожиловым [9]. К третьему
направлению можно отнести класс многоуровневых моделей неупругости, применя-
емых в последнее десятилетие.

В практических расчетах конструкций широкое применение в настоящее время
нашли варианты теории пластического течения при комбинированном упрочнении.
Они имеют обобщение на неизотермические процессы нагружения, а также на про-
цессы накопления повреждений, то есть позволяют определять ресурс.

Практически ни в одной публикации, предлагающей вариант теории, не приво-
дится сравнение с уже имеющимися вариантами и не определяются преимущества
того или иного варианта. В настоящей статье предлагается сравнительный анализ
различных вариантов теории пластического течения при комбинированном упроч-
нении, наиболее применяемых в программных комплексах расчета конструкций. Рас-
сматриваются процессы сложного нагружения по плоским и пространственным
траекториям деформаций, охватывающие широкий спектр траекторий от много-
звенных ломаных до криволинейных траекторий переменной кривизны и кручения.
Анализ результатов исследований проводится в векторном пространстве А.А. Илью-
шина [2].

Рассматриваются варианты теории: модель изотропного упрочнения, модель
Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова [6–8] (линейное кинематическое
упрочнение + изотропное упрочнение); модель Оно – Ванга [17, 18]; модель Арм-
стронга – Фредерика – Кадашевича [10]; модель Шабоша [13, 14] с тремя эволюцион-
ными уравнениями Армстронга – Фредерика – Кадашевича; модель Темиса [19],
построенная на основе инвариантной теории пластичности [16]; модель Бондаря
[15] с трехчленной структурой эволюционного уравнения для кинематического уп-
рочнения.

В [11, 12] учениками Ю.Г. Коротких рассмотрена развитая модель Коротких и
показана ее работоспособность для процессов сложного нагружения, поэтому эта
модель в настоящей статье не рассматривается.

Получены и приводятся материальные параметры (функции), замыкающие каж-
дый вариант теории пластичности. Исследования процессов сложного нагружения
проводятся по плоским траекториям деформаций в виде квадрата и траектории пе-
ременной кривизны в виде астроиды, а также по пространственной траектории
деформаций переменной кривизны и кручения в виде винтовой линии. Результаты
расчетов сопоставляются с результатами экспериментальных исследований [3, 4]
Тверской научной школы под руководством В.Г. Зубчанинова и с результатами экс-
периментальных исследований под руководством Р.А. Васина [20]. Сопоставление
результатов расчетов по различным вариантам теории и экспериментов проводится
по ответным траекториям напряжений, скалярным и векторным свойствам.
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1. Варианты теории пластичности

Рассматриваются конструкционные стали и сплавы, однородные и начально изо-
тропные. В процессе упругопластического деформирования в материале может воз-
никать только пластическая деформационная анизотропия. Исследуются случаи
малых деформаций при температурах, когда нет фазовых превращений, и скоростях
деформаций, когда динамическими и реологическими эффектами можно пренебречь.

Рассматриваются наиболее применяемые в практических расчетах варианты
теории пластического течения при изотропном, кинематическом (анизотропном) и
комбинированном (изотропном и кинематическом) упрочнениях. Здесь и далее ком-
поненты тензоров записываются в базисе декартовой ортогональной лабораторной
системы координат.

Для всех вариантов теорий тензор скоростей деформации ij  представляется в
виде суммы тензоров скоростей упругой e

ij  и пластической p
ij деформаций:

.p
ij

e
ijij   (1)

Упругие деформации при изменении напряжений следуют обобщенному закону Гука:

,3
1 ][ )( 0 ijijij

e
ij E

  (2)

где E,  – соответственно модуль Юнга и коэффициент Пуассона; ij – тензор напря-
жений; 0 = ii/3 – среднее напряжение.

Для всех рассматриваемых вариантов теорий принимается поверхность нагру-
жения, разделяющая области упругого и упругопластического состояний. Поверх-
ность нагружения изотропно расширяется или сужается и смещается в процессе на-
гружения. Уравнение поверхности нагружения принимается в виде:

.0
2

3 2)()()(  pijijijijij Casasf (3)

Здесь ijijij ass   – девиатор активных напряжений [8]; sij – девиатор напряжений;
aij – девиатор микронапряжений (добавочных напряжений, остаточных микронапря-
жений [9]), который характеризует смещение поверхности нагружения, то есть на-
правленное (анизотропное) упрочнение. Скаляр ),( p

upC   зависящий от накопленной
пластической деформации, отвечает размеру (радиусу) поверхности нагружения и
характеризует изотропное упрочнение.

Для определения скоростей пластической деформации используется ассоцииро-
ванный с (3) градиентальный закон течения
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Здесь 
2/1)( 2/3   ijiju ss – интенсивность активных напряжений; 

2/1)( 3/2 p
ij

p
ij

p
u    –

скорость накопленной пластической деформации.
Для всех рассматриваемых вариантов теории изотропное упрочнение определя-

ется зависимостью радиуса поверхности нагружения от накопленной пластической
деформации (длины дуги траектории пластической деформации):

.)( p
upp CC  (5)
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Следует отметить, что для каждого варианта зависимость (5) определяется соответ-
ствующей варианту функцией.

Рассматриваемые варианты отличаются только эволюционными уравнениями
для смещения центра поверхности нагружения. Ниже приводятся эволюционные
уравнения для каждого варианта и соответствующие материальные функции кон-
струкционных сталей 45, 9Х2 и 40Х16Н9Г2С, на образцах из которых проводились
испытания на сложное нагружение. Материальные функции определяются на основе
результатов экспериментальных исследований при одноосном растяжении, растяже-
нии после предварительного сжатия (для получения этой кривой может быть исполь-
зован принцип Мазинга), а также при одноосном растяжении-сжатии. Во всех
указанных вариантах теорий функции изотропного упрочнения задаются в таблич-
ном виде.

Модель изотропного упрочнения
Для модели изотропного упрочнения

.0ija (6)

Замыкающие материальные параметры (функции): .,, )( p
upCE 

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в таб-
лице 1; E = 2.105 МПа,  = 0,3.

Таблица 1
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,00016 0,00061 0,0011 0,0021 0,0048 0,0071 0,01 0,1

Cp, МПа 62 144 204 228 256 295 335 350 800

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 2;
E = 2,3.105 МПа,  = 0,3.

Таблица 2
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,00025 0,00075 0,0015 0,002 0,0055 0,0079 0,01 0,1

Cp, МПа 209 240 270 300 310 370 395 440 940

Модель Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова [6–8]

.
3

2 p
ijij ga  (7)

Замыкающие материальные параметры (функции): .,,, )( p
upCgE 

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в таб-
лице 3; E = 2.105 МПа,  = 0,3, g = 3350 МПа.

Таблица 3
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,00023 0,0004 0,0008 0,0025 0,008 0,01 0,024 0,086

Cp, МПа 63 151 173 208 247 287 297 324 414

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 4;
E = 2,3.105 МПа,  = 0,3, g = 5000 МПа.

Таблица 4
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0013 0,0026 0,0055 0,0084 0,018 0,21

Cp, МПа 209 241 263 282 299 345 357 408 468
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Материальная функция стали 45 приведена в таблице 5; E = 2,1.105 МПа,  =
= 0,3, g = 6670 МПа.

Таблица 5
Функция изотропного упрочнения Ст. 45

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0026 0,0055 0,018 0,027 0,047 0,1

Cp, МПа 287 324 341 365 374 405 416 425 432

Модель Оно – Ванга [17, 18]
Для модели Оно – Ванга

,
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2
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Замыкающие материальные параметры (функции): ,,...,,,,, )()()1()1( M
a

M
aE 

.)( p
upC   В расчетах принимается M = 10.

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в таб-
лице 6;

,3,0МПa,102 5 E
,1400,2000,3400,10000 )4()3()2()1( 

,90,161,2801,450,700,1050 )10()9()8()7()6()5( 
МПa,15МПa,9МПa,5,7МПa,5МПa,5,1 )5()4()3()2()1(  aaaaa

МПa.41МПa,5,11МПa,29МПa,5,33МПa,26 )10()9()8()7()6(  aaaaa

Таблица 6
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,0002 0,0004 0,0008 0,0025 0,008 0,01 0,024 0,086

Cp, МПа 62 125 131 137 124 147 157 224 534

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 7;
,30МПa,103,2 5 ,E 

,499,666,985,1811,8870 )5()4()3()2()1( 
,82,114,142,240,358 )10()9()8()7()6( 

  МПa,19МПa,15МПa,12МПa,8МПa,2,1 )5()4()3()2()1(  aaaaa

МПa.87МПa,8МПa,24МПa,36МПa,28 )10()9()8()7()6(  aaaaa

Таблица 7
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0013 0,0026 0,0055 0,0084 0,018 0,21

Cp, МПа 209 229 233 232 211 187 188 255 1120

Модель Армстронга – Фредерика – Кадашевича [10]
Для этой модели

.
3

2 p
uija

p
ijij agga   (10)

Замыкающие материальные параметры (функции): E, , g, ga, .)( p
upC 

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в
таблице 8; E = 2.105 МПа,  = 0,3, g = 38250 МПа, ga = –300.
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Таблица 8
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,0002 0,0004 0,0008 0,0025 0,008 0,01 0,024 0,086

Cp, МПа 64 143 160 185 190 201 213 281 586

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 9;
E = 2,3.105 МПа,  = 0,3, g = 33750 МПа, g

a
 = –250.

Таблица 9
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0013 0,0026 0,0055 0,0084 0,018 0,21

Cp, МПа 209 235 239 252 253 261 305 356 1300

Модель Шабоша [13, 14]

Для модели Шабоша

.,
3

2

1

)()()()()( 


 
M

m

m
ijij

p
u

m
ij

m
a

p
ij

mm
ij aaagga  (11)

Используется модель, состоящая из трех эволюционных уравнений, то есть
M = 3. Замыкающие материальные параметры (функции): ,g,g,g,g,E, a

)1()3()2()1(
.)()3()2( p

upaa εC,g,g 

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в таб-
лице 10; E = 2.105 МПа,  = 0,3, g(1) = 16150 МПа, g

a
(1) = –147, g(2) = 126300 МПа,

g
a
(2) = –1570, g(3) = 768650 МПа, g

a
(3) = –14730.

Таблица 10
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,0002 0,0004 0,0008 0,0025 0,008 0,01 0,024 0,086

Cp, МПа 91 91,5 92 93 95 112 122 166 477

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 11;
E = 2,3.105 МПа,  = 0,3, g(1) = 9200 МПа, g

a
(1) = –10, g(2) = 63960 МПа, g

a
(2) = –1000,

g(3) = 14130 МПа, g
a
(3) = –100000.

Таблица 11
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0013 0,0026 0,0055 0,0084 0,018 0,21

Cp, МПа 209 228 227 237 240 259 285 266 301

Материальная функция стали 45 приведена в таблице 12; E = 2,1.105 МПа,  =
= 0,3, g(1) = 7070 МПа, g(2) = 5991 МПа, g(3) = 160375 МПа, g

a
(1) = –0,37, g

a
(2) = –91,

g
a
(3) = –2622.

Таблица 12
Функция изотропного упрочнения Ст. 45

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0026 0,0055 0,018 0,027 0,047 0,1

Cp, МПа 287 289 289 289 286 286 289 288 288

Модель Бондаря [15]

Для модели Бондаря
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Замыкающие материальные параметры (функции): E, , Ea, a, , .)( p
upC 

Материальная функция конструкционной стали 40Х16Н9Г2С приведена в таб-
лице 13; E = 2.105 МПа,  = 0,3, Ea = 3550 МПа, a = 140 МПа,  = 445.

Таблица 13
Функция изотропного упрочнения Ст. 40Х16Н9Г2С

p
u* 0 0,0002 0,0004 0,0008 0,0025 0,008 0,01 0,024 0,086

Cp, МПа 64 137 150 166 153 151 159 190 274

Материальная функция конструкционной стали 9Х2 приведена в таблице 14;
E = 2,3.105 МПа,  = 0,3, Ea = 4770 МПа, a = 160 МПа,  = 265.

Таблица 14
Функция изотропного упрочнения Ст. 9Х2

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0013 0,0026 0,0055 0,0084 0,018 0,21

Cp, МПа 227 246 249 248 230 220 230 246 320

Материальная функция стали 45 приведена в таблице 15; E = 2,1.105 МПа,  =
= 0,3, Ea = 6770 МПа, a = = 140 МПа,  = 265.

Таблица 15
Функция изотропного упрочнения Ст. 45

p
u* 0 0,0003 0,0006 0,0026 0,0055 0,018 0,027 0,047 0,1

Cp, МПа 287 314 321 295 266 266 276 285 292

Модель Темиса [16, 19]

Для модели Темиса
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Материальные функции конструкционных сталей 40Х16Н9Г2С, 9Х2 и стали 45
приведены в [19, 21], расчеты по модели Темиса проводились А.Д. Худяковой [21].

Для проверки полученных материальных параметров (функций) сталей 9Х2,
45 и 40Х16Н9Г2С были проведены расчеты одноосного растяжения до деформации
0,1 для всех вариантов теории и сопоставлены с результатами экспериментов [4, 20].
Получено надежное соответствие расчетов и экспериментов.

2. Векторное представление напряжений и деформаций

Для удобства сопоставления расчетных и экспериментальных результатов рас-
сматривается векторное представление процессов нагружения и деформирования [1].
Компоненты векторов напряжений S и деформаций Э связаны с компонентами тен-
зоров напряжений ij и деформаций ij формулами [1]:
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Э (15)

Длина дуги траектории деформаций определяется выражением

,2/1)(|| dteedts ijij  Э (16)

где Э  – вектор скоростей деформаций; ije  – девиатор скоростей деформаций. Вектор-
ные и скалярные свойства являются основными характеристиками, изучаемыми при
экспериментально-теоретических исследованиях процессов упругопластического
деформирования материалов при сложном нагружении. В качестве векторных
свойств при сложном нагружении по плоским траекториям деформаций рассмат-
ривается отклонение вектора напряжений от касательной к траектории деформаций.
Характеристика ориентации определяется углом сближения :

.
||||

arccos
)(

ЭS

ЭS



 (17)

В качестве скалярных свойств рассматривается изменение модуля вектора напря-
жений по длине дуги траектории деформаций

).(s (18)

3. Многозвенная ломаная траектория деформаций

Сравнение вариантов теории проводится на многозвенной ломаной траектории
деформаций в виде квадрата (рис. 1) со стороной, равной 0,01, на плоскости (Э

1
, Э

3
)

вектора деформаций Э. Исследования проводятся на образцах из конструкционной
стали 40Х16Н9Г2С. Осуществляются один и одна четвертая часть цикла нагружения
по этой траектории. Экспериментальные результаты [4] на всех рисунках показаны свет-
лыми кружками, а расчетные – сплошными, штриховыми и пунктирными кривыми.

Ответные траектории напряжений показаны на рис. 2а, 3а, 4а. Скалярные и
векторные свойства – изменение модуля вектора напряжений  и угла сближения 
по траектории деформаций – приведены на рис. 2б, 3б, 4б и 2в, 3в, 4в соответственно.

Э1

0             0,004       0,008          Э3

0,004

0,008

Рис. 1. Траектория деформаций
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На рис. 2а, б, в сплошная кривая – теория течения при изотропном упрочнении,
точки – модель Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, пунктирная кри-
вая – модель Оно – Ванга.

На рис. 3а, б, в сплошная кривая – модель Армстронга – Фредерика – Кадашеви-
ча, точки  –  модель Шабоша.

На рис. 4а, б, в сплошная кривая – модель Бондаря, точки – модель Темиса.
Сравнительный анализ результатов расчетов по различным вариантам теории и

эксперимента показывает:
– по ответной траектории напряжений худшие результаты получены на основе

моделей изотропного упрочнения, Оно – Ванга и Темиса; удовлетворительные – на
основе моделей Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, Армстронга –
Фредерика – Кадашевича и Шабоша; лучшее соответствие эксперименту достигается
на основе модели Бондаря;

– по скалярным свойствам худшие результаты получены на основе моделей
изотропного упрочнения, Оно – Ванга и Темиса; удовлетворительные – на основе мо-
делей Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, Армстронга – Фредерика –
Кадашевича и Шабоша; лучшее соответствие эксперименту достигается на основе
модели Бондаря;

– по векторным свойствам худшие результаты получены на основе модели Оно –
Ванга; удовлетворительные – на основе моделей изотропного упрочнения, Ишлин-
ского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, Темиса; лучшее соответствие экспери-
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Рис. 4.  Траектория напряжений (а), скалярные свойства (б), векторные свойства (в)
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менту достигается на основе моделей Армстронга – Фредерика – Кадашевича, Ша-
боша и Бондаря.

4. Криволинейная траектория деформаций переменной кривизны

Сравнение вариантов теорий проводится на траектории деформаций переменной
кривизны в виде астроиды (рис. 5). Материал, на котором проводятся исследова-
ния, – конструкционная сталь 9Х2. Экспериментальные результаты [4] на всех рисун-
ках показаны светлыми кружками, а расчетные – сплошными, штриховыми и пунктир-
ными кривыми. Ответные траектории напряжений показаны на рис. 6а, 7а, 8а. Скаляр-
ные и векторные свойства приведены на рис. 6б, 7б, 8б и 6в, 7в, 8в соответственно.

–0,02         –0,01        0         0,01       Э3
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Рис. 5. Траектория деформаций
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Рис. 6. Траектория напряжений (а), скалярные свойства (б), векторные свойства (в)
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Рис. 7. Траектория напряжений (а), скалярные свойства (б), векторные свойства (в)
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На рис. 6а, б, в сплошная кривая – теория течения при изотропном упрочнении,
точки – модель Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, пунктирная кри-
вая – модель Оно – Ванга.

На рис. 7а, б, в сплошная кривая – модель Армстронга – Фредерика – Кадашеви-
ча, точки – модель Шабоша.

 На рис. 8а, б, в сплошная кривая – модель Бондаря, точки – модель Темиса.
Сравнительный анализ результатов расчетов по различным вариантам теорий и

эксперимента показывает:
– по ответным траекториями напряжений худшие результаты получены на основе

моделей изотропного упрочнения, Оно – Ванга, Армстронга – Фредерика – Кадашевича;
удовлетворительные – на основе моделей Ишлинского – Прагера – Кадашевича –
Новожилова, Шабоша, Темиса; лучшее соответствие эксперименту достигается на
основе модели Бондаря;

– по скалярным свойствам худшие результаты получены на основе моделей изо-
тропного упрочнения, Оно – Ванга, Армстронга – Фредерика – Кадашевича; удовлет-
ворительные – на основе моделей Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова,
Шабоша, Темиса; лучшее соответствие эксперименту достигается на основе модели
Бондаря;

– по векторным свойствам удовлетворительные результаты получены на основе
всех вариантов теорий при лучшем соответствии эксперименту модели Бондаря.

5. Винтовая траектория деформаций переменной кривизны
и кручения

Сравнительный анализ вариантов теорий проводится при сложном нагружении
по пространственной траектории деформаций в виде винтовой линии с переменной
кривизной и кручением. Экспериментальные исследования [20] проводятся на труб-
чатых образцах из стали 45. На рис. 9 показаны изменения кривизны  и крутки 
вдоль траектории деформаций. Здесь кривизна меняется от 150 до 370, а крутка –
от 50 до 100. Таким образом, рассматриваемую траекторию можно отнести к траек-
тории большой кривизны и среднего кручения. На всех рисунках экспериментальные
результаты показаны светлыми кружками, а расчетные – сплошными, штрихпунктир-
ными, штриховыми и пунктирными кривыми. Изменения компонент вектора на-
пряжений S1, S2, S3 вдоль траектории деформаций показаны соответственно на
рис. 10а, 10б, 10в. Скалярные свойства – изменение модуля вектора напряжений 
вдоль траектории деформаций – приведены на рис. 11.
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Рис. 9. Изменение кривизны и крутки вдоль траектории деформации
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На рис. 10а, б, в и рис. 11 сплошная кривая – модель Бондаря, пунктирная кри-
вая – модель Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова, штриховая кри-
вая – модель Шабоша, штрихпунктирная кривая – модель Темиса.

Сравнительный анализ результатов расчетов по различным вариантам теорий и
эксперимента [20] показывает:

– по компонентам вектора напряжений худшие результаты получены на основе
моделей Темиса и Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова; удовлетвори-
тельный – на основе модели Шабоша; лучшее соответствие эксперименту дости-
гается на основе модели Бондаря;
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Рис. 10. Изменение компонент S1 (а), S2 (б), S3 (в) вектора напряжений
вдоль траектории деформаций
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– по скалярным свойствам худшие результаты получены на основе моделей Те-
миса и Ишлинского – Прагера – Кадашевича – Новожилова; удовлетворительный –
на основе модели Шабоша; лучшее соответствие эксперименту достигается на основе
модели Бондаря.

Заключение

Проведены сравнительные исследования различных вариантов теории пласти-
ческого течения при комбинированном упрочнении, наиболее используемых в практи-
ческих расчетах. Рассмотрены два основных класса плоских траекторий деформа-
ций – многозвенная ломаная и криволинейная траектория переменной кривизны.
Криволинейная траектория является траекторией деформаций большой и средней
кривизны. Рассмотрена пространственная траектория деформаций в виде винтовой
линии переменной кривизны и кручения (кривизна меняется от 150 до 370, а крут-
ка – от 50 до 100), которую можно отнести к траектории большой кривизны и среднего
кручения.

Удовлетворительное соответствие эксперименту по всем траекториям деформаций
достигается при расчетах на основе моделей Шабоша и Бондаря – отличие результатов
расчетов и экспериментов не превышает 30% при лучшем соответствии эксперименту
модели Бондаря. Следует отметить, что модель пластичности Бондаря замыкается
тремя параметрами анизотропного упрочнения (модель Шабоша замыкается шестью
параметрами) и одной функцией изотропного упрочнения, которые достаточно просто
определяются из стандартного эксперимента на одноосное растяжение и растяжение
после предварительного сжатия (излом траектории на 180°). Если есть только кривая
одноосного растяжения, то диаграмма растяжения после предварительного сжатия
строится на основе принципа Мазинга. Модель пластичности Бондаря имеет обоб-
щение на неизотермическое нагружение, многие особенности циклического непропор-
ционального и пропорционального нагружений и описывает процессы накопления
повреждений (ресурс).
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Variants of theories of plastic flow under combined hardening, widely used in practical calculations
of structures, are considered. A comparative analysis of the variants of theories under complex
loading along plane and spatial deformation trajectories is carried out, covering a wide range of
trajectories from multi-link polylines to curved trajectories of variable curvature and torsion.
Trajectories from medium to large curvature and torsion are considered. The analysis of the research
results is carried out in the vector space of A.A. Ilyushin. The plane trajectories of deformations in
the form of a square and a curved trajectory of variable curvature in the form of an astroid are
considered, as well as the spatial trajectory of deformations of variable curvature and torsion in the
form of a helix. The results of calculations are compared with the results of experimental studies
on stress response trajectories, scalar and vector properties. Variants of the theories are considered:
the isotropic hardening model; the Ishlinski–Prager–Kadashevich–Novozhilov model (linear
kinematic hardening + isotropic hardening); a model similar to the Ono–Wang model; the Armstrong-
Frederick-Kadashevich model; the Shabosh model with three Armstrong–Frederick–Kadashevich
evolutionary equations; the Temis model based on the invariant theory of plasticity; the Cooper
model with a three-membered structure the evolutionary equation for kinematic hardening. The
material parameters (functions), the closing versions of the theories of plasticity are given.
Satisfactory compliance with the experiment for all deformation trajectories is achieved by
calculations based on the Shabosh and the Bondar models – the difference between the results of
calculations and experiments does not exceed 30% with the best correspondence to the experiment
of the Bondar model. It should be noted that the Bondar plasticity model is closed by three parameters
of anisotropic hardening and one function of isotropic hardening, and the Shabosh model is closed
by six parameters and one function.

Keywords: variants of plastic flow theories, combined hardening, complex loading, plane and
spatial deformation trajectories, stress trajectories, scalar and vector properties.


