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Предлагается обзор литературных источников в области моделирования
волновых процессов в частично насыщенных пористых средах. Обзор состоит
из трех частей. В первой части приведена классификация пористых сред по
степени насыщения смачивающим наполнителем. Дан обзор основопола-
гающих работ современной теории пористых континуумов, в результате
которых возникли теория Био и теория смесей. Указаны преимущества,
недостатки, а также условия соответствия между собой двух подходов. Вторая
часть посвящена научным публикациям прикладного и академического харак-
тера, которые в большинстве своем отражают изучение особенностей волновых
процессов в пороупругих средах аналитическими и полуаналитическими мето-
дами. Отдельное внимание уделено работам, посвященным моделированию
медленных продольных волн как отличительной черте волновых процессов в
частично насыщенных пороупругих средах. В третьей части дан обзор при-
менения методов граничных элементов и конечных элементов для изучения
напряженно-деформированного состояния насыщенных и частично насыщен-
ных пористых сред, поведения волн в процессе их распространения в рас-
сматриваемых средах и анализа локальных динамических эффектов. Указаны
статьи экспериментального характера, подтверждающие теоретические резуль-
таты, полученные в рамках теории Био. Проведен краткий анализ современных
достижений в задачах численного моделирования динамических эффектов в
полубесконечных пористых средах, имеющих слоистую структуру типа морско-
го дна. Рассмотрены опубликованные исследования по выводу фундаменталь-
ных решений для систем уравнений пороупругости и построению соответству-
ющих интегральных уравнений во времени и пространстве интегральных пре-
образований Фурье и Лапласа. Приведены публикации, рассматривающие
различные аспекты гранично-элементного моделирования ненасыщенных
пористых сред и применение методов граничных и конечных элементов на
конкретных примерах.
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Введение

Пористые материалы широко распространены в природе и технике. Применение
пористых материалов в технике позволяет снизить массу и материалоемкость
конструкции при увеличении их прочности и надежности. Анализ волновых про-
цессов в пористых материалах и средах имеет принципиальное значение для таких
областей, как акустика, геомеханика, биомеханика, нефтедобыча, геофизика, матери-
аловедение и др. Например, в геомеханике насыщенные жидкостью или газом почвы
и горные породы рассматриваются как пористые среды.

В естественных условиях, как правило, геоматериалы существуют только в час-
тично насыщенном виде. Такая среда имеет структуру в виде твердого скелета с
распределенными порами, заполненными различными вязкими жидкостями. Поро-
вые жидкости во многом определяют физические характеристики пористой среды.
Например, эффект демпфирования распространения волн в среде вызывается вяз-
костью поровой жидкости. Движение жидкостей относительно скелета порождает
новые волны и существенно меняет волновые картины. Кроме медленной волны
сжатия (первая медленная волна), появляется более медленная волна сжатия (вторая
медленная волна). Такие волны возникают как результат взаимодействия скелета со
смачивающей и несмачивающей жидкостями в порах. Медленные пороупругие
волны могут быстро затухать, а значит, плохо проявляются, но при определенных
условиях такие волны существенно изменяют всю волновую картину. Кроме пори-
стости, для распространения волн (для скоростей волн и затухания волн) существен-
ным является насыщенность материала. Насыщенность, кроме уже отмеченного
влияния на взаимодействие между твердым телом и жидкостями, может влиять на
среднюю сжимаемость пористой среды. В таких случаях концепция поверхностного
натяжения и капиллярного давления представляет особый интерес, поскольку эти
эффекты могут оказывать большое влияние на динамическую реакцию частично
насыщенной пороупругой среды.

Уравнения динамики частично насыщенной пороупругой среды могут быть по-
лучены на основе уравнений механики сплошных сред. Аналитически уравнения
разрешимы только для специальных случаев. Такие аналитические решения исполь-
зуют для проверки соответствующих численных результатов. Обзор источников
показывает, что из численных методов для моделирования процессов в частично
насыщенных пористых средах активно применяются метод конечных элементов
(МКЭ) и метод конечных разностей (МКР) [1]. Универсальность и конкуренто-
способность этих методов позволяет их применять для решения соответствующих
задач. В трехмерных случаях эти методы требуют дискретизации объема, что зна-
чительно повышает временные затраты. Произвольность формы границы является
хоть и разрешимой, но проблемой для МКР. По сравнению с МКЭ и МКР для метода
граничных элементов (МГЭ) требуется только информация с границы. Это значи-
тельно упрощает построение дискретных аналогов при рассмотрении объектов
сложной формы. Кроме того, МГЭ особенно подходит для задач о распространении
волн в полубесконечной и бесконечной областях, так как естественно учитывает
необходимые для таких задач условия излучения.
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Краткий обзор работ по теории пористых сред

Первые попытки описания пористой среды можно отнести к концу XVIII века,
когда масштабно возникла проблема эксплуатации дамб и плотин. R.Woltman ввел
одно из базовых понятий – отношение объемов фаз [2], а экспериментальным
изучением проблем диффузии начал заниматься A. Fick [3]. Законы диффузии
A. Fick развивал J. Stefan [4]. В начале ХХ века выделяются, например, статьи
K. von Terzaghi [5] и P. Fillunger [6].

По объемным соотношениям и свойствам движения жидкостей в порах можно
пористые среды условно объединить в группы: сухие, малонасыщенные, средне-
насыщенные, высоконасыщенные, насыщенные. В сухих средах несмачивающая
жидкость непрерывна в твердом скелете и нет свободного потока смачивающей
жидкости. Степень насыщения этого типа пористых сред равна нулю. В малонасы-
щенных средах поры заняты как смачивающими, так и несмачивающими жид-
костями, но с незначительным количеством смачивающей жидкости. В средах
средней насыщенности как смачивающие, так и несмачивающие жидкости могут
свободно течь в порах. В высоконасыщенных средах несмачивающая жидкость не
может свободно течь, но оказывает влияние на поток смачивающей жидкости. В
полностью насыщенных средах в порах существует только смачивающая жидкость.
Все эти группы пористых сред можно назвать частично насыщенными средами, где
сухие и насыщенные среды являются двумя крайними случаями.

Для описания поведения пористых сред единого подхода нет, но можно отметить,
например, теорию Био, теорию смесей [1]. Исследования некоторых моделей для
ненасыщенной пористой среды можно найти в [7–9], а для многофазных не-
смешивающихся жидкостей – в [10–12]. Простейшим случаем моделирования яв-
ляется однофазная смесь. М.А. Био предложил феноменологическую модель дина-
мической пороупругости. Работы Я.И. Френкеля [13] и М.А. Био [14–19] являются
признанными классическими разработками математической теории пороупругости.
Я.И. Френкель и М.А. Био ввели двухфазную модель среды.

Соответствующим моделированием введены в использование такие параметры
материала, как модуль сдвига, коэффициент сжимаемости, пористость, вязкость
жидкости, проницаемость, упругие и объемные модули среды, эффективные плот-
ности пористой среды. Процедуры определения этих параметров можно найти в
статьях М.А. Biot, D.G. Willis [16], C.H. Yew, P.N. Jogi [20] и др. Например, в [20]
вычисляются параметры материала для трех видов песчаника, также определяются
скорости волн в образцах горных пород по экспериментально определенным пара-
метрам Био. В [21] описаны методы определения и представлены значения модель-
ных параметров для разных видов песчаника, гранита и мрамора.

После работ М.А. Био система уравнений пороупругости строилась с приме-
нением более строгой математической техники в [22–28]. Так, В.Н. Николаевским
[24, 29] изложены основы механики пористых сред, приведены фундаментальные
уравнения многофазных сред. В классической теории М.А. Био рассматривал только
глобальный флюидный поток. Развитие этой теории было предложено в [30, 31], и
уже в [32, 33] исследовалось явление волнового затухания от локального флюидного
потока. Анизотропная модель пористой среды исследовалась, например, J.O. Parra
в [34, 35]. Подробный обзор математических моделей ненасыщенных пористых сред
можно найти в [36].
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Современная теория смесей заложена в работах C.A. Truesdell [37–39]. В [38]
им описана замкнутая система однокомпонентных материалов, а в [39] – замкнутая
система смесей, состоящая из компонентов как открытых систем. Развитие теория
смесей получила в [40–42]. Модели пористой среды на основе теории смесей
сформулированы, например, R.M. Bowen [43–45] и исследовались в [46, 47].

Обзор различий между теорией Био и теорией смесей можно найти в [48].
Отмечается, что некоторые из базовых параметров (например, объемные доли)
трудно оценить экспериментально и для этого необходимо разрабатывать дополни-
тельные соотношения, а это часто осложняет применение моделей теории смесей.
Кроме того, установлено, что для случая несжимаемых составляющих теория Био
получается из теории смесей через процедуру линеаризации при пренебрежении
мнимой частью плотности массы [49, 50].

Поток поровых жидкостей для частично насыщенных сред включает в себя поток
смачивающей жидкости и поток несмачивающей жидкости, где оба потока задаются
соответствующим градиентом давления. В случае насыщенного пороупругого
материала закон Дарси используется для описания потока поровой жидкости. Для
ненасыщенного пороупругого материала закон Дарси используется как для
смачивающих, так и для несмачивающих жидкостей.

Исследования волновых процессов в пористых средах
аналитическими и полуаналитическими методами

Исследования частично насыщенных сред с позиций теории Био имеют пусть
и незначительный, но свой массив публикаций. В последние несколько лет реакция
насыщенного грунта от действия нагрузки широко исследовалась аналитическими
методами. Например, в [51] с помощью разложений Гельмгольца и преобразований
Фурье построены явные общие решения в перемещениях и напряжениях для
однородного полупространства в частотной области. В [52] проанализирована
динамическая реакция модели горизонтального слоя на возмущение, вызванное
ленточным фундаментом. В [53] исследовано движение трехмерного пороупругого
полупространства, создаваемого горизонтальной заглубленной нагрузкой. В [54]
получены точные аналитические решения от вертикальной точечной нагрузки,
действующей на поверхность двухслойной среды. В [55] исследовалось распро-
странение волн сжатия. В [56] получены точные решения во временной области
для одномерной переходной характеристики ненасыщенной однослойной пористой
среды для трех типов неоднородных граничных условий. В [57] представлено
аналитическое решение о низкочастотном поведении дилатационных волн, распро-
страняющихся в однородной пороупругой среде, содержащей две несмешивающиеся
жидкости. Использована модель Berryman – Thigpen – Chin, в которой не учитываются
эффекты капиллярного давления. В [58] исследованы звуковые волны в трехфазных
почвах в рамках линейной модели Био и модели простой смеси Вильмански: модели-
руется пористая среда, состоящая из деформируемого каркаса и двух сжимаемых,
химически не реагирующих поровых компонентов. В статье [59] разработана линейная
динамическая модель насыщенной двумя несмешивающимися флюидами пористой
среды, позволяющая учесть связь между фазами за счет введения функции свободной
энергии среды, и рассчитаны скорости трех продольных и одной поперечной волны
из уравнений движения, записанных в терминах преобразования Фурье.

В [60] получено полуаналитическое решение динамической задачи одномерной



445

частично насыщенной пороупругой колонны, получено аналитическое решение для
одномерной трехфазной пороупругой колонны. Распространение волн исследовано
на динамических откликах смещения и поровых давлений. С помощью преобразо-
вания Лапласа в [61] изучена динамическая реакция насыщенного столба грунта с
бесконечной длиной и несжимаемыми зернами и жидкостью. В [62] построено
решение о динамической реакции столба насыщенного грунта бесконечной длины
при динамической нагрузке с использованием метода интегрального преобразования
и квадратурной свертки. Численно-аналитическое исследование распространения
волн в одномерном трехфазном пороупругом стержне проведено в [63]. Авторами
рассмотрено влияние граничных условий и параметров модели на динамические
отклики перемещения и поровых давлений, проведено моделирование эффекта
второй медленной волны сжатия на динамических откликах давления воздуха в
порах. В [64] получено аналитическое решение распространения волн в двухфазных
средах. Доступны и другие одномерные решения, которые можно найти в обзорной
статье [65]. Для моделей, отличных от двухфазных, имеется не так много одномерных
решений.

Конечно-элементное моделирование задач пороупругости

Для анализа динамического отклика в поровых средах применяются численные
методы. Это вызвано стремлением учесть взаимодействие между различными фазами
среды и возможностью аналитических решений для простых случаев. Для ненасы-
щенных сред предложен ряд различных конечно-элементных формулировок [66–68].
В статье [69] создана конечно-элементная модель анализа волновых полей в нена-
сыщенном морском дне. МКЭ может успешно применяться для решения задач рас-
пространения волн в пороупругих средах, особенно в ограниченных областях.
Однако интерес к распространению волн чаще всего относится к случаям полубеско-
нечных или бесконечных сред. В таких задачах требуется выполнение условий
излучения Зоммерфельда. В МКЭ для этого используются две идеи. Одна из них –
применение бесконечных элементов [70], а другая – применение неотражающих
искусственных границ [71].

Динамические задачи для пористых сред решались в [72, 73]. В [72] представлено
решение линейной двумерной динамической задачи распространения сейсмических
волн в среде, насыщенной жидкостью, где за основу была взята линеаризованная
модель с тремя параметрами, описывающими среду. В [74] приведены решения
системы динамических уравнений при действии сосредоточенной силы, использу-
емых для моделирования скоростей смещений пористого каркаса и жидкого запол-
нителя, а также порового давления и напряжений при разных значениях скоростей
распространения продольных и поперечных волн в изотропной однородной среде.
Исследования распространения волн в двумерной постановке в бесконечном ци-
линдре из материала Био отражены в [75]. В [76] изучался процесс отражения удар-
ных волн умеренной амплитуды от твердой границы в среде, насыщенной жидкостью
и газом. На основе применения математической модели определены значения
амплитуд и скоростей отражения волн. В [77] оценивалось влияние капиллярных
эффектов на динамику поведения трехфазного песка: экспериментально исследованы
факторы, влияющие на модуль сдвига. Было установлено, что капиллярные эффекты
оказывают влияние на степень насыщения песка. В [78] исследовалось распростра-
нение гармонических и нестационарных волн в многослойных сухих, насыщенных
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и ненасыщенных изотропных пороупругих средах. В [79] проведено исследование
влияния водонасыщенности на горизонтальное и вертикальное перемещение на
границе между пористым грунтом и горной породой от воздействия набегающей
волны сжатия. В [80] сравнивались измеренные и рассчитанные значения скоростей
продольных и поперечных волн в частично насыщенном песке. В [81] рассмотрена
задача дренирования грунта, дан анализ воздействия ступенчатой нагрузки на столб
песка. В [82] исследована дисперсия и затухание волн в частично водонасыщенных
песчаниках на основе улучшенной модели Био, в которой вводится насыщенность.
В [83] моделировалось распространение волны в частично насыщенной пористой
среде, где особенностью является наличие второй медленной волны из-за капилляр-
ных сил. Численная модель, способная моделировать многофазную структуру грун-
тов при ударном нагружении, представлена в [84]. С использованием трехфазной
модели проведено численное моделирование для исследования распространения
взрывной волны в четырех случаях грунтов с различными степенями водонасыщен-
ности от 37,5 до 100%. На основании экспериментальных и более подробных чис-
ленных результатов можно заключить, что водонасыщенность оказывает значитель-
ное влияние на распространение волны, вызванной взрывом. Методы определения
эффективных характеристик пористых материалов (низкопористых металлических
пен) представлены в [85]. Подход опирается на аналитические решения модельных
задач и конечно-элементное моделирование пористых материалов. Статья [86] по-
священа анализу изучения новых математических моделей пористых трехфазных
полуограниченных неоднородных по глубине оснований. Действие поверхностного
осциллятора представляется в виде ряда Фурье, и задача решается с установившимся
режимом колебаний. Предложен численный алгоритм для изучения зависимости
распространения поверхностных волн от механических и геометрических характе-
ристик задачи. В [87] рассматривается контактная задача для мягкой биологической
ткани в рамках пороупругой водонасыщенной среды, описываемой моделью Био. В
рамках осесимметричной деформации исследуются два типа граничных условий
под гладким плоским штампом для порового давления и их влияния на зависимость
между глубиной его внедрения и контактной силой. Задачи решаются численно с
помощью метода конечных элементов. В статье [88] рассматривается нестационарная
осесимметричная задача о распространении возмущений в пористой полуплоскости
под действием поверхностной нагрузки. Используется модель Био. Для решения
применяются преобразования Ханкеля по радиусу цилиндрической системы ко-
ординат и Лапласа по времени. Оригиналы находятся аналитически с использова-
нием свойств преобразований. Приведены примеры расчета регулярных частей реше-
ния. В статье [89] рассматривается краевая задача динамической теории пороупру-
гости для составного тела. В [90] рассматриваются трехмерные постановки краевых
динамических задач пористого полупространства. Решения строятся в рамках полной
сжимаемой модели Био и дается оценка решениям по дренированным и недрени-
рованным моделям материала. В статье [91] представлен метод исследования волно-
вых полей в неоднородном пористоупругом слое из трансверсально-изотропного
материала. Характеристики слоя считаются переменными по толщине. К основным
уравнениям, записанным в терминах «перемещения–давление», применяется ин-
тегральное преобразование Фурье. Решение преобразованной задачи строится при
помощи метода пристрелки. Обращение преобразования Фурье осуществлено чис-
ленно с использованием теории вычетов. В [92] рассматривается коэффициентная
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обратная задача о нахождении пороупругих характеристик неоднородного полого
цилиндра. Прямая задача пороупругости для цилиндра решается с помощью метода
пристрелки. В качестве дополнительной информации при решении обратной задачи
выступает измеренное смещение или поровое давление на внешней границе ци-
линдра. Для обратной задачи на основе метода линеаризации получены операторные
соотношения, устанавливающие взаимосвязь между искомыми и измеряемыми ха-
рактеристиками. Пороупругие характеристики восстанавливались в два этапа. На
первом этапе определялось начальное приближение. На втором этапе поправки к
восстанавливаемым характеристикам определялись из решения интегральных урав-
нений Фредгольма 1-го рода. В статьях [93, 94] рассмотрено поведение плоских
линейных монохроматических волн в насыщенных пористых средах. В публикациях
[95–99] рассматривались закономерности взаимодействия фаз в среде и изменения
продольных и поперечных волн в процессе их распространения. В статьях [100–
103] дано математическое описание нестационарных процессов, протекающих в
изотропных пористых средах. В [104, 105] установлена связь между волновыми по-
лями в среде, определены и исследованы коэффициенты отражения на свободной
границе пористого полупространства.

Некоторые аспекты распространения упругих волн во флюидонасыщенных и
анизотропных пористых телах освещены в публикациях [106–115]. С применением
различных схем при решении нестационарных задач пороупругости можно по-
знакомиться в [116–134].

Метод граничных элементов в задачах пороупругости

МГЭ [135] – универсальный численно-аналитический метод. Сравнение методов
граничных и конечных элементов приведено в [136]. МГЭ неявно удовлетворяет
условию излучения Зоммерфельда [137], что делает МГЭ пригодным для задач с
неограниченными областями [138].

Для исследования задачи о распространении волны методом граничных эле-
ментов требуются соответствующие граничные интегральные уравнения и фунда-
ментальные решения. В статьях [139, 140] представлены двух- и трехмерные фунда-
ментальные решения для задач статического и квазистатического деформирования
ненасыщенных грунтов  как в области преобразования Лапласа, так и во временной
области. Фундаментальные решения задач из [139, 140], но с учетом температурных
эффектов, представлены в статьях [141–143]. Решения от действия сосредоточенной
силы (функция Грина) были получены в [139] как в частотной, так и во временной об-
ластях с использованием метода Купрадзе. В [144] дано описание распространения и
затухания волн Рэлея, возникающих от источника нагружения, вдоль свободной по-
верхности ненасыщенного слоя грунта. В [145] исследована задача Лэмба для полу-
пространства и получена динамическая реакция ненасыщенных грунтов с использо-
ванием метода интегрального преобразования. В [146] с помощью методов инте-
грального преобразования построена функция Грина в преобразованной области
для произвольной внутренней гармонической нагрузки, залегающей в ненасыщен-
ном грунте. Публикации по выводу фундаментальных решений для систем уравне-
ний пороупругости имеют известную историю и разнообразие. Следует отметить
исследования таких авторов, как R. Burridge, C.A. Vargas [147], A.N. Norris [148],
G.D. Manolis, D.E. Beskos [149], A. Cheng и др. [150], M. Schanz, H. Antes [151], M.
Schanz [152–154], M. Schanz, S. Diebels [155], M. Schanz, D. Pryl [156], M. Schanz [157],
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B. Gatmiri и E. Jabbari [139, 140], A.H.-D. Cheng [158] и др. Отдельно можно выделить
ранние формулировки ГИУ для пороупругости J. Dominguez [159, 160]. Подробности
по отмеченным публикациям можно найти в [161–165].

В [166] приведены граничные интегральные формулировки и фундаментальные
решения для динамического анализа ненасыщенных грунтов. В [167] представлена
формулировка граничного элемента во временной области и проанализировано
динамическое поведение трехмерных частично насыщенных пористых сред. Дина-
мические формулировки ГИУ и фундаментальные решения для двухмерных задач
построены в [168, 169], для трехмерных – в [167, 170]. В статье Игумнова Л.А. и др.
[171] приведены уточненные выражения для компонент фундаментальных решений
с учетом неточностей, допущенных авторами в [170]. Различные аспекты гранично-
элементного моделирования ненасыщенных пористых сред рассмотрены в публи-
кациях [172, 173]. Сравнение результатов применения ГИУ и МКЭ на конкретном
примере можно найти в [174, 175].

Заключение

Как показывает анализ литературных источников и направлений исследований,
основным направлением усовершенствования теории Био будет, очевидно, все более
полный учет реальных свойств трехфазных, а в перспективе и многофазных кон-
тинуумов. Это не означает ограничения исследований только учетом анизотропии и
вязкости твердой фазы. Следует отметить, что применение прямых численных методов
к задачам динамической пороупругости является широко распространенным подходом,
и проблемы, возникающие в таких подходах, требуют отдельного детального исследо-
вания [176].
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The review of a number of scientific works in the field of modeling wave processes in partially
saturated porous media is proposed. Review consists of three parts. In the first part of overview,
classification of porous media according to the degree of saturation with a wetting filler is stated.
The fundamental works of the modern theory of porous continuums, which resulted in the Biot's
theory and the mixture theory, are considered. The advantages, disadvantages, as well as the
conditions for the correspondence between the two approaches are indicated. The second part is
devoted to scientific publications of an applied and academic nature, which are mostly devoted to
the study of the features of wave processes in poroelastic media by analytical and semi-analytical
methods. Special attention is paid to the works devoted to the modeling of slow longitudinal
waves as a distinctive feature of wave processes in partially saturated poroelastic media. The third
part gives an overview of the application of boundary element and finite element methods to study
the stress-strain state of saturated and partially saturated porous media, the behavior of waves
during their propagation in the media under consideration, and the analysis of local dynamic effects.
The two methods are compared.
Experimental works confirming theoretical results obtained within the Biot's theory are indicated.
A brief analysis of modern achievements in the problems of numerical simulation of dynamic
effects in semi-infinite porous media with a layered structure such as the seabed is carried out.
Works on the derivation of fundamental solutions for systems of poroelasticity equations and the
construction of the corresponding integral equations in time and space of the Fourier and Laplace
integral transformations are considered. Works are given that consider various aspects of boundary
element modeling of unsaturated porous media and the application of boundary and finite element
methods on specific examples.

Keywords: poroelastic media, Biot's theory, mixture theory, wave processes, numerical simulation,
boundary element method, finite element method.
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