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Исследованы задачи об установившихся колебаниях функционально-
градиентных электроупругих стержней для двух типов поляризации. Функцио-
нальная градиентность характеризуется изменением вдоль продольной коорди-
наты изотермической упругой податливости и пьезоэлектрического модуля. В
статье использованы линейный, квадратичный и экспоненциальный законы
неоднородности. Для моделирования затухания используется модель стандарт-
ного вязкоупругого тела, которая применяется в рамках концепции комплексных
модулей. Для численного решения поставленных задач применен метод при-
стрелки. В целях верификации вычислительной схемы построено точное
решение задачи для случая постоянных свойств. Анализ влияния законов не-
однородности проведен для законов, имеющих одинаковые среднеинтеграль-
ные значения. Построены амплитудно-частотные характеристики тока и про-
водимости. Исследованы антирезонансы, установлено наличие двух различных
типов в зависимости от законов неоднородности. Проведен асимптотический
анализ задачи для случая низких частот. Показано, что в низкочастотном диапа-
зоне механическое продольное напряжение зависит только от закона изменения
пьезоэлектрического модуля, перемещение при этом зависит и от закона измене-
ния упругой податливости. В результате вычислительных экспериментов выяв-
лены особенности строения амплитудно-частотной характеристики тока в ок-
рестности второго резонанса, который обладает различной добротностью в
зависимости от того, одинаковый или различный типы монотонности имеют
функции податливости и пьезоэлектрического модуля. Выявлено, что первый
резонанс из рассматриваемого частотного диапазона имеет низкую чувстви-
тельность к законам неоднородности, а третий резонанс имеет достаточную
чувствительность к законам неоднородности и может быть использован для
определения типа монотонности при решении обратных задач по реконструк-
ции свойств.
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гость, колебания, неоднородность, затухание, резонанс, антирезонанс, ток, про-
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Введение

Область использования различных устройств, в основе работы которых лежит
пьезоэффект, с каждым годом расширяется. В технику внедряются различного рода
датчики, преобразователи, пьезотрансформаторы, пьезодвигатели и другие устрой-
ства. Для улучшения качества работы таких устройств (в частности, для увеличения
коэффициента электромеханической связи) применяются новые пьезоматериалы,
выбираются нестандартные электродные покрытия [1] и используется неоднородная
поляризация [2]. Отметим, что неоднородность поляризации может возникать как
на этапе изготовления пьезоэлемента, так и в процессе эксплуатации в неоднородном
температурном поле; например, с учетом располяризации пьезоэлемента или его
части при нагревании выше точки Кюри. Для правильного расчета актуальных харак-
теристик пьезопреобразователя, во-первых, необходимо осуществлять исследование
в рамках моделей для функционально-градиентных (ФГ) материалов (ФГ-матери-
алов), что приводит к анализу некоторых спектральных краевых задач для операторов
с переменными коэффициентами. Во-вторых, необходимо знание функций, характе-
ризующих неоднородность свойств. В первой части настоящего исследования
предлагается формулировка краевой задачи, описывающей колебания пьезостержня
из ФГ-материала, расчет искомых характеристик – резонансных и антирезонансных
частот, тока в цепи, коэффициента электромеханической связи. Представлен способ
численного анализа искомых характеристик для произвольных законов неоднород-
ности, опирающийся на метод пристрелки. В-третьих, многие из современных пьезо-
активных ФГ-материалов в качестве компонентов связующего содержат полимерные
добавки, придающие материалу реологические свойства, которые необходимо учи-
тывать при совершенствовании моделей. Кстати, как свидетельствуют результаты
экспериментов, учет неоднородности свойств может помочь в развитии и совершен-
ствовании моделей, учитывающих располяризацию.

В статье [3] представлен обзор, касающийся исследований структурных эле-
ментов из ФГ-пьезоматериалов. Отмечено, что при моделировании неоднородности
обеспечивается переход упругих свойств одного материала к свойствам другого по
степенному, экспоненциальному или сигма-образному законам. В обзор вошли пуб-
ликации, учитывающие размерный эффект, нелинейные колебания.

В статье [4] исследованы колебания слоистой электроупругой балки при наличии
затухания, в которой слои отличаются направлением поляризации. Выполнено
сравнение точного решения двумерной задачи и решения по приближенной теории,
учитывающей сдвиговые деформации. Выполнен расчет амплитуд и фаз в низкочас-
тотном диапазоне. Показано кусочно-непрерывное распределение напряжений по
поперечному сечению балки. Композитная балка с системой пьезоактуаторов-сенсо-
ров рассмотрена в [5], учтено затухание и различная ориентация волокон, проведен
анализ колебаний конца консольной балки. В [6] рассмотрены статические и ди-
намические задачи для шарнирно опертой балки из ФГ-материала с электроупругим
покрытием.

Контекст исследования колебаний балок довольно широк. Так, в [7] изучается
аспект переменности площади поперечного сечения, в [8, 9] – затухание в рамках
концепции комплексных модулей, в [10]  – упругое закрепление концов, в [11] – задача
о колебаниях и устойчивости колонны совместно с контролирующим пьезоэле-
ментом. Учет пористости и наноразмеров осуществлен в рамках градиентной моде-
ли в статье [12], микромасштабная модель балки Тимошенко исследована в [13].
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В [14] изучаются колебания балки при наличии системы эллиптических пьезовклю-
чений, а нелинейные колебания изучены в [15, 16].

В статье [17] на основе двумерной модели анализируются пьезоэлектрические
структуры при учете гидротермоэлектромеханических связей. Предполагается, что
коэффициенты упругости линейно зависят от температуры и влажности. Статические
и динамические реакции пьезоэлектрических балок исследованы при различных
гидротермических условиях. Обсуждено влияние коэффициентов демпфирования
и гидротермических параметров на обобщенные смещения и собственные частоты
накопителя энергии.

В настоящей статье исследованы задачи об установившихся колебаниях функ-
ционально-градиентных электроупругих стержней при продольной и поперечной
поляризации с учетом затухания и изменения изотермической упругой податливости
и пьезоэлектрического модуля вдоль продольной координаты.

1. Поперечная поляризация пьезоэлектрического ФГ-стержня

Рассмотрим колебания пьезоэлектрического стержня длиной l со свободными
от напряжений торцами, ориентированного вдоль оси x1, с электродами, нанесен-
ными на торцах перпендикулярно оси x3 (поперечное сечение стержня – прямо-
угольник со сторонами b, h). Колебания вызываются подведением к электродам раз-
ности потенциалов, что в рамках одномерной модели эквивалентно созданию во
всем объеме стержня электрического поля с компонентами E1 = E2 = 0, E3 = E(t). В
предположении одномерности задачи уравнения состояния имеют вид [2]:

  ,0),()(,)()( 13311131313111111
1

1 



DtEэxdDtExdxs
x

u
(1)

где u1 – осевые смещения, 11 – осевые напряжения, s11(x1) – изотермическая упру-
гая податливость; э33 – диэлектрическая проницаемость (считается постоянной);
d31(x1) – пьезоэлектрический модуль, зависящий от x1; D1, D3 – компоненты вектора
электрической индукции. Отметим, что подобная задача при не зависящем от коор-
динаты x1 пьезомодуле рассмотрена в [18]. Сформулируем уравнение колебаний,
составленное относительно напряжения, отличное от приведенных в [18] и [2]. Диф-
ференцируя уравнение движения по x1 и используя (1), получим уравнение колебаний
пьезоэлектрического ФГ-стержня:
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Здесь  – плотность материала стержня. Для этого уравнения сформулируем гранич-
ные условия: 11(0) = 11(l ) = 0. Заметим, что уравнение электростатики div D = 0
в этом случае выполнено автоматически, а ток в цепи определяется через найденное
напряжение из соотношения
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Получим замкнутую задачу для нахождения тока в цепи, анализ этой характеристики
позволит находить и изучать влияние пьезохарактеристик на резонансные и антирезо-
нансные частоты.
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Изучим далее задачу при частотном возбуждении, полагая E(t) = E0exp (it).
Введем соответствующие амплитуды (x1, t) = 0(x1)exp (it), I(t) = I0exp (it), без-
размерную координату y = x1l

–1 и безразмерные функции и параметры

,,,)()(,)()( 1
1133

2
31

2
11

2221*
11112

1*
31311 )()()()(   sэdkslsylsyfdyldyf

,,)( 1
031110

1
031

1
1 )(   EdsTEdluU

где 
3111, ds  – характерные податливость и пьезомодуль.

Приведя значение тока в цепи к безразмерному виду, получим
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где 

0I  – характерная величина тока в цепи.

Таким образом, исходя из первоначальной постановки (2), имеем каноническую
систему дифференциальных уравнений 1-го порядка

 
.0),1(),0(

),,(),(

),(,)(),(
2

12 







TT

yUyT

yfyTyfyU
(3)

Отметим, что при f1(y) = 0 имеем обычную задачу о колебаниях упругого ФГ-стержня,
исследованную в [19].

Для решения краевой задачи (3) и нахождения амплитудно-частотной характе-
ристики (АЧХ) возможны два подхода. Первый опирается на сведение задачи к инте-
гральному уравнению Фредгольма второго рода и анализу его дискретного аналога,
как это реализовано в [20], а второй подход основан на методе пристрелки и требует
решения двух краевых задач.

Первая задача для нахождения частного решения неоднородной задачи имеет
вид:
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Вторая задача состоит в решении краевой задачи
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Решение исходной задачи ищется в виде U(y,) = U0(y,) + cU1(y,), причем
параметр c определяется из условия T(1,) = T0(1,) + cT1(1,) = 0.

Введем безразмерную проводимость Z = c2/J. Значения , для которых Z = 0,
определяют частоты резонанса (J  ), а те, при которых Z  , определяют часто-
ты антирезонанса (J = 0).

Анализ решения в случае постоянных характеристик

Рассмотрим краевую задачу (3) при .1)()( 21  yfyf  Сведем ее к краевой задаче
для уравнения второго порядка .0)1()0(),1(22  TTTUT

Ее решение имеет вид
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а ток с точностью до постоянного размерного множителя выражается формулой
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Резонанс возникает при cos (/2) = 0,  = , 3, 5, …, а антирезонансы опре-
деляются корнями некоторого трансцендентного уравнения [18].

Асимптотика задачи (3) при малых 

Пусть  = 2 мало. Воспользуемся разложением по малому параметру и сформу-
лируем задачи при одинаковых степенях :
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Задачи при нулевой и первой степенях имеют, соответственно, вид
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Используя граничные условия, получим, что
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характеризующих неоднородность, только функция )(1 yf  оказывает влияние на на-
пряжение и ток при малых частотах, а смещение зависит и от функции :)(2 yf
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Отметим, что в рассмотренном случае, когда ,11 f  найден параболический закон
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Вычислительные эксперименты к задаче 1

Для выявления нетривиальных зависимостей АЧХ и тока от частотного пара-
метра  в качестве функций неоднородности рассмотрим набор функций с одина-
ковым средним, удовлетворяющих равенству
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g2(y), g4(y), g6(y) – возрастающие функции, g3(y), g5(y), g7(y) – убывающие функции.
В качестве законов неоднородности рассмотрим 11 наборов:
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 = g

1
, g

2
;   5:  f

1
,  f

2
 = g

5
, g

2
;   6:  f

1
,  f

2
 = g

7
, g

2
;

7: f
1
,  f

2
 = g

6
, g

3
;   8:  f

1
,  f

2
 = g

4
, g

3
;   9:  f

1
,  f

2
 = g

1
, g

3
;

10:  f
1
,  f

2
 = g

5
, g

3
;   11:  f

1
,  f

2
 = g

7
, g

3
.

Для моделирования затухания воспользуемся концепцией комплексных модулей
в электроупругости [8, 9], вводя комплексный модуль податливости

,
)()(

1
),(

11
111 xHnxEi

ni
xs






где E(x1) > H(x1) > 0.
Для безразмерной податливости f2(y) достаточно осуществить замену

,
)(1

1

)(

1
),()( 22 yi

i

yH
yfyf






где nyHyEy  1),(/)()(  – безразмерное время релаксации.
Для проведения вычислительных экспериментов примем k2 = 0,22, что соответ-

ствует материалу PZT-4 [18]. В результате вычислительных экспериментов с
различными законами неоднородности выявлены следующие особенности:

1. Для задачи с постоянными свойствами  f1(y) = 1,  f2(y) = 1 на интервале  
[0, 12] имеется 2 резонанса: , 3. Другие сочетания  f1(y),  f2(y), выбранные из
набора gk(y), k = 2, …, 7, приводят к тому, что на том же интервале имеется 3 резо-
нанса.

2. В зависимости от законов неоднородности второй резонанс имеет различную
добротность. Построим зависимость J от безразмерной частоты . В результате вы-
явлено, что пара функций с одинаковым типом монотонности дает резонанс с низкой
добротностью (например, для наборов 2, 3, 10, 11), а «разноименные» по моно-
тонности функции дают резонанс с умеренной добротностью (наборы 5, 6, 7, 8). На
рис. 1 приведены зависимости J() для наборов 8, 10, а на рис. 2 изображена
окрестность второго резонанса.

Рис. 1. Зависимость J() для наборов 8 и 10
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Резонансы, имеющие различную добротность, в упругом случае и при наличии
затухания обладают этим же свойством. Рассмотрим наборы, аналогичные 3, 5:

набор 3+: ;
1

1
, 2241 




i

i
gfgf      набор 5+: .

1

1
, 2251 




i

i
gfgf

При анализе результатов будем различать антирезонансы двух типов. Назовем
антирезонансом первого типа такое значение частотного параметра, при котором
ток обращается в нуль, а антирезонансом второго типа будем считать такое его
значение, для которого амплитуда тока имеет локальный минимум.

Так, например, при  = 0,01,  = 1,5 получим графики АЧХ, тока и проводимости.
На рис. 3 наблюдается существенное различие зависимости |U(1,)| для наборов 3+
и 5+ в окрестности второго резонанса. Антирезонансы первого типа наблюдаются
для набора 3+, а антирезонансы второго типа, соответственно, для 5+.

На рис. 4 изображен график |J() |. Для набора 3+ второй резонанс практически
неразличим.

Рис. 3. Модуль смещения (сплошная линия  – набор 3+, точки  – набор 5+)
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Рис. 2. Зависимость J() в окрестности точки  = 6,3 (второй резонанс)
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Отметим, что амплитуда на графике проводимости при наличии затухания бы-
стро убывает. Приведем локальные рисунки в окрестности резонансов.

На рис. 5 изображен график функции, пропорциональной проводимости. Для
набора 3+ второй резонанс также практически неразличим.

2. Продольная поляризация пьезоэлектрического стержня

Рассмотрим установившиеся колебания с частотой  пьезоэлектрического
стержня длиной l, в котором пьезомодуль d33 зависит от координаты x3. Это возможно
как в результате реализации технологического процесса с заданием некоторого закона
изменения, так и вследствие воздействия неоднородных тепловых полей в процессе
эксплуатации, из-за чего возможна частичная располяризация, моделируемая описан-
ной выше зависимостью. Будем считать, что направление поляризации совпадает с
осью x3, торцы стержня электродированы (левый электрод закорочен), а колебания
возбуждаются осциллирующим потенциалом Vexp (it), подающимся на правый
электрод. Кроме того, считаем, что из компонентов тензора напряжений отличен от
нуля компонент 33 = 33(x3, t) и определяющие соотношения представимы в фор-
ме [2]:

.)(,)()(, 3,333333333,333333333,33,  эxdDxdxsuE (11)

Здесь u3(x3, t) – смещение стержня вдоль оси x3; s33 – упругая податливость; э33 –
диэлектрическая проницаемость;  – электрический потенциал.

Из уравнений движения для электроупругой среды в этом случае остаются два:

.0, 3,33
2

3,33  Du (12)

Обычно в задачах электроупругости составляется базовая система относительно
переменных u3 и , однако в рассматриваемом случае удобнее сформулировать ее
относительно неизвестных 33 и . Итак, используя (11) и (12), а также считая, что
торцы стержня свободны от усилий, сформулируем краевую задачу. Полагая x3 = x,
33(x3, t) = (x, t), u3(x3, t) = u(x, t) и отделяя частотный множитель, получим

,0)(,)()( 3,3,33333,3333
2

33, )()(  эxdxdxs
(13)

.)(,0)0(,0)()0( Vll 

Приведем задачу (13) к безразмному виду, вводя x = ly. Проинтегрируем второе
уравнение (13) и, найдя d33(x) – э33,3 = D30, исключим электрический потенциал
из задачи
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Рис. 5. Проводимость (сплошная линия – набор 3+, точки – набор 5+)
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Учитывая граничные условия для потенциала, получим интегральное соотно-
шение

.
)(1

0 33

3033 


V
э

Dxd
(15)

Введем безразмерные параметры и переменные:

,),()(),()( 33
222

3343333333
  slylsyfsyldyfd

,/, )()/()( 3033333333
*
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2*
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2 DdэsSsэdk 
где 

3333, sd  – характерные значения пьезоэлектрического модуля и податливости.
Получаем краевую задачу

.0)1()0(,)()()( ][ 3
2

3
2

4
2 )(  SSyfSyfkyfS (16)

Решение этой задачи строится, как и выше, методом пристрелки, а для определения
амплитуды тока в цепи I = –ibD30 найдем связь между параметрами V и D30, рассмат-
ривая соотношение (15):

.
1),()(

1

0 3
2

3330
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

dyySyfk

V
эD

Аналогично предыдущему введем Z = Vh/J и определим частоты резонанса и
антирезонанса.

Вводя функцию ),()()( 2
3

2
45 yfkyfyf   можно перенести полученные для T(y)

результаты на S(y) путем замены ).(),()(),( 5321 yfyfyfyf 

Вычислительные эксперименты – задача 2

Вычислительные эксперименты по анализу тока в зависимости от частоты для
второй задачи показали, что ток в окрестности первого резонанса крайне мало за-
висит от набора законов неоднородности, второй резонанс имеет низкую добротность
для наборов 2, 3, 4, 9, 10, 11 в сравнении с 5, 6, 7, 8; то есть при 2413 , ffff 
проявляются закономерности, аналогичные задаче 1.

На рис. 6 приведена зависимость тока с точностью до постоянного размерного
множителя в окрестности второго и третьего резонансов для наборов 3, 6, 8, 11.

Рис. 6. Зависимость I() для наборов 3, 6, 8, 11
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Вычислительные эксперименты показали, что третий резонанс смещен вправо
для наборов 5, 6, 7, 8.

На рис. 7 приведен график проводимости в окрестности второго и третьего ре-
зонансов. Выявлено, что точки резонанса и антирезонанса могут быть достаточно
близки. Так, для набора 7 резонансы тока происходят при значениях , равных
3,192627, 7,096901, 10,64060, а резонансы проводимости – при , равных 3,502554,
7,190873, 10,87557.

Заключение

Исследованы задачи для двух вариантов поляризации пьезоэлектрического ФГ-
стержня, построены численное и асимптотическое для низких частот решения. Изу-
чено влияние законов изменения свойств неоднородных податливости и пьезомодуля
на частотные характеристики. Выявлены отсутствие зависимости тока и проводимости
от законов неоднородности в низкочастотной области, различная добротность второго
резонанса, смещение третьего резонанса в зависимости от типа монотонности функций
неоднородности. Построены графики смещений, тока и проводимости от частотного
параметра. В рамках модели стандартного вязкоупругого тела и концепции комп-
лексных модулей учтено затухание. Найдены резонансы и антирезонансы двух типов.
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ON THE VIBRATIONS OF FUNCTIONALLY GRADED ELECTROELASTIC RODS

Vatulyan A.O., Yurov V.O.

Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russian Federation

The problems of steady-state vibrations of functionally graded electroelastic rods for two types of
polarization were investigated. The functional gradient is characterized by a change along the
longitudinal coordinate of the isothermal elastic compliance and the piezoelectric modulus. The
linear, quadratic and exponential laws of inhomogeneity are used in the work. To simulate damping,
a model of a standard viscoelastic body was used, which is used within the framework of the
concept of complex modules. For the numerical solution of the tasks set, the shooting method was
applied. In order to verify the computational scheme, an exact solution of the problem is constructed
for the case of constant properties. An analysis of the influence of the laws of inhomogeneity was
carried out for laws that have the same mean integral values. The amplitude-frequency characteristics
of current and conductivity are constructed. Antiresonances are investigated, the presence of two
types is established, depending on the laws of inhomogeneity. An asymptotic analysis of the problem
is performed for the case of low frequencies. It is shown that in the low-frequency range, the
mechanical longitudinal stress depends only on the law of change in the piezoelectric modulus,
while the displacement also depends on the law of change in elastic compliance. As a result of
computational experiments, the features of the current's amplitude-frequency characteristic (AFC)
structure in the vicinity of the second resonance were revealed. The AFC has a different quality
factor depending on whether the compliance functions and the piezoelectric modulus have the
same or different types of monotonicity. It is revealed that the first resonance from the frequency
range under consideration has low sensitivity to the laws of inhomogeneity, and the third resonance
is affected sufficiently by the inhomogeneity laws and can be used to determine the type of
monotonicity when solving inverse problems on reconstructing properties.

Keywords: functionally graded material, electroelasticity, vibrations, inhomogeneity, attenuation,
resonance, antiresonance, current, conductivity.


