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Предложен критерий оценки однозначности продолжения численного
решения нелинейной задачи деформирования мягкой оболочки из высоко-
эластичного материала, применимый в процессе проведения вычислений.
Критерий основан на исследовании свойств матрицы Якоби системы линейных
алгебраических уравнений, формируемых при использовании метода диф-
ференцирования по параметру, позволяющего свести решение нелинейной
краевой задачи к совокупности квазилинейной краевой и нелинейной начальной
задач и применить метод начальных параметров решения линейных краевых
задач. Для оценки однозначности продолжения решения в каждой точке
интервала интегрирования необходим контроль величин компонент вектора
правых частей разрешающей системы дифференциальных уравнений, а также
расчет определителя и ранга матрицы Якоби системы алгебраических уравне-
ний, формируемой в результате использования метода начальных параметров,
и вычисление ранга расширенной матрицы Якоби.

Для тестирования предложенного критерия рассмотрена задача статиче-
ского раздувания полусферы из неогуковского материала равномерно распреде-
ленным по меридиану давлением, решение которой при определенных зна-
чениях параметров численного алгоритма приводит к различным вычислитель-
ным сложностям – потере устойчивости счета, большой погрешности резуль-
татов расчетов, неоднозначности решения, причина которой требует дополни-
тельных исследований. Показано, что в точках, в которых возникают указанные
сложности, нарушаются условия определенности функции правых частей сис-
темы дифференциальных уравнений, сформулированные в рамках предложен-
ного критерия.

Ключевые слова: нелинейное деформирование, мягкая оболочка, метод
дифференцирования по параметру, бифуркация решения, особые точки.

Введение

Вопрос существования решения нелинейных задач, а также возможности и одно-
значности продолжения решения из некоторой точки в пространстве разрешающих
переменных задачи, как правило, рассматривается в литературе на примере некоторо-
го нелинейного операторного уравнения, записанного в векторной форме и содержа-
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щего параметр, в общем случае не являющийся параметром продолжения [1]. Для
изучения поведения решения уравнения при изменении его параметра используется
теорема о неявных функциях [2], формулирующая условия, при которых решения
уравнения в окрестности некоторой начальной точки пространства разрешающих
переменных являются однозначными непрерывными функциями параметра. Для
исследования вопроса однозначности продолжения решения из начальной точки
изучаются свойства матрицы Якоби (определитель и ранг) и расширенной матрицы
Якоби (ранг) рассматриваемого нелинейного операторного уравнения.

Условия существования и однозначности решения нелинейных дифференциаль-
ных уравнений в доступной литературе были сформулированы в [3], при этом рас-
сматривались задачи Коши. Однако применение указанных условий к нелинейным
задачам механики деформируемого твердого тела (МДТТ) затруднено, так как послед-
ние являются не начальными, а краевыми условиями, и их решение требует использо-
вания различных алгоритмов, в рамках которых непосредственная проверка выпол-
нения условий теорем [3] невозможна.

Одними из наиболее сложных нелинейных задач МДТТ являются задачи де-
формирования мягких оболочек из высокоэластичных материалов, постановка кото-
рых подразумевает учет и физической, и геометрической нелинейностей. По-види-
мому, по этой причине аналитические соотношения, определяющие условия бифур-
кации решения, получены в доступной литературе только для случаев раздувания
мягких оболочек канонических форм меридиана при простейших условиях нагру-
жения и закрепления [4–10].

При численном исследовании задач деформирования мягких оболочек более
сложной постановки, а также в ряде случаев при построении аналитического реше-
ния вопрос анализа поведения решения в окрестности точки бифуркации решается
непосредственно при оценке полученных результатов [11–17]. Однако в большинстве
публикаций вопрос исследования однозначности решения нелинейной задачи дефор-
мирования мягкой оболочки не обсуждается, а приводятся лишь результаты расче-
тов [18–23].

Таким образом, вопрос формулировки прикладных условий оценки однознач-
ности продолжения решения нелинейной краевой задачи, которые могут быть ис-
пользованы в вычислительной практике, представляется актуальным.

1. Условия однозначности продолжения
решения нелинейной краевой задачи

Рассмотрим соотношения двухточечной нелинейной краевой задачи вида

),,( px
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Здесь y – вектор искомых функций размерности n;  f – вектор-функция правых частей
системы дифференциальных уравнений размерности n;  p – параметр задачи.

Положим, что при некотором значении параметра p = p0 известно решение задачи
y(x, p0) = y0(x). Пусть неизвестная функция y(x, p) и параметр p являются непре-
рывными и дифференцируемыми функциями некоторого параметра , выбранного
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так, что 0000 )(),(),( ppxx  yy  при начальном его значении  = 0 . Продиф-
ференцировав по  нелинейную краевую задачу (1), (2), получим квазилинейную
краевую задачу
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Используя стандартный алгоритм метода начальных параметров для построения
решения краевой задачи (3), (4), из граничного условия на правом краю задачи по-
лучаем алгебраическое уравнение:
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где M(x)  – фундаментальная матрица; H(x) – частное решение системы уравне-
ний (3), (4); 12y  – неизвестный подвектор из граничных условий левого края размер-
ности n/2.

Полученное уравнение для нелинейной краевой задачи (1), (2) имеет тот же
смысл, что и уравнение продолжения для векторного операторного уравнения, пред-
ставленное в [1]. Поэтому матрицы )(,)()( 222222 ][ xxx MAJHAMAJ   ана-
логичны расширенной и исходной матрицам Якоби исследуемого в [1] операторного
уравнения, и для оценки однозначности продолжения решения задачи (1), (2) по
параметру  можно использовать свойства указанных матриц аналогично [1]: в
регулярных точках ,2/rangrang,0det n JJJ  и решение может быть од-
нозначно продолжено. В особых точках det J = 0. Если при этом ,2/rang nJ

,12/rang  nJ  то особая точка является предельной, и в ее окрестности возможно
успешное продолжение решения уравнения (1) после изменения параметра продол-
жения  [1]. При этом выбор параметра  (в частности, в форме, которая позволяет
избежать необходимости его изменения) может оказать существенное влияние на воз-
можность и эффективность продолжения решения в окрестности предельной точ-
ки. В тех случаях, когда в особых точках ,12/rangrang  nJJ  возможна бифур-
кация решения.

Подводя итог, сформулируем последовательность действий, необходимых для
проверки существования решения нелинейной краевой задачи и однозначности его
продолжения по параметру:

1) исследование определенности и непрерывности вектора правых частей разре-
шающей системы дифференциальных уравнений ),,( px yf  и матрицы ;/),,( yyf  px

2) вычисление определителя det J и рангов ,rang J ,rang J  где )( 22 xMAJ   и
].[ )()( 2222 xx HAMAJ    В точках, где продолжение решения однозначно, должны

выполняться условия ,0det J .2/rangrang n JJ
Следует также сформулировать критерий определенности и непрерывности функ-

ции, получаемой при расчетах, так как, к примеру, получение строгого нуля или бес-
конечного значения, используемых в теоретических выкладках для характеристики
определенности или непрерывности, в вычислениях невозможно. Однако в вычис-
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лениях возможно получение значений чисел, которые используемая среда програм-
мирования оценивает как бесконечные или неопределенные числа. Практика рас-
четов показала, что достижению этих значений предшествует непрерывный рост
порядков рассчитываемых величин. Представляется обоснованным остановить про-
цесс вычислений раньше, чем среда программирования выдаст сообщение об
ошибке, связанной с появлением недопустимо больших чисел. В качестве величины,
при достижении которой следует прекратить расчеты, назначим Kmax = 1016. При
оценке равенства нулю определителя матрицы будем считать нулевым значение
Kmin  10–4, а сравнение величин компонентов матрицы, необходимое для опре-
деления числа линейно независимых строк, будем проводить с точностью до четырех
значащих цифр.

2. Пример

Рассмотрим задачу о раздувании шарнирно опертой полусферы из неогуковского
материала равномерно распределенным по меридиану давлением. Отношение
радиуса недеформированной полусферы к ее толщине примем равным R0/h0 = 200.
Пусть для некоторого базового расчета начальное значение шага по параметру про-
должения 0 = 0,001, максимальное значение max = 0,01, величина предвари-
тельного давления p0 = 10–4, а регуляризация системы уравнений теории мягких
оболочек проводится на первых Nreg = 15 шагах по параметру продолжения. В ка-
честве параметра продолжения выберем прогиб полюса оболочки.

Как было показано в [24], при назначении иных величин указанных параметров
в ряде случаев возникают вычислительные сложности, связанные с получением либо
недопустимо больших чисел, либо ошибочного решения, либо большой погрешности
решения. Поэтому представляется целесообразной проверка выполнения условий
существования решения используемой в расчетах системы уравнений [25], а также
условий однозначности продолжения решения, сформулированных выше.

С этой целью введем:
1) при каждом обращении к вектору правых частей разрешающей системы урав-

нений ),,( px yf  контроль величин его компонентов, а также компонентов соответ-
ствующей матрицы ./),,( yyf  px  При превышении этими величинами значения
Kmax = 1016 будем считать условие непрерывности вектора правых частей и компонен-
тов соответствующей ему матрицы нарушенным;

2) при формировании системы уравнений (5) контроль значений определителя
det J и рангов ,rang J  .rang J  При этом значение mindet KJ  будем считать нулевым.

Таким образом, в процессе проведения расчетов при назначении величин
параметров вычислительного алгоритма, отличных от указанных выше, были выяв-
лены случаи нарушения условий существования решения, которые предваряли не-
прерывное возрастание величин компонентов искомого вектора разрешающих пере-
менных, названное в [24] потерей устойчивости счета:

1) при p0 = 10–5 на первом шаге по параметру продолжения решения в точке
меридиана x = 0,4688 третий компонент вектора правых частей системы дифферен-

циальных уравнений ;1061,1 max
16

3 Kf 
2) при max = 10–3 на 177-м шаге по параметру продолжения решения в точке

x = 0,1127 третий компонент вектора правых частей системы дифференциальных
уравнений ;1061,2 max

16
3 Kf 
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3) при регуляризации системы уравнений теории мягких оболочек на первых
Nreg = 5 шагах по параметру продолжения и расчете основного напряженного состоя-
ния по уравнениям равновесия деформированной оболочки на 47-м шаге по пара-
метру продолжения решения в точке меридиана x = 0,0579 первый компонент векто-
ра правых частей системы дифференциальных уравнений .101,1 max

18
1 Kf   При

этом при использовании уравнений технической теории мягких оболочек на всем
интервале решения задачи условия существования решения и единственности его
продолжения не нарушаются, то есть получаемая в этом случае большая погрешность
решения обусловлена лишь некорректным использованием системы уравнений тех-
нической теории мягких оболочек.

Аналогичные расчеты были проведены при назначении параметра продолжения
решения задачи в форме, предложенной В.И. Шалашилиным [1]. Было установлено,
что неоднозначность зависимости раздувающего оболочку давления от прогиба ее
полюса, возникающая при регуляризации системы уравнений теории больших
деформаций мягких оболочек на первых Nreg = 15 шагах по параметру продолжения
и расчете основного напряженного состояния по уравнениям равновесия недеформи-
рованной оболочки, сопровождается достижением вторым компонентом вектора пра-
вых частей системы дифференциальных уравнений величины max

16
2 1053,1 Kf 

на 52-м шаге по параметру продолжения решения в точке x = 0,5934.
Ни в одном из случаев возникновения сложностей получения численного реше-

ния, описанных в [24], не нарушалось условие ,det minKJ  а ранги матриц J и J
были равны n/2. Таким образом, к неограниченному возрастанию решения приво-
дило лишь нарушение условий, связанных с определенностью функции правых час-
тей системы дифференциальных уравнений.

Заключение

Сформулированы условия, позволяющие оценить возможность ветвления решения
нелинейной краевой задачи в процессе проведения вычислений и, следовательно, про-
яснить причину ряда затруднений, возникающих при построении численного решения.
В частности, проверка указанных условий дает возможность разделить причины рез-
кого изменения поведения решения, связанные с переходом на другую ветвь решения
и обусловленные накоплением вычислительных погрешностей.
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PROBLEMS SOLUTION BASED ON PARAMETER DIFFERENTIATION METHOD

Korovaytseva E.A.

Lomonosov Moscow State University, Institute of Mechanics,
Moscow, Russian Federation

Criterion of hyperelastic soft shell deforming nonlinear problem numerical solution continuation
uniqueness assessment is suggested in the work. The criterion can be used when carrying out
calculations. It is based on investigation of properties of Jacobi matrix of linear algebraic equations
system which is formed when using parameter differentiation method. This method allows reducing
nonlinear boundary value problem solution to a couple of quasilinear boundary value and nonlinear
initial problems and applying initial parameters method of solving linear boundary value problems.
For assessment of solution continuation uniqueness in each point of integration interval one needs
controlling magnitudes of resolving differential equation system right-hand sides vector components,
as well as calculating determinant and rank of Jacobi matrix of algebraic equations system formed
as a result of initial parameters method using, and expanded Jacobi matrix rank calculation.
For testing suggested criterion the problem of neohookean material hemisphere static inflation by
uniformly applied pressure is considered. Solution of this problem as certain values of numerical
algorithm parameters leads to various calculation difficulties – calculation stability loss, big errors
of calculation results, non-uniqueness of solution which reason requires additional investigations.
It is shown that in the points, where mentioned difficulties are met, determinateness conditions for
the function of right-hand sides of differential equation system formulated within the framework
of the suggested criterion are broken.

Keywords: nonlinear deforming, soft shell, parameter differentiation method, solution bifurcation,
critical points.


