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Рассматриваются трехмерные геометрически и физически нелинейные
задачи нестационарного деформирования конструкций. Определяющая система
уравнений формулируется в переменных Лагранжа. Уравнение движения
выводится из баланса виртуальных мощностей работы. Упругопластическое
деформирование конструкционных материалов описывается соотношениями
теории течения с изотропным упрочнением. Решение задачи основано на
моментной схеме метода конечных элементов. Дискретизация задачи по
пространственным переменным осуществляется восьмиузловыми конечными
элементами с полилинейными функциями формы аппроксимации скорости
перемещений. Интегрирование по времени выполняется по явной конечно-
разностной схеме типа «крест», которая не обладает свойством монотонности.
Из-за дисперсии в окрестностях разрыва схема порождает нефизичные осцил-
ляции, что существенно ограничивает область ее применимости. Для подавле-
ния высокочастотных осцилляций предлагается применять алгоритм консерва-
тивного сглаживания численного решения с пространственно-временным
анализатором монотонности. На основе этого алгоритма разработаны програм-
мные модули для вычислительного комплекса «Динамика-3». Проведена ве-
рификация разработанной методики и ее программной реализации путем реше-
ния в трехмерной постановке одномерной задачи о прохождении волны сжатия
по закрепленному упругому слою. Для сравнения получены результаты числен-
ного решения задачи по схеме «крест» без сглаживания, с линейной вязкостью,
с консервативным сглаживанием с применением пространственного и про-
странственно-временного анализаторов монотонности. Решена в трехмерной
постановке задача проникания упругого цилиндра в круглую стальную плас-
тину. Показано, что разработанная методика не только подавляет высокочас-
тотные осцилляции, но и препятствует развитию мод нулевой энергии. В задаче
с круглой пластиной без применения процедуры консервативного сглаживания
численного решения конечные элементы пластины в зоне соударения значи-
тельно искажаются, что приводит к досрочному прерыванию счета.
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Введение

В задачах динамики, связанных с ударным воздействием на среду или конструк-
цию, возникают особые проблемы, обусловленные наличием поверхностей разрыва.
При решении этого класса задач методами сквозного счета разрывы сеточных полей
аппроксимируются непрерывными функциями с большими градиентами. Окрест-
ность, на которую размазывается разрыв, определяется численной диссипацией
схемы. Поэтому при выборе метода сквозного счета предпочтение отдают схемам
повышенного порядка точности [1]. Линейные разностные схемы второго и более
высокого порядка аппроксимации немонотонны. Из-за дисперсии в окрестностях
разрыва они порождают паразитные, не имеющие физического смысла осцилляции,
локализованные в окрестности фронта ударной волны, вблизи точек разрыва гра-
ничных условий, в окрестности оси или точки симметрии в задачах с осевой или
сферической симметрией и т.д., что существенно ограничивает область примени-
мости таких схем [2]. Монотонные схемы лишены этого недостатка. Но в классе одно-
родных разностных схем свойством монотонности обладают схемы не выше первого
порядка аппроксимации [3]. Из-за большой аппроксимационной вязкости они
приводят к сильному размазыванию разрывов. Этот же недостаток затрудняет при-
менение искусственной вязкости [4]. В [5, 6] предложен способ построения моно-
тонных схем – метод коррекции потоков (method of Flux-Corrected Transport, FCT),
имеющий на гладких решениях второй порядок аппроксимации. Последующее
развитие FCT-метода отражено в [7–12]. В его основе лежит нелинейное консер-
вативное сглаживание, состоящее из двух характерных этапов: введения в схему диф-
фузионного оператора и последующего исключения диффузии. Исходя из [5, 6],
была разработана простая процедура нелинейного сглаживания, имеющая локальный
характер и не нарушающая консервативности разностной схемы [13–15]. В [16, 17]
на основе метода коррекции потоков разработан гибридный конечно-разностный
алгоритм для расчета динамических процессов деформирования оболочечных кон-
струкций. В [18] процедура консервативного сглаживания [14] обобщена на задачи
нестационарного деформирования упругопластических сред.

Для применения оператора монотонизации [14, 18] необходим четырехточечный
пространственный шаблон. Поэтому оператор не работает в приграничных контакт-
ных элементах, где обычно и генерируются осцилляции численного решения при
ударах и отскоках. Ниже излагается пространственно-временной анализатор моно-
тонности численного решения, реализуемый на двух слоях по времени независимо
от мерности задачи для каждой пары узлов конечного элемента, принадлежащих
одному ребру. Эффективность модифицированной методики подтверждена резуль-
татами верификационных расчетов.

1. Определяющая система уравнений

Предположим, что конструкция состоит из N подобластей )( ,1 Nii   и зани-
мает в пространстве в текущий момент времени t область ,

1
N

i i
  ограни-

ченную поверхностью .
1

N

i i
  Подобласть i может представлять собой мас-

сивное тело или оболочку. На граничной поверхности конструкции в общем случае
может действовать распределенная нагрузка, часть поверхности  движется с за-
данной скоростью. Между отдельными подобластями i возможно контактное вза-
имодействие. Деформирование конструкций рассматривается с позиций механики
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сплошных сред без введения упрощающих гипотез теории оболочек в тонкостенных
элементах. Для описания движения конструкции применяется текущая лагранжева
формулировка [19]. Введем обозначения: X = [X1 X2 X3]

T – неподвижная система
ортогональных координат; x = [x1 x2 x3]

T – локальный ортогональный базис,
отслеживающий движение частицы как жесткого целого; U = [U1 U2 U3]

T, u =
= [u1 u2 u3]

T – перемещения в общей X и подвижной x системах координат; P =
= [P1 P2 P3]

T – распределенная нагрузка; Pq – давление в области контакта
деформируемых тел; p, q – зоны приложения P, Pq; , G, g, g1, T – механические
характеристики материала (плотность, модуль сдвига, модули кинематического и
изотропного упрочнения, предел текучести);  = [11 22 33 12 23 31]

T,  =
= [11 22 33 12 23 31]

T – векторы-столбцы, составленные из компонент тензо-
ров деформаций и напряжений; аналогично образуются векторы-столбцы, состоящие
из шаровых v, v, девиаторных ,  упругих e и пластических p составляющих
деформаций и напряжений, компонент тензоров активных напряжений S и микро-
напряжений r. Точка над переменной означает частную производную по времени,
T – операцию транспонирования, D –  производную в смысле Яумана. В этих обозна-
чениях система уравнений, определяющая динамическое деформирование упруго-
пластической среды, записывается в виде:
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В (3) d – параметр, тождественно равный нулю при упругом деформировании
и определяемый при упругопластическом деформировании из условия прохождения
мгновенной поверхности текучести через конец вектора догрузки. Начальные значе-
ния задаются для всех компонент ,,, U  граничные условия – для .U  Положение
контактной поверхности и контактные усилия в общем случае неизвестны и опре-
деляются в ходе решения поставленной задачи. В зоне контакта рассматривается
непроникание по нормали и свободное скольжение вдоль касательной к поверхности
контакта:

,21
nn uu   (4)
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.,,0, 21
2121  iqqqq iinn (5)

Здесь 1, 2 – единичные векторы локального ортогонального базиса, n – вектор
нормали к поверхности контакта, нижний индекс i означает проекцию вектора на
оси подвижной системы координат, верхними индексами 1 и 2 обозначены номера
соответствующих подобластей, поверхности которых находятся в контакте. Связь
контактирующих подобластей полагается односторонней, то есть возможен отрыв
поверхностей друг от друга и повторное вступление в контакт. Поэтому условия
(4), (5) применяются только для сжимающих сил

.0),( ii
n nq (6)

2. Метод решения

Решение определяющей системы уравнений (1)–(6) основано на методе ко-
нечных элементов [20–25] и явной конечно-разностной схеме интегрирования по
времени типа «крест». Расчетная область покрывается лагранжевой сеткой из 8-
узловых конечных элементов. В узлах сетки определяются перемещения U, скорости
U и ускорения U  в общей системе координат т X, используемой для стыковки ко-
нечных элементов (КЭ). В каждом элементе вводится локальный прямоугольный
базис x, отслеживающий его вращение как жесткого целого пошаговым пересчетом
направляющих косинусов осей. Конечный элемент, в общем случае искаженный, с
помощью полилинейного изопараметрического преобразования отображается на
единичный куб –1  i  1:
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).,,( 321

8

1




k
k

k
ii NUU  (8)

Компоненты скорости деформаций ij  в локальном базисе x аппроксимируются
в КЭ линейными функциями:
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В (9) 
0
ij  – значения компонент скорости деформаций в центре КЭ (безмоментные

составляющие), а const/  kij
k
ij   – их градиенты (моментные составляющие).

Пластические и упругие компоненты деформаций могут иметь в пределах конечного
элемента нелинейную зависимость от пространственных координат. В соответствии
с этим значения пластических деформаций и напряжений определяются из урав-
нений состояния (3) в выбранных фиксированных точках конечного элемента, исходя
из линейного распределения полных деформаций. Для выполнения интегрирования
в уравнении баланса виртуальных мощностей (1) применяются квадратурные фор-
мулы [21]. После замены интегрирования по области  суммированием по конечным
элементам получается дискретный аналог уравнений движения:

},{][ }{ FUM  (10)

где [M ] – диагональная матрица масс; }{U  – вектор, составленный из ускорений
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узлов КЭ-сетки; {F} – результирующие узловых сил в общей системе координат X,
статически эквивалентные напряжениям в КЭ и внешней нагрузке на их гранях.

Численное определение контактного давления в зонах взаимодействия дефор-
мируемых тел и статически эквивалентных ему сил в узлах КЭ-сетки осуществляет-
ся из условий непроникания и законов сохранения массы и количества движения [25].

Для интегрирования определяющей системы уравнений по времени восполь-
зуемся явной конечно-разностной схемой типа «крест». Величина временных шагов
выбирается, исходя из условия устойчивости Куранта.

3. Метод консервативного сглаживания численного решения

Алгоритм сглаживания основан на законе сохранения импульса. Численное
решение осуществляется по схеме «предиктор-корректор». На этапе «предиктор»
по явной конечно-разностной схеме типа «крест» определяются предварительные
значения компонент скорости перемещений на новом временном слое:
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Предполагается, что в узлах КЭ-сетки перед выполнением процедуры сглажи-
вания численного решения сохранены компоненты скорости перемещений на преды-
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перемещений узлов КЭ-сетки осуществляется следующем образом:
1) в конечных элементах сетки расчетной области просматриваются все пары

узлов, образующие ребра;
2) в каждом узле j определяются компоненты ускорения в общем базисе на вре-
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3) условие монотонности записывается в виде
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4) на ребре КЭ-сетки между узлами  j – 1 и  j вычисляется поток количества дви-
жения
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5) поток количества движения корректируется с учетом условия монотонности
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6) определяется поток количества движения в узле КЭ-сетки

;2/12/1   jjj (16)

7) осуществляется коррекция компонент скорости перемещений
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где   1/12 – весовой коэффициент, регулирующий влияние корректирующих пото-
ков на численное решение. При суммировании по всей расчетной области корректи-
рующие потоки, определяемые по формулам (12)–(17), взаимно уничтожаются, что
обеспечивает в целом сохранение величины исходного импульса и консервативность
процедуры сглаживания численного решения.

Преимущества предлагаемого пространственно-временного анализатора моно-
тонности численного решения по сравнению с пространственным анализатором
таковы:

1) шаблон, необходимый для обработки сеточной информации, сокращается с
четырех до двух узлов;

2) обработка информации ведется по парам узлов, образующим ребра, не зависит
от линий сетки и может быть реализована на одном конечном элементе, а следова-
тельно, для любых типов конечных элементов и на нерегулярных сетках.

Следует отметить, что процедура консервативного сглаживания при любом
способе анализа монотонности вносит некоторую погрешность в кинематические
граничные условия, которая исправляется на шаге «предиктор». При исследовании
динамики тонкостенных конструкций на сетке с одним слоем конечных элементов
по толщине применение процедуры сглаживания приводит к чрезмерному гашению
колебаний по толщине. Этот недостаток в значительной степени устраняется при
допущении малых осцилляций решения. Для этого при выполнении неравенства

|||| 2/12/12/1
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полагается  j+1/2 = 0. Здесь || 2/1

nU  – максимальное значение скорости перемещений

в расчетной области,  – допустимая погрешность. При измельчении КЭ-сетки такой
подход приводит к сходящемуся решению, а при малом количестве элементов огра-
ничивает рост высокочастотных колебаний по толщине пластин и оболочек, что су-
щественно при исследовании их ударного взаимодействия со средами.

Изложенная процедура консервативного сглаживания численного решения с
пространственно-временным анализатором монотонности реализована в рамках
вычислительной системы «Динамика-3» [26].

4. Решение тестовых задач

Рассмотрена в трехмерной постановке одномерная задача о прохождении волны
сжатия по закрепленному упругому слою (рис. 1). Расчетная область представляла

собой параллелепипед, имеющий геометрические и ме-
ханические характеристики: L1 = 10 см, L2 = L3 = 1 см,
модуль объемного сжатия K = 1667102 МПа, модуль
сдвига G = 769,2102 МПа, плотность  = 7,8 г/cм3. Для
моделирования одномерного напряженно-деформиро-
ванного состояния, соответствующего бесконечному в
направлениях X2 и X3 слою, для всех узлов расчетной
области компоненты скорости 2U  и 3U  полагались рав-
ными нулю. При X1 = 0 задавалось граничное условие
для скорости перемещений:






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
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При X1 = L1 задавались условия жесткой заделки.
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Для решения задачи расчетная область разбивалась сеткой из 50 конечных эле-
ментов (N1 = 50, N2 = N3 = 1). Результаты решения задачи отображены на рис. 2, 3 в
виде распределения продольной скорости перемещений вдоль оси X1 в момент
времени t = 3,52t*, где t* – время одного пробега продольной волны в упругом слое.
На рис. 2 приведены результаты аналитического решения задачи (сплошная линия)
и численного решения по схеме «крест» без сглаживания (штриховая линия).

На рис. 3 представлены результаты численного решения задачи по схеме «крест»
с консервативным сглаживанием с применением пространственного (тонкая сплош-
ная линия) и пространственно-временного (штриховая линия) анализаторов моно-
тонности. Пунктирной линией на рис. 3 изображен результат решения задачи с при-
менением линейной вязкости [4], толстой сплошной линией показано аналитическое
решение.

Сравнительный анализ результатов решения показывает следующее.
1. Численный расчет разрывных решений без вязкости по явной схеме второго

порядка точности имеет осциллирующий характер (амплитуда осцилляций достигает
30% и более).

2. Линейная вязкость сильно сглаживает фронты импульса и понижает его
амплитуду.

3. Расхождение результатов решения задачи с консервативным сглаживанием с
пространственным [18] и пространственно-временным анализаторами монотон-
ности в описании фронтов импульса не превышает 3%.

Рассмотрим продольное соударение недеформируемого цилиндра (R = 1,275 см,
L = 4,7 см) массой 100 г c круглой стальной пластиной (R = 13 см, h = 4 см,
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 = 7,8 г/cм3, K = 166,7 ГПа, G = 76,92 ГПа, T = 500 МПа, g = 500 МПа), жестко
защемленной по контуру. В начальный момент времени для цилиндра задавалась
продольная скорость .с/м7500 U  В качестве расчетной области рассматривалась
1/2 часть цилиндра и пластины (X3  0), которые разбивались на 960 и 43520
конечных элементов соответственно (рис. 4).

На рис. 5 представлены конечно-элементные сетки в области контакта, полу-
ченные без применения (рис. 5а) и с применением консервативного сглаживания
численного решения (рис. 5б) в момент окончания счета. В результате соударения в
пластине образуются локальные зоны пластических деформаций, достигающие наи-
большего значения вблизи края кратера. Без применения консервативного сглажи-
вания численного решения удается проследить только начальную стадию процесса
соударения. Конечные элементы пластины в зоне контакта под действием удара
цилиндра значительно искажаются (см. рис. 5а) и после 20 мкс решение прерывается
из-за перехлеста отдельных конечных элементов. Применение процедуры консер-
вативного сглаживания устраняет перехлест конечных элементов и позволяет про-
следить процесс проникания до момента отскока ударника.

Заключение

Результаты верификационных расчетов показали, что предлагаемая процедура
консервативного сглаживания улучшает дисперсионные свойства конечно-разност-
ной схемы типа «крест» и замедляет развитие моды нулевой энергии КЭ-сетки
расчетной области (неустойчивость типа «песочные часы» [21]), возникающей в
локальных зонах интенсивных нестационарных воздействий.

Рис. 4

а)                                                                         б)

Рис. 5
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ALGORITHM FOR CONSERVATIVE SMOOTHING OF STRESS WAVES IN FEM

Bazhenov V.G., Kibets A.I., Demareva A.V., Kalinina Yu.A.

Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

Three-dimensional geometrically and physically nonlinear problems of nonstationary deformation
of structures are considered. The defining system of equations is formulated in Lagrange variables.
The equation of motion is derived from the balance of virtual work capacities. The elastic-plastic
deformation of structural materials is described by the relations of the flow theory with isotropic



342

hardening. The solution of the problem is based on the moment scheme of the finite element
method. The discretization of the problem by spatial variables is carried out by eight nodal finite
elements with multilinear functions of the approximation form of the displacement velocity. Time
integration is performed according to an explicit finite-difference scheme of the “cross” type,
which does not have the monotonicity property. Due to the dispersion in the vicinity of the gap, it
generates non-physical oscillations, which significantly limits the scope of its applicability. In this
paper, to suppress high-frequency oscillations, it is proposed to use an algorithm for conservative
smoothing of a numerical solution with a space-time monotony analyzer. Based on it, software
modules have been developed for the “Dynamics-3”  computing complex. Verification of the
developed technique and its software implementation was carried out by solving a one-dimensional
problem in a three-dimensional formulation of the compression wave passing through a fixed
elastic layer. For comparison, the results of numerical solution of the problem according to the
“cross” scheme without smoothing, with linear viscosity, with conservative smoothing using spatial
and spatiotemporal monotonicity analyzers are obtained. The problem of penetration of an elastic
cylinder into a round steel plate is solved in a three-dimensional formulation. It is shown that the
developed technique not only suppresses high-frequency oscillations, but also prevents the
occurrence of zero-energy modes. So, in the second problem, without using the procedure of
conservative smoothing of the numerical solution, the final elements of the plate in the collision
zone are significantly distorted, which leads to an early interruption of the calculation.

Keywords: nonlinear, non-stationary, monotonicity, finite element method, “cross” scheme,
smoothing.


