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Рассматривается начальный этап внедрения симметричного выпуклого аб-
солютно твердого ударника в изотропную упругую полуплоскость с учетом
трения. Замкнутая система уравнений представлена в прямоугольных де-
картовых координатах уравнениями движения однородной изотропной упругой
среды при отсутствии массовых сил в потенциалах перемещений, соотноше-
ниями Коши для деформаций, законом Гука для среды и уравнением поступа-
тельного движения ударника. Начальные условия однородные. На свободной
поверхности напряжения отсутствуют. Внутри области контакта полагается
равенство нормальных перемещений границы полуплоскости и поверхности
ударника, а также задается связь касательных и нормальных напряжений зако-
ном трения Кулона. В силу малой продолжительности сверхзвукового этапа и
малости радиуса области контакта полагается, что направление касательных
напряжений постоянно.

Разрешающие функциональные уравнения представлены в виде сверток
с функцией влияния. Последняя является решением исходной задачи для
полупространства со специальным граничным условием в виде дельта-функции
Дирака. Это решение находится в пространстве преобразований Лапласа по
времени и Фурье по пространственной координате. Для построения оригинала
применяется метод совместного обращения преобразований Фурье – Лапласа.

Решение построено на основе учета особенности начального этапа взаи-
модействия, а именно сверхзвуковой скорости расширения области контакта
(не меньше скорости распространения волн расширения-сжатия). Показано,
что в отличие от контактного давления кинематические параметры ударника,
результирующая сила и возникающие на границе области контакта разрывы
первого рода не зависят от трения. Приведены примеры расчетов для различных
коэффициентов трения.

Ключевые слова: нестационарный контакт, выпуклый ударник, упругая
полуплоскость, трение, преобразование Лапласа, результирующая сила, кон-
тактные напряжения.
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Введение

Нестационарные контактные задачи с подвижными границами являются одной
из наименее исследованных проблем механики контактного взаимодействия. Один
из подходов к исследованию подобных задач, основанный на решении интегральных
уравнений с ядрами в виде функций влияния, представлен в статьях [1–3]. Значитель-
ное количество публикаций посвящено численным методам решения, таким как
метод граничных элементов (МГЭ), метод конечных элементов (МКЭ) и др. [4–6].
Анализ обзорных трудов [7, 8] и ряда других работ [9–16] показывает, что в современ-
ных публикациях учет трения проводится преимущественно в стационарных задачах.
В предлагаемой статье рассматривается сверхзвуковой этап нестационарного взаи-
модействия абсолютно твердого выпуклого ударника и упругой полуплоскости с
учетом трения.

1. Постановка задачи

В прямоугольной декартовой системе координат Oxz рассматривается взаи-
модействие однородной изотропной упругой полуплоскости z  0 при отсутствии
массовых сил и движущегося вдоль оси Oz под действием силы P симметричного
выпуклого абсолютно твердого ударника. Задача полагается плоской, то есть все
искомые функции зависят только от координат x, z и времени .

Движение полуплоскости описывается уравнениями относительно скалярного
потенциала  и ненулевой компоненты  векторного потенциала перемещений
(точками обозначены производные по времени ) [17]:
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1, 2 – безразмерные параметры, характеризующие скорости распространения волн
расширения-сжатия и формоизменения.

Перемещения среды u1 и u3 вдоль осей Ox и Oz соответственно связаны с потен-
циалами:
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Ненулевые компоненты ij и ij тензоров деформаций и напряжений определяются
по формулам:
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Начальные условия полагаются однородными:
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Область контакта полагается односвязной с границей | x | = b().
Как показано в [18], до некоторого момента времени s область контакта расши-

ряется со скоростью, не меньшей скорости волн расширения-сжатия, что соответст-
вует неравенствам
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При этом возмущения не выходят за пределы области контакта (сверхзвуковой этап
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взаимодействия). Этот факт позволяет записать граничные условия для полуплос-
кости в виде:
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где u3b – перемещения границы ударника вдоль оси Oz,  – коэффициент трения.
Здесь принято, что в силу малой продолжительности этого этапа и малости ра-

диуса области контакта направление касательных напряжений во всей области кон-
такта постоянно. Кроме того, добавляются условия ограниченности компонентов
напряженно-деформированного состояния полуплоскости.

Задача внедрения ударника имеет вид:
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где m – масса ударника, h – его перемещение вдоль оси Oz (глубина погружения), R –
результирующая сила контактного давления p.

Радиус b()  области контакта определяется из условия пересечения поверхности
ударника z = f (x) + h с недеформированной границей полуплоскости:
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В силу симметрии функция f (x) четная, функция u3b в граничных условиях (7)
имеет вид:

,||)(H)()(),( ][][3 xbhxfxu b  (10)

где H(x) – функция Хевисайда [19].
Соотношения (1)–(10) представлены в безразмерных величинах (обозначены

штрихом, который в формулах опущен). Они связаны с размерными переменными
следующим образом:
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где L – некоторый линейный размер, t – физическое время,   и  – упругие постоян-
ные Ламе,  – плотность среды, c1 и c2 – скорости распространения волн расширения-
сжатия и формоизменения,  f – функция, описывающая форму ударника.

2. Определение глубины погружения ударника

Глубина погружения ударника находится из решения задачи (8), для замыкания
которой необходимо знать контактное давление. С использованием принципа супер-
позиции и граничных условий (7) и обозначения (8) контактное давление запишется
так (звездочки обозначают свертки по координате и по времени):
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Здесь  – поверхностная функция влияния для полуплоскости – напряжение 33,
определяемое как ограниченное решение задачи (1)–(5) с граничными условиями
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где  – дельта-функция Дирака [19].
Для определения функции  к начально-краевой задаче (1)–(5), (12) применяем

преобразования Фурье по x и Лапласа по  (F и L указывают на изображения, q и s –
параметры этих преобразований):
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Ограниченные на бесконечности решения представляем в виде:
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где C1 и C2 – функции, не зависящие от z.
Подставляя (15) в (14), находим изображения перемещений и напряжений:
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Из граничных условий в (13) с использованием (16) получаем следующую систему
линейных алгебраических уравнений относительно C1 и C2:
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Ее решение записывается в виде:
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На поверхности полуплоскости она имеет вид:
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Отметим, что при k = 0 это равенство совпадает с полученным в [18] равенством.
Для результирующей силы R() аналогично [18], учитывая, что носитель контакт-

ного давления совпадает с областью контакта, получаем
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Отсюда с использованием (12) и (17) приходим к равенству
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которое в пространстве оригиналов записывается в виде:
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Здесь учтено, что производная по времени, вычисляемая с помощью аппарата обоб-
щенных функций [20], имеет вид:
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При построении этой формулы использовано равенство
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а также четность функции  f (x) и уравнение (9).
Из (8) и (18) следует, что глубина погружения не зависит от учета трения, и все

полученные в [18] результаты для начального этапа взаимодействия в отношении
кинематики ударника остаются в силе и в рассматриваемой здесь задаче.

3. Контактное давление на начальном этапе взаимодействия

Как следует из (17), функция FL
*0  является однородной первой степени, поэтому

формулу (11) для контактного давления преобразовываем аналогично [18]:
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Здесь FL
*0  – однородная функция степени –1. Ее оригинал находим с помощью

алгоритма совместного обращения [19, 21], звездочкой обозначена свертка по вре-
мени . Выполняя с учетом (17) замену  = q/s, получаем
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Тогда оригинал 0*(x, ) находится из выражения:
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0   x  – аналитическое представление функции 0*(x,).

При вычислении пределов в (20) используем следующие соотношения [18]:
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Отметим, что полученная функция при k = 0 совпадает с функцией, приведенной
в [18].

Далее, используя полученные в [18] формулы и (10), равенство (19) приводим к
виду:
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Входящие сюда интегралы понимаются в смысле регуляризованных значений [20].
Выясним теперь, как ведет себя контактное давление на границах области кон-

такта x = ±b(). Вводя соответствующие параметры

,)( xb 
преобразовываем формулу (22):
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Выполняя предельный переход при   +0, получаем
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Отсюда следуют равенства
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Поскольку рассматривается сверхзвуковой этап взаимодействия, которому соот-
ветствуют неравенства (6), то b() –  > 0 при 0 <  < 1, где b(1) = 1. Учитывая, что
в силу (8) и (9) b(0) = 0, приходим к выводу, что функция b() –  удовлетворяет
теореме Ролля [22], причем ,01)( sb  где 0 < s < 1. Таким образом, на рас-
сматриваемом этапе взаимодействия при 0 <   s имеет место неравенство b() –
–> 0. Кроме того, по теореме Лагранжа [22] на интервале (t, ) существует такая
точка , что выполняется равенство ).)(()()( tbtbb  

 Из него следует неравен-
ство b() – b(t)   – t. Эти формулы показывают, что для функций в (24) выполняются
условия | bk±(, 0, t) |   – t, которые приводят к равенствам 0*[bk±(, 0, t),  – t] = 0
и, согласно (21), к виду формулы (23):

).()0,(0  hp 

Таким образом, на обеих границах области контакта давление имеет одинаковые
разрывы первого рода, которые не зависят от учета трения.

4. Пример

Полагаем, что материал полуплоскости – алюминиевый сплав с характеристиками:
 = 26,3 МПа,  = 51,1 ГПа,  = 2698,9 кг/м3 [23]. Остальные параметры задачи
считаем такими: .1,0),H()(,05,0,5,4 000  ppPVm

Для расчета кинематических характеристик применялся метод Рунге – Кутты чет-
вертого порядка. Интегралы в (22) вычислялись методом прямоугольников с ша-
гом 0,001.

На рис. 1 показано изменение давления по времени для различных значений про-
странственной координаты (для x = 0 – сплошная линия, x = 0,02 – штриховая линия,
x = 0,04 – штрихпунктирная линия).

0,04

0,02

p

0                0,01            0,02              

s

Рис. 1. Изменение давления по времени
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На рис. 2 представлено распределение давления по пространственной координате
в различные моменты времени (для  =  0,01 – сплошная линия,  = 0,02 – штриховая
линия). Графики построены при коэффициенте трения  = 0,2, что соответствует
контакту дюралюминия и конструкционной стали.

Результаты для давления при отсутствии трения отличаются менее чем на 2% и
поэтому на этих рисунках не приводятся.

Для более четкого выявления влияния трения проведены расчеты при гипотети-
ческом коэффициенте  = 0,8. Они представлены на рис. 3 и 4 сплошными линиями,
точками показано решение при контакте без трения. Здесь отличия от контакта без
трения заметны.

Заключение

Представлено решение задачи о внедрении симметричного выпуклого абсолютно
твердого ударника в изотропную упругую полуплоскость с учетом трения на сверх-
звуковом этапе взаимодействия. Показано, что результирующая сила контактного дав-

0,04

0,02

p

–0,06     –0,04     –0,02         0         0,02        0,04         x
0

Рис. 2. Распределение давления по пространственной координате

0,04

0,02

p

0                0,01           0,02              

s

Рис. 3. Изменение давления по времени при x = 0,02

Рис. 4. Распределение давления по пространственной координате при  = 0,02
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ления не зависит от трения. На границах области контакта давление имеет одинаковые
разрывы первого рода, также не зависящие от трения.

Решение является приближенным, поскольку не учитывается зависимость силы
трения от относительной скорости движения контактирующих поверхностей. Однако
оно может быть использовано в качестве начального приближения для общей задачи.
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TAKING ACCOUNT OF FRICTION AT THE INITIAL STAGE
OF INDENTATION OF CONVEX PUNCH INTO ELASTIC HALF-PLANE

Kazakov Yu.S.1, Tarlakovskii D.V.1,2

1Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation
2Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

The initial stage of indentation of a convex rigid punch into isotropic elastic half-plane with friction
is considered. A closed mathematical formulation in Cartesian coordinates is presented by equations
of motion in the absence of a body force for homogeneous isotropic elastic medium in terms of
displacement potentials, Cauchy equations for deformations, Hooke law and translational equation
for the punch. Initial conditions are homogeneous. Outside of contact region surface is free from
stresses. Inside contact region normal displacements of the surface of a half-space and the surface
of a punch are taken to be equal and the relation between tangential and normal stresses in a form
of Coulomb friction law is given. Due to the short duration of the supersonic stage and smallness
of the contact region radius the tangential stress direction is considered to be point independent.
Resolving functional equations are given in a form of convolutions with influence functions. The
latter is the solution the original problem for half-plane with a special boundary condition in a
form of the Dirac delta function. This solution is obtained in the domain of Laplace transform by
time and Fourier transform by spatial coordinate. The original is constructed with the combined
Fourier–Laplace inversion method.
Solution is given with consideration to the initial stage characteristic property of supersonic velocity
of contact region expansion (no smaller than propagation velocity of expansion-compression waves).
It is shown that kinematic parameters of the punch, resulting force and discontinuities of the first
kind on boundaries of the contact region are independent of friction unlike contact pressure.
Calculation examples for different values of friction coefficient are presented.

Keywords: transient contact, convex punch, elastic half-plane, friction, Laplace transform, resulting
force, contact stresses.


