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Построено точное решение квазистатической задачи об определении
напряженно-деформированного состояния полого цилиндра (толстостенной
трубы) из физически нелинейно вязкоупругого материала в случае задания ра-
диального перемещения внутренней поверхности трубы и давления на внеш-
ней поверхности, медленно меняющихся во времени, в частности задачи о ре-
лаксации напряжений в трубе. Предполагается, что материал однороден, изо-
тропен, несжимаем и подчиняется определяющему соотношению вязкоупруго-
сти Работнова с двумя произвольными материальными функциями (функцией
сдвиговой релаксации и функцией нелинейности), а краевые условия на торцах
трубы обеспечивают состояние плоской деформации. Полученные формулы
для напряжений содержат отношение радиусов трубы, заданное давление и
интегральные операторы от композиции материальных функций и истории
изменения перемещения внутренней поверхности трубы.

В случае задания постоянного радиального перемещения внутренней
поверхности трубы (в условиях релаксации) вычислены все интегральные
операторы, входящие в общее решение, и выведены простые алгебраические
формулы для деформаций и напряжений в любой точке трубы через мате-
риальные функции определяющих соотношений, отношение радиусов трубы
и заданное граничное перемещение, аналитически исследованы свойства
кривых релаксации в произвольной точке трубы, распределение напряжений
по радиальной координате и свойства средних по сечению окружных и осевых
напряжений. Установлено, что одна материальная функция управляет только
зависимостью напряжений от времени, а вторая – только зависимостью от
радиальной координаты, что окружное и осевое напряжения могут убывать,
возрастать и быть немонотонными по радиусу (в задаче о релаксации проис-
ходит разделение переменных и сфер влияния материальных функций). Дока-
зано, что в случае нулевого внешнего давления кривые релаксации модулей
всех напряжений во всех точках трубы подобны друг другу, убывают по времени
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и не имеют точек перегиба, отношение любых напряжений в любых двух точках
трубы не зависит от времени, а отношение средних по сечению окружных и
осевых напряжений зависит лишь от отношения радиусов трубы и не зависит
от времени, материальных функций и граничного перемещения (в отличие от
самих средних напряжений).

Ключевые слова: нелинейная вязкоупругость, упругопластичность, крае-
вая задача, свойства поля напряжений, релаксация напряжений, семейство
кривых релаксации, функция релаксации, функция нелинейности, несжимае-
мый материал, продольная сила.

Введение

Статические и динамические задачи о напряженно-деформированном состоянии
(НДС) однородных полых цилиндров и многослойных толстостенных труб, нагру-
женных давлением на внутренней и внешней поверхностях, в рамках теории упру-
гости (задача Ламе, задача Гадолина и др.) и разных вариантов упругопластичности
являются классическими из-за обилия приложений их результатов (расчет артил-
лерийских стволов, газопроводов, шлангов, обделок туннелей, скважин, шахт,
процессов запрессовки; проектирование труб и баллонов из функционально гра-
диентных материалов; расчет на ползучесть поверхностно упрочненных труб и труб,
подвергающихся агрессивным воздействиям среды; моделирование поведения кро-
веносных сосудов и т.п.) и благодаря возможности построить точное решение при
тех или иных упрощающих предположениях или хотя бы достаточно простой и эф-
фективный аналитически проработанный алгоритм вычисления приближенного
решения. Эти задачи хорошо исследованы (и продолжают исследоваться) в случае
упругих и упругопластических изотропных и трансверсально-изотропных материа-
лов без упрочнения и с линейным упрочнением [1–19] и в теории установившейся
ползучести, как правило, для степенной зависимости скорости ползучести от напря-
жения [7, 17, 20–22]. Строились решения в рамках линейной вязкоупругости, но,
как правило, не для произвольных функций сдвиговой и объемной ползучести, а
только для их конкретных классов, задаваемых конечным набором параметров
(например, задаваемых конечными суммами экспонент, то есть рядами Прони) и в
пространстве преобразований Фурье или Лапласа (Лапласа – Карсона) [23–27],
нередко – без восстановления оригиналов (из-за сложности или невозможности точ-
ного восстановления). При этом в большинстве случаев используется одно из трех
дополнительных упрощающих допущений, позволяющих, в частности, уменьшить
количество независимых материальных функций: 1) о несжимаемости материала,
2) о линейно упругой зависимости объемной деформации от среднего напряжения
(то есть об отсутствии объемной ползучести), 3) о независимости от времени коэф-
фициента Пуассона. Свойства построенных полей деформаций и напряжений не
подвергались системному аналитическому исследованию в общем виде при про-
извольных материальных функциях (МФ), а, как правило, рассчитывались на ком-
пьютерах для конкретных функций релаксации с несколькими параметрами. В случае
нелинейной вязкоупругости построение решений резко усложняется из-за неспра-
ведливости принципа соответствия Вольтерры и неприменимости классических ин-
тегральных преобразований.

В настоящей статье задача об определении и анализе НДС толстостенной трубы
исследуется для физически нелинейного изотропного несжимаемого материала,
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подчиняющегося определяющему соотношению (ОС) вязкоупругости Ю.Н. Ра-
ботнова:
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с четырьмя произвольными МФ R(t), (x), R0(t), 0(x) (R и R0 – функции сдвиговой
и объемной релаксации,  и 0 – функции нелинейности). ОС описывает изотер-
мические процессы деформирования нестареющих вязкоупругих материалов, свя-
зывая истории изменения тензоров напряжений (t) и малых деформаций (t) в
произвольной точке тела. В ОС (1) 0 = u /3 – среднее напряжение (первый ин-
вариант  (t)), (t) = 30 = ii – объемная деформация, e =  – 0I и s =  – 0I –
девиаторы тензоров, 5,0)( )2/3( ijijss  и 

5,0)( )2/3( ijijee  – интенсивности напря-
жений и деформаций (вторые инварианты девиаторов s и e); время и напряжение
предполагаются приведенными к безразмерному виду.

ОС (1) – один из естественных вариантов обобщения на сложное напряженное
состояние одноосного соотношения Работнова [21, 25, 27–33] с двумя МФ , 
(или R):
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получающийся в предположении изотропности и тензорной линейности материала,
отсутствия взаимного влияния шаровых и девиаторных частей тензоров (независи-
мости объемной деформации (t) от касательных напряжений, а сдвиговых дефор-
маций – от среднего напряжения 0(t)) и пренебрежения влиянием их третьих ин-
вариантов.

Предлагаемая статья продолжает цикл работ [34–40] по системному исследова-
нию ОС (1) с целью выявления комплекса моделируемых ОС (1) реологических
эффектов и границ области применимости, сфер влияния его материальных функций
и феноменологических ограничений на них, разработки способов идентификации,
верификации и настройки ОС. Такой анализ до сих пор не был проведен для ОС (1).
Подробные обзоры литературы и областей приложения ОС (3) приведены в статьях
[35–37]. Основные задачи статьи:

1) построить точное решение квазистатической задачи об определении НДС
толстостенной трубы из физически нелинейного вязкоупругого материала, подчи-
няющегося ОС (1) и постулату несжимаемости, в случае задания радиального пере-
мещения внутренней поверхности трубы и внешнего давления, медленно меняю-
щихся во времени;

2) получить общее выражение для полей деформаций и напряжений в трубе
при задании постоянного перемещения (деформации) на внутренней поверхности
трубы и уравнения кривых релаксации напряжений в произвольной точке трубы,
аналитически изучить их общие качественные свойства при произвольных матери-
альных функциях ОС (1);

3) подготовить фундамент для анализа и расчета НДС многослойных труб.
Родственные задачи об исследовании НДС трубы из материала, описываемого

ОС (1), в условиях ползучести (при задании внутреннего давления, а не перемеще-
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ния) и свойств кривой длительной прочности рассматривались автором в статьях
[38–40].

1. Определяющее соотношение Работнова,
ограничения на материальные функции, частные случаи

Одномерное ОС (3) предложено Ю.Н. Работновым [21, 25, 27–30] для описания
нелинейной ползучести как обобщение одноосного линейного ОС вязкоупругости
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посредством введения дополнительной МФ (u). В (4) и (3) функции релаксации
(ФР) R(t) и ползучести  (t) связаны интегральным уравнением [23]:

0),h()h( или  ttRt ΠR (5)

(h(t) – функция Хевисайда), выражающим условие взаимной обратности операторов
 и R в (4). В англоязычных публикациях ОС (3) именуется уравнением квазили-
нейной вязкоупругости (QLV), а его автором считается Y.C. Fung [41–50]. В [21, 25,
27–33 и др.] ОС (3) применялось к описанию одномерного поведения графита, ме-
таллов и сплавов, композитов, а в [41–50] – связок, сухожилий и других биологи-
ческих тканей.

В одномерном случае (3) обратное ОС имеет вид  = R() (композиция опера-
тора действия функции  и линейного оператора R из (4)). Обращение трехмерного
ОС (1) для любых возрастающих МФ  и 0 записывается в виде:
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1    L(t) = , L0(t) = 00, а функции ползучести (t), 0(t)
связаны с ФР R(t), R0(t) уравнениями вида (5). Из трех МФ , , R в ОС (3) лишь
две независимы, а в ОС (1) – четыре независимые МФ.

На функции релаксации и ползучести в ОС (1) и (6) наложим те же минимальные
ограничения, что и в линейной теории вязкоупругости: пусть (t), 0(t), R(t), R0(t)
положительны и дифференцируемы на (0, ), функции  и 0 возрастают и выпук-
лы вверх [51, 52], а R и R0 убывают и выпуклы вниз на (0, ); R(t) и R0(t) могут
иметь интегрируемую особенность или -сингулярность в точке t = 0 (слагаемое
(t),  > 0, (t) – дельта-функция). Из этих условий следует, в частности, существо-
вание пределов R(+) = inf R(t)  0, R(0) = sub R(t) > 0 ( y(0) = y(0+) – обозначение
для предела функции y(t) справа в точке t = 0; R(0) = +, если R(t) не ограничена)
и (0) = inf (t)  0.

На МФ  и 0 в ОС (3) и (1) (и на МФ (x) и (x)) наложим следующие ми-
нимальные требования [35–37]: функция (u) непрерывно дифференцируема и стро-
го возрастает на (0, ,  > 0, а (u) – на множестве ),,0()0,(     где –+ <
< 0, причем (0+) = 0 и (0+) = (0–) = 0 (иначе входному процессу (t) = 0 со-
ответствует ненулевой отклик (t)). Из возрастания (u) и (u) следует существо-
вание и возрастание обратных функций (x) = –1, x  (0, X ), X = sup (u) и  )(0 x

,1
0
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–
, x–), где x

–
  (– + 0), x– = (+ – 0), и обратимость ОС (1).

Примеры семейств функций, которые можно (и удобно) применять для задания
МФ ,  или , , приведены в [35–37]. В частности, для иллюстрации обнару-
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женных ниже свойств полей напряжений и деформаций трубы и кривых релаксации
и ползучести будут использованы модели с трехпараметрическими функциями ползу-
чести и релаксации (как у модели «стандартного линейного тела»):
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Между параметрами функций (7) есть связь, вытекающая из (5):

,,1,
1 1

cE

E

E

E

E 






 



(8)

где E и E – мгновенный и длительный модули модели,  = 1/ – время релаксации,
c = 1/ = E /E – время ретардации. Из E/E < 1 следует, что всегда c >  и  < .

Для задания МФ  и 0 в ОС (6) (или , 0) удобно семейство функций [36]:

.0,],1,0[,0,,0,)/)(1()/()( ][  CAnmxCxCxAxf nm (9)

При  = 0 и  = 1 получаются степенные функции, а при   (0, 1) и n > 1, m  (0, 1)
функция (9) имеет точку перегиба

.)1)(1()1(,),,(~ 1)/(1 ][   nnmmgmnCgx mn (10)

Меняя , можно совместить x~  с любой точкой x > 0. МФ (9) позволяют модели-
ровать кривые ползучести со всеми тремя стадиями, включая стадию разупрочнения
[36, 52], и диаграммы деформирования с выпуклым вниз начальным участком и
точкой перегиба, что невозможно при использовании линейного ОС (4) [37]. В случае
m = 1/n (10) принимает вид ,)1(~ )( 1/31 2

][  nnnCx  а семейство (9) при n 
 1+0 стремится к линейной функции y = AC –1x, то есть МФ  или  в ОС (3)
«исчезает» и одноосное нелинейное ОС (3) превращается в линейное ОС вязко-
упругости (4).

Отметим, что ОС (1) с (x) = x, 0(x) = x в трехмерном случае не совпадает с
линейным ОС вязкоупругости для изотропных сред

,,
3

2
)( 00  RR ijij ets (11)

так как (11) не обеспечивает пропорциональность девиаторов тензоров деформаций
и напряжений в случае сложных нагружений. Эти два ОС совпадают только на
множестве процессов простых нагружений ijij t  )(  при любых i, j (или простых
деформирований ,)( )ijij t   где ,0  а σ  – некоторый постоянный тензор, на
которых линейное ОС (11) обеспечивает пропорциональность девиаторов тензоров.
Из построенного ниже решения задачи об НДС трубы следует, что в любой точке
трубы реализуется процесс простого деформирования, и потому решение задачи
для ОС (1) с МФ (x) = Ax действительно совпадает с решением для линейно вязко-
упругого несжимаемого материала.

Если задать ФР постоянной (пренебречь сдвиговой релаксацией и ползучестью),
то ОС (1) для несжимаемого материала вырождается в ОС для нелинейно упругого
материала, или ОС для упрочняющегося упругопластического несжимаемого матери-
ала (без наследственности) с произвольной МФ (x), связывающей интенсивности
напряжений и деформаций в точности так, как в деформационной теории пластич-
ности (при активном нагружении). Тогда построенное ниже решение задачи о НДС
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трубы из материала, подчиняющегося ОС (1), превращается в классическое реше-
ние [1–9].

2. Постановка и построение решения краевой задачи
о нагружении трубы

Определим поля напряжений и деформаций в полом цилиндре из несжимаемого
однородного изотропного материала, подчиняющегося нелинейному ОС (1), когда
на внутренней поверхности цилиндра задано радиальное перемещение u1(t), t > 0
(или деформация), на внешней поверхности задано давление p2(t)  0 и нулевые ка-
сательные напряжения на обеих поверхностях (r1 и r2 – их радиусы при t = 0). Ис-
пользуя цилиндрическую систему координат, эти краевые условия можно записать
в виде
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Считаем, что функции u1(t) и  p2(t) не зависят от координат , z и меняются медленно
(или постоянны, как в задаче о релаксации напряжений), чтобы влиянием инерцион-
ных членов в уравнениях движения можно было пренебречь (квазистатическая по-
становка). В частности, интересен случай u1(t) = at, так как он приводит (как будет
показано) к нагружению трубы с постоянной скоростью деформации в каждой точке
и позволяет вывести уравнения семейства квазистатических диаграмм деформи-
рования.

Задача осесимметрична, и потому в любой точке (r, , z) в любой момент времени
все перемещения, деформации и напряжения не зависят от угла  и

,0)(,0,0   tuzr (14)

,),(,),(,)(),( ,,,
1

zzzrrrr utr
r

u
utr

r

u
uurtr 




 


 (15)

для радиального перемещения введено обозначение u = ur(r, t).
Будем считать трубу закрепленной на торцах так, что осевое перемещение и ка-

сательные напряжения на торцах (z = ±L) отсутствуют:

.0,0,0 
 LzrzLzzLzzu (16)

Тогда труба находится в состоянии плоской деформации, ur  и z не зависят от z и,
помимо (14), справедливы равенства

.0,0,0,0,0,0,0   zrzzzrzrz u (17)

В силу (14), (17) в любой точке трубы тензоры деформаций и напряжений диаго-
нальны:  = diag{r, , 0},  = diag{r, , z}, зависимости ненулевых компонент
от координат имеют вид: ur = ur(r, t), r = r(r, t),  = (r, t), r = r(r, t),  = (r, t),
z = z(t), а система уравнений равновесия среды эквивалентна лишь одному урав-
нению в проекции на радиус:

.0)(1
,  


rrr r (18)

Будем считать материал несжимаемым: r +  = 0, поскольку z = 0. Из (15) по-
лучим уравнение 0//  ruru  для u(r, t), откуда
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.0,,)( 21
1   trrrrtCu (19)

Из граничного условия (12) найдем C(t) = r1u1(t). Поэтому u = r1r
–1u1(t), а из (19) и

(15) все ненулевые деформации выражаются через заданную функцию u1(t):
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 (20)

Чтобы найти напряжения, воспользуемся ОС Работнова (1). В силу несжима-
емости материала ОС (1) редуцируется к одномерному ОС  = R() с двумя про-
извольными МФ  и R, связывающему интенсивности напряжений и деформаций,
и условию пропорциональности девиаторов из (1):

).(),()()(
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2
)( 1   Rtettts ijij (21)

Уравнение 0 = R00() не используется, и среднее напряжение будет найдено из
решения задачи, как обычно при использовании условия несжимаемости.

Поскольку  = diag {r, ,0} и 0 = 0, то девиатор деформаций имеет вид e =
= diag {r, ,0}, а интенсивность деформаций с учетом (20) запишется в виде:
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Девиатор тензора напряжений в любой точке тоже диагонален:
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Согласно (21) девиаторы пропорциональны, тогда из z = 0 следует z – 0 = 0 (при
тех t, когда (t)  0, то есть C(t)  0), таким образом
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Тогда |r – 0 | = | – 0 |, |r – z | = | – z | = 0,5|r –  | и потому
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Из условия (21)
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а из (20) и (22) находим:
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в силу (21) и (22) интенсивность напряжений равна
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 RR (25)

Вычитая формулы (24) друг из друга, найдем



175

  )(sgn
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и подставим это выражение в уравнение равновесия (18):
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то есть
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Проинтегрируем (26) от r1 до r, пользуясь перестановочностью операторов интегри-
рования по r и по , и сделаем замену переменной :|)(|3/2 2 tCx
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Введем обозначения ),(sgn)();1,0()/(,/ 2
211 tytzrrqrrr 

.0,)()(,)(
3

2
)(

3

2
)(

0

11
11

2
1    sdxxxsFrturtCty

s

(27)

Из (22):
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Полагая r = r2 в (28), из краевого условия (13) можем определить неизвестное нор-
мальное напряжение (давление) r(r1, t) = –p1(t) на поверхности r = r1:

.0,|)])(|(|))((|[)(
3

1
21  ttyqFtyFtzpp R (29)

Из возрастания (x) и условия (0) = 0 (тогда (x) > 0) следует возрастание
F(s) (27) при s > 0. Поэтому всегда справедливо неравенство F(| y(t) |) – F(q| y(t) |) >
> 0, так как q  (0, 1), и из положительности функции релаксации следует, что
функция f (t) = R[F(| y(t) |) – F(q| y(t) |)] положительна и потому sgn (p1(t) – p2(t)) =
= sgn y(t).

Подставив (29) в (28), получим выражение r через заданные функции u1(t) и
p2(t):
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Напряжения , z = (r + )/2 и 0 = z можно выразить из (24), (25):
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Интенсивности деформаций и напряжений вычисляются по формулам (22) и (25):
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Максимальное касательное напряжение
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Формулы (19), (20) для перемещения и деформаций в обозначениях (27) запишутся
в виде

;0,0,)(
2

3
),( 2

1  


zr uurtyrtru (34)

.0),,(),(,)(
2

3
),( 2  


 zr trtrrtytr (35)

Отметим важную особенность поля напряжений, вытекающую из линейности
оператора R (точнее, из структуры ОС и допущений, принятых при постановке
задачи): отношения разностей напряжений (отношения главных касательных
напряжений) не зависят от времени, радиальной координаты и от материальных
функций:
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так как
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Вычислив интеграл от напряжения (31) по отрезку [r1, r2], можно убедиться,
что он равен p1(t)r1 – p2(t)r2, то есть выполнено условие равновесия половины трубы
в проекции на ось, ортогональную z. Среднее значение окружного напряжения (31)
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Продольная сила N(t) и среднее осевое напряжение
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вычисляются интегрированием напряжения (32) по поперечному сечению трубы:
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(трудоемкие преобразования интегралов опущены). Знак силы (38) совпадает со
знаком разности qp1(t) – p2(t). Если p2(t) = 0, то отношение средних напряжений
(37) и (38) не зависит от нагрузки и от времени и :2/  z
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  (39)

В случае ОС (1) с ФР R(t) = E = const и произвольной МФ  общее решение
(30)–(35) превращается в решение для случая нелинейной упругости материала (или
упругопластичности при активном нагружении), поскольку МФ  связывает интен-
сивности деформаций и напряжений в точности так, как в деформационной теории
пластичности, и задает упрочнение материала. Действие оператора R на произволь-
ную функцию (см. (2)) сводится к умножению на E, и формулы (29)–(32) упростятся
и совпадут с классическими решениями [1–9]. Если дополнительно (x) = x, то
F(s) = s и поле напряжений совпадет с решением квазистатической задачи в рамках
линейной теории упругости:
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3. Задача о релаксации напряжений в трубе.
Общие свойства кривых релаксации

Рассмотрим задачу о релаксации напряжений в трубе, когда на внутренней по-
верхности трубы задано постоянное радиальное перемещение (или деформация) и
нулевые касательные напряжения, то есть граничные условия имеют вид (12), (13),
(16) и u1(t) = const в (12), u1 > 0. Эта модельная задача возникает с той или иной сте-
пенью идеализации, например, в следующих практических ситуациях: труба была
нагрета, посажена на жесткий стержень (штифт) радиусом r1 и охлаждена, или встав-
ленный в трубку упругий штифт нагружен сжимающей силой и распирает трубку
за счет поперечной деформации, или жидкость замерзла в трубе или цилиндрической
скважине и т.п. В этом случае y(t) = y0 = const, где ,/3/2 110 ruy   и все перемещения
и деформации (35) не зависят от времени:
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  ryrruryrryu zrr (40)

Интегральный оператор в (29) можно вычислить, учитывая, что Rch(t) = cR(t):
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Здесь учтено, что y0 > 0 и z(t) = sgn y0 = +1. Зная p1(t), все напряжения можно
вычислить по формулам (30)–(32), учитывая, что в них оператор R действует на функ-
ции, не зависящие от времени при t > 0, и потому образы пропорциональны функции
релаксации:
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Подставив (41) и вводя обозначения
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(эти функции зависят и от параметра трубы q, и от величины заданной при r = r1

окружной деформации u1/r1), получим
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).((),(3),( )max tRrStrtr  (46)

Таким образом, все напряжения (43)–(46) (точнее, их отклонения от заданной
величины –p2(t)) во всех точках трубы меняются со временем (релаксируют) по од-
ному и тому же закону, задаваемому функцией релаксации, а скорость релаксации
зависит от радиальной координаты. Если p2(t) = 0, то все кривые релаксации подобны,
все они пропорциональны R(t), |(t) |, |z(t) |, |r(t) |; (t) в любой точке трубы убы-
вают и выпуклы вниз (поскольку R(t) убывает и выпукла вниз) и отношение лю-
бых напряжений в любых двух точках не зависит от времени: i(r, t)/i(r, t) =
= Si(r)/Si(r). Конечно, в процессе релаксации в любой точке выполняется общее
свойство (36). Возрастание или убывание напряжений (43)–(45) по времени зависит
от знаков множителей ),(rSr  )(rS  и ),(rSz  даже в случае p2(t) = 0 знаки )(rS  и

)(rSz  могут быть разными.
Функция )(rS  положительна и убывает, так как (x) > 0 при x > 0, (x) воз-

растает и y0 > 0. Из (42) следует, что при любом ]/,1[ 12 rrr   ),()()( rSrSrS rz 
).()()( rrr rz   Поскольку q  (0, 1), ,12  rq  а функция F(x) возрастает

(F (x) = (x)/x > 0), то в силу (42) 0)( rSr  при 12 /rrr   и 0)/( 12 rrSr  (то естьсть
при r = r2), и потому r(r, t) < –p2(t)  0 во всех точках с r < r2, а r(r2, t) = 0 воз-
можно лишь в моменты времени, когда p2(t) = 0. В точках внешней границы трубы

0)(0)/( 12  rSrrSz  и 0)/( 12  rrS  для любых МФ, и потому кривые релаксации
(44) и (45) убывают и выпуклы вниз, а в случае p2(t) = 0 (r2, t) > 0 и z(r2, t) > 0.
Однако на внутренней границе (при )1r  значения Sz(1), S(1), (r1, t) и z(r1, t)
могут быть отрицательными даже в случае p2(t) = 0 (см. ниже).

Если p2(t) = const, все напряжения монотонны по времени, так как ФР монотонна.
Если p2(t) = 0, то кривые релаксации напряжений |(t) |, |z(t) | и |r(t) | в любой
точке трубы убывают и выпуклы вниз, поскольку ФР убывает и выпукла вниз; z(t)
и (t) убывают и выпуклы вниз лишь в тех точках, где 0)( rS z  и ,0)(  rS  а r(t)
всегда возрастает и выпукла вверх, так как .0)( rSr

Из (38) и (41) следует, что продольная сила, среднее осевое напряжение и среднее
окружное напряжение при релаксации выражаются формулами
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Если p2(t) = 0, то N > 0 и N(t) убывает, ибо F( y0) – F(qy0) > 0 в силу возрастания
F(x), и при t  существует предел
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1   RqyFyFqqqz

где .0)( R  Среднее окружное напряжение в силу (39) выражается формулой
),,,(1),,( )( 2/1  

 qtqqt z  положительно и убывает по времени. Если p2(t) =
= const > 0, то продольная сила может поменять знак (стать отрицательной) с течени-
ем времени вследствие убывания ФР. В частности, если предел R() равен нулю
(например, для модели с произвольным  и ФР (7) с E = 0, когда (7) вырождается
в ФР модели Максвелла), то ,),,( 2pqz  то есть все кривые релаксации

),,(  qtz  имеют общую горизонтальную асимптотуу ,2pz   не зависящую отт
q и .

С ростом параметра q (с убыванием относительной толщины трубы (r2 – r1)/r2 =
= 1 – q1/2 при фиксированной величине u1/r1, то есть фиксированном y0) интенсив-
ность напряжений (46) не меняется, функции ),,( qrSr ),( qrS  и ),( qrS z  возраста-а-
ют при любом r , так как слагаемое F(qy0) возрастает, и потому возрастают напря-
жения (43), (44), но не их модули.

П р и м е р  1 .  Рассмотрим ОС (1) со степенной функцией нелинейности

,0,)(  Axx (48)

и произвольной функцией релаксации (при  = 1 получим НДС трубы для линейно
вязкоупругого несжимаемого материала). Эта модель обеспечивает классическую
степенную зависимость кривых ползучести и скорости ползучести от уровня
напряжения (от его интенсивности при трехосном нагружении) [35, 36] и степенную
аппроксимацию диаграммы деформирования [37]. Для МФ (48) из (27) следует F(s) =
= A–1s и из (42)
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Продольная сила и среднее осевое напряжение вычисляются по формуле (47):
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а давление на внутренней поверхности и среднее окружное напряжение – по (37)
и (41):
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Отношение (52) не зависит от времени, МФ и перемещения. При q  1 (то есть
r1/r2  1)
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На рис. 1а приведены кривые релаксации напряжений (43)–(46) (графики их
зависимости от времени) в трех точках трубы с r = r1, r = (r1 + r2)/2 и r = r2 (кривые
1–3) для трубы с r2/r1 = 2 (q = 0,25) при задании окружной деформации u1/r1 = 0,01

)( 3/02,00 y  и внешнего давления p2 = 5. Предполагается, что материал описы-
вается ОС (1) со степенной МФ (48) и функцией релаксации (7), у которых A = 1,
 = 0,2, E = 200, E = E/3 = 200/3,  = 0,3 (время релаксации  = 1/ = 10/3, время
ретардации c = E/E  = 10). Графики r(t) показаны синим цветом, z(t) – голубым,
(t) – красным, графики интенсивности напряжений (46) – черные штриховые ли-
нии 1–3. Горизонтальные штриховые прямые – асимптоты кривых 1 (в точке с r = r1)
при t. На рис. 1б показаны кривые релаксации средних осевого и окружного
напряжений (50) и (51) )(( tz  – черным цветом, 2/)(t  – красным) для труб с
разными отношениями r2/r1 = 1; 5/4; 2; 4 (кривые 1–4) под той же нагрузкой, что и
на рис. 1а для той же модели с  = 0,2 и ФР (7). С ростом r1/r2 средние напряжения
возрастают (при = 0,2). Кривые 1 соответствуют предельному случаю r1/r2  1.
Горизонтальные штриховые прямые – асимптоты кривых )(tz  при t. С целью
сравнения с кривой 3 (для r2/r1 = 2) дублирована кривая релаксации z(t) в точке
r = (r1 + r2)/2 с рис. 1а (голубая кривая 3); так как она хорошо приближает кривую 3,
по ней можно с хорошей точностью вычислить кривую релаксации продольной силы,
умножив на площадь поперечного сечения.
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4. Зависимость напряжений от радиальной координаты
в процессе релаксации

Интенсивность напряжений (46) и максимальное касательное напряжение
убывают по r  в любой момент времени при любых МФ, а зависимость напряжений
(43)–(45) от радиальной координаты r  определяется свойствами трех множителей
(42) (то есть свойствами МФ ). Для произвольной ФР эти функции пропорциональ-
ны напряжениям (43)–46) при нагрузке p2(t) = 0 в любой момент времени (от ФР и
времени зависит только коэффициент подобия), в частности при R(t) = const функции
(42) совпадают с напряжениями в трубе из нелинейно упругого материала.

Функция )(rSr  всегда возрастает |)(|( rSr  убывает), так как F(s) возрастает:
.022)( 12

0
2

0
3

0 )()(   rryryFryrSr Поскольку R(t) > 0, напряжение r

возрастает по r  в любой момент времени, а |)(| rr  убывает. Функции )(rS  и )(rSz

могут быть немонотонными:
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то есть знак )(rS  совпадает со знаком функции (x) – 2x(x) при  2
0 ryx

,3/2 21
11

 rru  а он может быть разным. В частности, если (x) > 0, то (x)/x <
<(x) и ,0)(  rS  следовательно, )(rS  убывает. Для немонотонности )(rS  не-
обходимо, чтобы существовало решение уравнения ,0)(  rS  то есть чтобы уравне-
ние (x) = 2x(x) имело корни в интервале (qy0, y0).

 Существование экстремума )(rS  возможно, например, для бистепенной МФФ
(9) (см. ниже) или для МФ (x) = 

*
(1 – e–ax), x  0 [35, 37]. Для последней условие

экстремума )(rS  имеет вид 1 – e–ax = 2axe–ax, или (2ax + 1)e–ax = 1; это уравнение

всегда имеет решение (единственное) при x > 0, ибо функция y = (2ax + 1)e–ax обла-
дает свойствами y(0) = 1, y() = 0 и y(0) = a > 0: y = 2ae–ax – a(2ax + 1)e–ax =
= ae–ax(1 – 2ax), единственная точка экстремума функции y – точка x = 1/(2a). Меняя
a, можно сместить экстремум )(rS  (он лежит в интервале 1/(4a) < x < 1/(3a)) в лю-
бой заданный интервал (qy0, y0).

Исследуем модель со степенной функцией нелинейности (48) и произвольной
ФР. Из формул (49) следует, что ,0)(]1[0

1   rSqyA r )()()( rSrSrS rz  и
),(),(),( trtrtr rz   при всех  > 0. Зависимость напряжений (43)–(46) от r

определяется величиной , от которой зависит знак множителя при 2r  в формулах
(49), то есть характер монотонности )(rS  и )(rSz  (функция )(rSr  возрастает при
всех  > 0).

Напряжение r(r) возрастает при всех  > 0, r(r)  –p2(t) (и потому |r(r) |
убывает), окружное напряжение (r) возрастает при   (0; 0,5), как и ),(rS  убы-
вает при  > 0,5 (в этом случае 0)(  rS  при всех r  [r1, r2]) и не зависит от r при
= 0,5, а осевое напряжение z(r) возрастает при   (0, 1), убывает при > 1 и
постоянно по сечению при = 1 (в случае трубы из линейно вязкоупругого материала).

При любом > 0 функции ),(),( rSrS z  (r) и z(r) монотонны, поэтому наи-
большее значение они принимают при r = r1 или r = r2, то есть при 12 r  или

:2 qr 
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Условие > 1 достаточно, чтобы 0)( rS z  при всех r  [r1, r2], а условие > 0,5
достаточно, чтобы 0)(  rS  при всех r  [r1, r2]. Однако при достаточно малых 
(и достаточно больших r2/r1) функции )(rS  и )(rSz  могут принимать отрицатель-

точкевзначенияные  r = r1: так как S(r1, q,)  2 + ln q и Sz(r1,q,)  1 + ln q при
 0 (по правилу Лопиталя), то предел S(r1, q, ) < 0 при –ln q > 2, или ln (r2/r1) >
> 1, то есть r2/r1 > e, а Sz(r1, q, 0) < 0, если r2/r1 > e1/2. Таким образом, если p2 = 0,
напряжения  и z всегда положительны на внешней границе трубы (это доказано
при любых МФ), но на внутренней границе они могут принимать и отрицательные
значения (при малых  и q). Интенсивность напряжений (46) и максимальное
касательное напряжение максимальны на внутренней границе трубы: max = (r1).

На рис. 2а приведены графики функций (49) для моделей со степенной МФ (48)
с A = 1 и разными показателями  = 0,2; 0,3; 0,5; 1 (кривые 1–4) для трубы с r1/r2 =
= 4/5 (то есть q = 0,64, ])4/5;1[r  при задании окружной деформации u1/r1 = 0,01.
Графики )(rSr  показаны синим цветом, )(rSz  – голубым, )(rS  – красным, графики

)(rS  – черные штриховые линии 1–4. Эти графики пропорциональны эпюрам
напряжений (43)–(46) в трубе при нагрузке p2(t) = 0 в любой фиксированный момент
времени. Графики для  = 1 (кривые 4) помечены стрелками на концах (все они
близки к оси S = 0), в частности const,)( rSz  а )(rS  убывает. Графики для  > 1
еще ближе к оси и не показаны. На рис. 2б приведены графики функций (49) для
более толстой трубы с r1/r2 = 0,5 (q = 0,25, площадь поперечного сечения трубы
увеличилась в два раза) для тех же моделей с показателями  = 0,2; 0,3; 0,5, 1 (кри-
вые 1 –4) при задании той же окружной деформации u1/r1 = 0,01. Существенное от-
личие от рис. 2а – появление перемены знака у функций )(rSz  (эпюра ))(rz  при
 < 1 и увеличение |)(| rS z  (то есть |)| r  примерно в 3 раза.

На рис. 3а приведены зависимости напряжений (43)–(46) от r  в процессее
релаксации в трубе с r1/r2 = 1/2 под той же нагрузкой (u1/r1 = 0,01, p2 = 5), что и на
рис. 1, для той же модели с МФ (49) и (7), у которых  = 0,2, E = 200, E = E/3 =
= 200/3,  = 0,3. Эпюры напряжений (теми же цветами, что и на рис. 1 и 2) приведены
для трех моментов времени t = 0; ; 2 (кривые 1–3), штрихпунктирные кривые 4 –
предельные кривые для t = .

На рис. 3б приведены аналогичные эпюры напряжений (43)–(46) в процессе
релаксации в такой же трубе с r1/r2 = 1/2 под той же нагрузкой, но для модели с  =
= 0,8. Все напряжения на порядок меньше, )(r  убывает, поскольку  > 0,5.
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Для других МФ, в частности для бистепенной МФ вида (9) (или любой линейной
комбинации с положительными коэффициентами функций (48) с разными показа-
телями), функции )(),( rSrS z  и напряжения )(),( rr z  могут быть немонотон-
ными по .r

П р и м е р  2 . Рассмотрим ОС (1) с функцией нелинейности (9). Поскольку ли-
нейной комбинации  = c11 + c22, ci > 0, соответствует из (27) функция F = c1F1 +
+ c2F2, а ей, следуя (42), соответствуют )(),(),( rSrSrS zr   из таких же двух слага-
емых (построение функций Sr, S, Sz – композиция двух линейных операторов),
можно получить Sr, S, Sz для МФ (9) (с C = 1), суммируя два слагаемых вида (49) с
разными показателями:
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На рис. 4 приведены графики функций (53), (54) для моделей с бистепенной
МФ (9) с m = 1/5, n = 2, A = 1 и разными весовыми множителями .104 = 1; 5; 10; 15;
20 (кривые 1–5) для трубы с r1/r2 = 1/2 при задании той же окружной деформации
u1/r1 = 0,01, что и на рис. 2а, иллюстрирующие перераспределение напряжений по
сечению и возможность их немонотонности.
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Как следует из формул (43), (44), эти графики пропорциональны эпюрам
напряжений )(rz  и )(r  в трубе при нагрузке е p2(t) = 0 в любой фиксированный
момент времени (коэффициент подобия зависит от ФР и момента времени). С убы-
ванием  функции )(rSz  и )(rS  меняются от строго возрастающих (как на рис. 2а)
до имеющих минимум (графики 2, 3 – )(rS  и 1 – ))(rSz  и строго убывающих.

Заключение

Построено и аналитически исследовано точное решение квазистатической задачи
об определении напряженно-деформированного состояния толстостенной трубы из
изотропного вязкоупругого материала, подчиняющегося нелинейному ОС (1) с двумя
произвольными материальными функциями, в случае задания радиального перемеще-
ния внутренней границы трубы и давления на внешней границе, медленно меняющих-
ся во времени, в частности задачи о релаксации напряжений в трубе. В предположениях
несжимаемости материала и плоской деформации трубы поля перемещений, дефор-
маций и напряжений в любой момент времени выражены по формулам (32)–(34) через
отношение радиусов трубы, внешнее давление и интегральные операторы от ком-
позиции материальных функций и истории изменения перемещения внутренней по-
верхности трубы. Доказано, что если внешнее давление равно нулю, то отношение
средних по сечению окружных и осевых напряжений (37) и (38) не зависит от времени,
материальных функций и заданного на границе перемещения (в отличие от самих
средних напряжений), выражается формулой (39) через отношение радиусов трубы и
всегда больше двух. Показано, что при специальных выборах одной из материальных
функций найденные поля напряжений совпадают с известными классическими
решениями для несжимаемого материала в рамках линейной теории вязкоупругости,
нелинейной упругости или деформационной теории пластичности с произвольным
упрочнением.

В случае задания постоянного радиального перемещения внутренней поверхности
трубы (в условиях релаксации) вычислены все интегральные операторы, входящие в
общее решение, и выведены простые формулы (40), (43)–(46) для деформаций и на-
пряжений в любой точке трубы через материальные функции ОС (1), отношение
радиусов трубы и заданное смещение точек внутренней поверхности, аналитически
исследованы свойства семейств кривых релаксации в произвольной точке трубы, рас-
пределение напряжений по радиальной координате и свойства средних по сечению
окружных и осевых напряжений. Установлено, что одна материальная функция управ-
ляет лишь зависимостью напряжений от времени, а вторая – только зависимостью от
радиальной координаты (в задаче о релаксации происходит разделение переменных и
сфер влияния материальных функций ОС), что осевое и окружное напряжения могут
убывать, возрастать и быть немонотонными по радиусу. Доказано, что в случае нулевого
внешнего давления кривые релаксации всех напряжений во всех точках трубы подобны
друг другу, убывают по времени и не имеют точек перегиба, что отношение любых
напряжений в любых двух точках трубы не зависит от времени. Детально исследованы
специфические свойства поля напряжений (43)–(46) для ОС (1) со степенной мате-
риальной функцией нелинейности (48) с любым показателем и произвольной функции
сдвиговой релаксации. Найдены критерии возрастания или убывания напряжений по
радиальной координате в виде неравенств для показателя функции нелинейности.

Полученное решение краевой задачи при произвольных материальных функциях,
заданных граничных значениях и отношении радиусов трубы и проведенный анализ
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позволяют строить решения задач для составных труб из разных материалов, описы-
ваемых ОС (1) с разными парами материальных функций (в частности, линейно и не-
линейно упругих материалов), и определять контактные давления слоев (например,
«сэндвича» из внешних упругих слоев и вязкоупругого внутреннего слоя) [39].

Автор благодарен Московскому центру фундаментальной и прикладной матема-
тики за поддержку работы.
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EXACT SOLUTION FOR THE STRESS RELAXATION PROBLEM
IN A THICK-WALLED TUBE OF A NON-LINEAR VISCOELASTIC MATERIAL

OBEYING THE RABOTNOV CONSTITUTIVE EQUATION

Khokhlov А.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
North-Eastern Federal University  in Yakutsk, Yakutsk, Russian Federation

We constructed and studied analytically the exact solution of the quasi-static boundary value problem
for a hollow cylinder (a tube) made of physically non-linear homogeneous isotropic viscoelastic
material obeying the Rabotnov constitutive equation with two arbitrary material functions (a creep
compliance and a function which governs physical non-linearity). A time-dependent displacement
and zero shear stresses are given on the inside cylinder surface, a pressure (normal stress) is given
on outside surface and zero axial displacements and zero shear stresses are preset on the end cross
sections of the tube (thus, cylinder stress and plain strain are realized in a tube). We supposed that
a material is incompressible and that given boundary displacement and pressure vary slowly enough
with time to neglect inertia terms in the equilibrium equations. We obtained explicit expressions
for strains and stresses at any point via the ratio of a tube radii, given external pressure and integral
operators involving composition of two material functions of the constitutive relation and
displacement preset on the internal cylindrical surface.
In particular, assuming given boundary displacement and pressure are constant we considered the
stress relaxation problem. For arbitrary material functions, we calculated all the hereditary integrals
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involved in the general representation for the stress field and reduced it to simple algebraic formulas
convenient for analysis and use. We studied analytically general properties of the stress relaxation
curves at any point of a tube and features of stress distributions along radius. We proved that the
first material function (relaxation modulus) of the constitutive equation governs completely stresses
dependence on time and the second one (non-linearity function) governs only stresses dependence
on radial coordinate and found out that hoop stress and axial stress can change sign and can increase,
decrease and be non-monotone with respect to radial coordinate. In case of zero external pressure,
we proved that all stress relaxation curves at any point of a tube are proportional to each other
(ratio of stresses at different points doesn't depend on time), decrease with time and have no flexure
points. We also calculated integral mean values of axial and hoop stresses and discovered that their
ratio depends on thickness/radius ratio only and doesn't depend on time and material functions
although mean stresses do.

Keywords: quasi-linear viscoelasticity, elastoplasticity, boundary value problem, exact solution,
stress field properties, stress relaxation, relaxation curves family, relaxation modulus, non-linearity
material function, incompressible material, axial force.


