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Построено решение нестационарной динамической задачи для линейно-
вязкоупругого однородного бесконечно длинного цилиндра с жестким осевым
включением, подверженного воздействию осесимметричной радиальной на-
грузки, равномерно распределенной вдоль образующей. На поверхности кон-
такта с жестким включением перемещения равны нулю. Наследственные
свойства материала цилиндра учитываются с помощью линейного интеграль-
ного соотношения Больцмана – Вольтерра, а коэффициент Пуассона материала
считается не зависящим от времени. К исходной задаче применено интеграль-
ное преобразование Лапласа по времени и проведен анализ решения в изобра-
жениях. В случае, когда наследственное ядро является экспоненциальным
двухпараметрическим, оригиналы перемещения и напряжений построены в
форме рядов. Получены асимптотические формулы для напряжений за
фронтом, впервые пришедшим от нагруженной границы. Построенное решение
нестационарной задачи справедливо во всем диапазоне изменения времени и
не требует, чтобы вязкость была малой. С помощью построенного решения
для случая экспоненциального ядра релаксации проведены исследования
волнового процесса в поперечном сечении цилиндра при различных исходных
данных. Установлено, что в случае сжимающей внешней нагрузки на границе
контакта с жестким включением в определенные моменты времени возникают
существенные растягивающие напряжения. Они уменьшаются с ростом пара-
метра, характеризующего вязкость материала. При ступенчатом изменении во
времени внешней нагрузки исследована зависимость максимальных растяги-
вающих напряжений на границе с жестким включением от относительного
радиуса включения и параметра вязкости материала.
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Введение

Важным направлением в области изучения волновых процессов в вязкоупругих
телах являются аналитические и численно-аналитические исследования. Публика-
ции, внесшие существенный вклад в развитие этого направления, появились  несколь-
ко десятилетий назад [1–6]. В последующие годы аналитические методы в этой об-
ласти продолжали разрабатываться [7–10], в том числе в сочетании с численными
методами. Примером такого сочетания является метод граничных интегральных
уравнений [11], с помощью которого исследовались динамические процессы в вязко-
упругих средах [12]. В последнее время появляются публикации по динамике вязко-
упругих конструкций в рамках моделей с операторами дробного порядка [13–15] и
развиваются методы исследования динамики вязкоупругих тел из материала с отри-
цательным коэффициентом Пуассона (ауксетика) [15]. Заметим, что в большинстве
работ одной из основных операций, помимо прочего, является интегральное преобра-
зование Лапласа по времени.

Следует подчеркнуть особую роль экспериментальных и теоретических исследо-
ваний, посвященных идентификации параметров модели вязкоупругого материала
при динамических процессах [16]. Отметим статьи последнего периода, посвящен-
ные изучению гармонических волн в средах с вязкоупругими свойствами [17] и ди-
намике вязкоупругих тонкостенных конструкций [18–20]. Вместе с тем, несмотря
на достижения в рассматриваемой области, известные результаты не являются ис-
черпывающими. Построение решений динамических задач вязкоупругости в форме,
удобной для анализа и проведения расчетов, по-прежнему актуально.

Цель настоящей статьи – исследование переходных волновых процессов в ли-
нейно-вязкоупругом цилиндре с жестким осевым включением на основе решения со-
ответствующей начально-краевой задачи. Выражение для перемещения в такой зада-
че (как пример без пояснений) приводилось ранее [21], однако здесь обсуждается по-
строение решения и анализируется волновой процесс при разных исходных данных.

1. Постановка задачи

Рассмотрим изначально покоящийся бесконечно длинный линейно-вязкоупругий
цилиндр, внутренняя поверхность которого непрерывно контактирует с абсолютно
жестким коаксиальным включением, а внешняя, начиная с момента t = 0, подверже-
на воздействию равномерно распределенной радиальной нагрузки P(t) (рис. 1).

P(t)

R1

Рис. 1. Схема нагружения поперечного сечения

R0
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Вязкоупругие свойства материала будем учитывать в рамках линейной модели
Больцмана – Вольтерра, считая, что коэффициент Пуассона не зависит от времени:
  0, и, значит, вязкость характеризуется одним ядром релаксации T(t).

Используя полярную систему координат R,  с началом в центре поперечного
сечения цилиндра, введем безразмерные величины:
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где t0 = R1/c; R0, R1 – внутренний и внешний радиусы цилиндра;  /)2( 00c –
скорость продольных упругих волн; uR – радиальное перемещение; RR,  – ра-
диальное и кольцевое напряжения; P0 – безразмерная константа; 0, 0 – упругие
коэффициенты Ламе;  – плотность.

Математическая постановка задачи включает в себя уравнение динамики
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начальные условия
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Точка над функцией означает производную по , штрих – производную по r.

2. Построение решения

Применим интегральное преобразование Лапласа по времени, обозначив изо-
бражения функций u(r, ), 1(r, ), 2(r, ), (), f () соответственно через U(r, s),
S1(r, s), S2(r, s), (s), F(s) (s C ). Решение задачи в изображениях для перемещения
и напряжений будет иметь вид:
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I0, I1 – модифицированные функции Бесселя; K0, K1 – функции Макдональда.
Из формул (5), (6) следует, что на границе r = r0 напряжения связаны соотно-

шением
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а если существует (0), то исследование при s  дает оценку 1(r0, ) за первым
фронтом, пришедшим на эту границу (здесь и далее h() – функция Хевисайда):
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Если  f () = h(), то при r = r0 получим оценку скачков напряжений на первом
фронте:
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При r0 < r < 1 для 1(r, ), 2(r, ) соотношение, аналогичное (7), не выполняется
при всех , но за первым фронтом, пришедшим в точку r, при   1 – r справедлива
оценка:
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Пусть  f () = h(). Обозначим перемещение, напряжения и их изображения при
этом как .,,, )()()()( h
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jS  будут только s = 0 и корни уравнений 22 )( ks   (k = 1, 2, 3, …), где k R –

собственные частоты свободных колебаний упругого цилиндра при свободной внеш-
ней поверхности r = 1. Предельными точками множества полюсов указанных функ-
ций, помимо бесконечно удаленной точки, являются корни уравнения 1 – (s) = 0.

Рассмотрим случай, когда ядро релаксации материала имеет вид

.,,)(,2/0),(exp)( const


 ba
bs

a
sbaba (8)

Тогда изображения )()( , h
j

h SU  не имеют точек ветвления [22]. Удалось доказать, чтоо
все полюсы этих изображений простые. С учетом асимптотического поведения  U (h),
Sj

(h) при s , а также в окрестности предельной точки s
*
 = a – b множества полюсов

,, )()( h
j

h SU  оригиналы 
)()( , h

j
hu  представляются в виде рядов по вычетам ( j = 1, 2):

,)(),(2)(,)(),(2)(
1

)2(
0

)0()(

1

)1(
0

)0()( 









k

kkjj
h
j

k
kk

h rYPrrYPruu (9)



9

где

,)1(
)21(

1
)(,

/1
)(

2

01

00
0

)0(0

0

0)0(



























 

r

r

r
Qr

r

r

r

r

ba

Q
ru j

j





 )(exp)()(,

1)21(

)21( )()(
2
00

000
0 kk

mm
k zzg

r

rP
Q

...,,3,2,1,2,1,)(exp)(Re2 ][ )()(  kmiig kkkk
m

),(2)34(2)(,
)(

))((
)(,

)(

)(
)( 2)2(

2
)1( abbsabssq

sq

bsabs
sg

sq

bs
sg 







,)()()()(
/)(

1
),( ][ 101101 


 rJrNrNrJ

ddX
rY









 





r

rN
rNwrJ

ddX
rY

)(
)()(

/)(

1
),( 1

0011

,
)(

)()( 1
001








 


r

rJ
rJwrN









 





r

rN
rNwrJ

ddX
rY

)(
)()1()(

/)(

1
),( 1

0012

,
)(

)()1()( 1
001








 


r

rJ
rJwrN

],[][ )()()()()()()( 01010101  NwrJJwJrNX N

J0, J1, N0, N1 – функции Бесселя 1-го и 2-го рода нулевого и первого индекса.
Действительные величины (упомянутые выше частоты упругих колебаний)

k > 0 (k = 1, 2, 3, …) являются положительными корнями уравнения X() = 0,
величины zk и k + ik (k > 0, zk < 0, k < 0, zk  –b, zk  a – b) для каждого k = 1, 2,
3, … представляют собой действительный и один из комплексно-сопряженных
корней кубического уравнения ,0)(2223  absbss kk  k = 1, 2, 3, ... В про-
цессе расчетов с конкретными исходными данными корни кубического урав-
нения для каждого k 

вычислялись по формуле Кардано.
При других функциях внешней нагрузки f () решение строится на основе вы-

ражений (9) с использованием известной операции свертки.

3. Результаты вычислений

Представим результаты расчетов относительного радиального напряжения 1 =
= 1/P0 = RR /(20P0), выполненных на основе полученных формул при r0 = 0,4,
0 = 0,3. На рис. 2 показано изменение во времени величины 1 на границе r = r0

для случая  f () = 1 – exp (–1000),  > 0 (сглаженная единичная ступенька). График 1
(тонкая сплошная линия) соответствует линейно-упругому материалу, остальные
три – линейно-вязкоупругому с ядрами вида (8) при a = 0,1, b = 1 (график 2,
пунктирная линия), a = 0,2, b = 1 (график 3, толстая сплошная линия) и a = 0,45,
b = 1 (график 4, толстая штрихпунктирная линия). Отрицательные напряжения
являются сжимающими (P0 > 0).

На рис. 3 показаны результаты при r0 = 0,08 (прочие исходные данные те же).
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Как видим, на контакте с жестким включением в определенные моменты времени
может возникать существенное растягивающее радиальное напряжение. Относи-
тельное кольцевое напряжение 2 = 2/P0 в точке r = r0 при любом  > 0 отличается
от 1 только постоянным множителем (7). Заметим, что большие растягивающие
напряжения могут быть причиной разрушения (отслоения) материала, при этом
вязкость приводит к их уменьшению с течением времени.

Исследована зависимость от r
0
 максимального относительного растягивающего

напряжения 1
(max) в точке r = r0 за время от начального момента до моментов  порядка

нескольких сотен. Заметим, что столь широкий временной диапазон оправданно
выбирался в случае упругого материала, при наличии вязкости (вследствие затухания
нестационарного процесса) этот диапазон можно было существенно уменьшить в
зависимости от значений параметров вязкости. На рис. 4 для случая 0 = 0,3 и
нагрузки  f () = 1 – exp (–1000) представлены графики 1

(max)(r0) для упругого
материала (график 1) и вязкоупругого при тех же ядрах, что и ранее: a = 0,1, b = 1
(график 2), a = 0,2, b = 1 (график 3) и a = 0,45, b = 1 (график 4). Точками отмечены
результаты расчетов, графики получены путем соединения этих точек. Установлено,
что при небольших r

0
 максимальные растягивающие напряжения достигаются на

первом фронте растяжения, пришедшем в точку r = r0 (см. рис. 3). Однако, если
параметр вязкости материала a не слишком велик, то с увеличением r

0
, начиная с

некоторого его значения r0
*, этот максимум достигается уже не на первом, а на каком-

либо из последующих фронтов растяжения, пришедших после отражения от
нагруженной границы, что и наблюдается на рис. 2. Именно с этим связаны резкие
изменения наклона графиков на рис. 4 при a = 0; 0,1; 0,2 и небольших r0, причем

Рис. 2. Графики 1(r0,) без учета и с учетом вязкости, r0 = 0,4
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Рис. 3. Графики 1(r0,) без учета и с учетом вязкости, r
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соответствующее значение r0
* зависит от параметра вязкости a. Также видно, что с

увеличением a и r0 растягивающие напряжения постепенно исчезают.

Заключение

В случае двухпараметрического экспоненциального наследственного ядра
решение рассматриваемой задачи построено в форме ряда. Оно справедливо во всем
диапазоне изменения времени и не требует, чтобы вязкость была малой. С помощью
построенного решения для случая экспоненциального ядра релаксации проведены
исследования волнового процесса в поперечном сечении цилиндра при различных
исходных данных. Установлено, что в случае сжимающей внешней нагрузки на границе
контакта с жестким включением в определенные моменты времени возникают суще-
ственные растягивающие напряжения. Они уменьшаются с увеличением параметра,
характеризующего вязкость. При ступенчатом изменении во времени внешней на-
грузки исследована зависимость максимальных растягивающих напряжений на гра-
нице с жестким включением от относительного радиуса включения и параметра вяз-
кости материала.
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NON-STATIONARY WAVES IN A LINEAR-VISCOELASTIC CYLINDER
WITH RIGID INCLUSION**

Korovaytseva E.A.1, Pshenichnov S.G.1, Bazhlekova E.2, Zhelyazov T.3

1Lomonosov Moscow State University, Institute of Mechanics,
Moscow, Russian Federation

2Institute of Mathematics and Informatics Bulgarian Academy of Sciences,
Sofia, Bulgaria

3Technical University of Sofia, Sofia, Bulgaria

We have constructed a solution to a non-stationary dynamic problem for a linear-viscoelastic
homogeneous infinitely long cylinder with a rigid axial inclusion exposed to an axisymmetric
radial load uniformly distributed along the element of cylinder. On the contact surface with a rigid
inclusion, the displacements are equal to zero. The hereditary properties of the material of the
cylinder are taken into account using the Boltzmann–Volterra linear integral relation, and the Poisson's
ratio of the material is considered time-independent. The integral Laplace transform in time is
applied to the initial problem and the analysis of the solution in images is carried out. In the case
when the hereditary kernel is exponential two-parameter, originals of the displacement and stresses
are constructed in a form of series. Asymptotic formulas for the stresses behind the front that first
came from the loaded boundary are obtained. The constructed solution to the non-stationary problem
is valid over the entire time range and does not require that the viscosity be small. With the help of
constructed solution for the case of an exponential relaxation kernel, investigations of wave process
in cylinder cross-section with various initial parameters are carried out. It is established that in the
case of a compressive external load, significant tensile stresses occur at certain moments at the
contact boundary with a rigid inclusion. They decrease with the growth of the parameter
characterizing the viscosity of the material. With a stepwise change in time of the external load, the
dependence of the maximum tensile stresses at the boundary with a rigid inclusion on the inclusion
relative radius and the viscosity parameter of the material is investigated.

Keywords: viscoelastic body, non-stationary wave process, relaxation kernels, waves in a cylinder,
Laplace transform.
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