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Предложен способ усовершенствования алгоритма решения нелинейных
начально-краевых задач механики тонкостенных конструкций. Алгоритм
основан на использовании метода прямых и метода дифференцирования по
параметру и ориентирован на анализ поведения составных конструкций при
произвольной физической и геометрической нелинейности. Очевидно, что чем
меньше ограничений налагает на постановку задачи вычислительный алгоритм,
тем больше особенностей его реализации необходимо учитывать при разработ-
ке соответствующего программного модуля. Недостатком универсальности
рассматриваемого в статье алгоритма является то, что его прямое применение
в ряде случаев может привести либо к ошибочным результатам, либо к потере
устойчивости счета. Для устранения упомянутых проблем предлагается исполь-
зование метода автоматической сегментации как одного из этапов алгоритма.
Суть метода заключается в проверке выполнения условия ортогональности
нормированных интегральных матриц исходной и сопряженной систем диф-
ференциальных уравнений задачи на этапе препроцессирования. В тех точках
интервала интегрирования, в которых нарушается условие ортогональности,
выполняется сегментация интервала. Для тестирования указанного подхода
рассмотрены имеющие аналитическое решение задачи динамического разду-
вания бесконечного цилиндра из материала Муни – Ривлина и сферы из нео-
гуковского материала внезапно приложенным давлением. Показано, что метод
автоматической сегментации позволяет повысить точность определения пери-
ода и амплитуды колебаний, а также скорость сходимости итерационных про-
цессов. Рассмотрена не имеющая аналитического решения задача динами-
ческого раздувания заделанной полусферы из неогуковского материала внезап-
но приложенным давлением. Выработаны критерии, на основе которых пред-
лагается подход к назначению параметров вычислительного алгоритма, позво-
ляющих получить корректное решение.

Ключевые слова: нелинейная динамика, метод дифференцирования по
параметру, метод сегментации, мягкая оболочка, высокоэластичный материал.
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Введение

Задачи динамики мягкооболочечных конструкций исследуются на протяжении
более 60 лет. При этом, как правило, либо моделируется поведение конкретных
судовых или парашютных конструкций [1, 2], либо рассматриваются частные задачи
динамики мембран или оболочек вращения канонических форм меридиана при
простейших условиях нагружения и закрепления для различных форм упругого
потенциала материала оболочки [3–15].

В статье [16] был предложен алгоритм решения задачи осесимметричного
динамического деформирования составной мягкой оболочки вращения, не пред-
полагающий ограничений на форму меридиана оболочки, свойства материала, функ-
цию нагрузки и диапазон деформирования. Однако практика вычислений показывает,
что результат использования комплексного вычислительного алгоритма зависит от
одновременного корректного назначения большого количества параметров алго-
ритма, то есть по сути от искусства расчетчика. Поэтому представляется естествен-
ным стремление уменьшить неопределенность получения достоверного результата
расчета.

В [17] был предложен метод автоматического контроля точности решения
одномерных линейных краевых задач строительной механики (метод автоматической
сегментации), показавший свою высокую эффективность. В настоящей статье пред-
принята попытка использования указанного метода для повышения точности реше-
ния нелинейных задач динамического деформирования мягких оболочек вращения
при больших перемещениях и деформациях.

1. Постановка задачи и алгоритм решения

Пусть система уравнений динамического деформирования мягкой оболочки вра-
щения из высокоэластичного материала имеет вид
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Здесь y – вектор-функция из n компонент разрешающих переменных, f(x, y,, q) –
вектор-функция из n компонент правых частей системы дифференциальных урав-
нений, q(x) – вектор-функция из l компонент поверхностных нагрузок,  – вектор
параметров задачи, M – матрица инерционных свойств оболочки. При этом для
мягкой оболочки в качестве компонент вектора  выбираются величины: y =
= {T1x T1z u w}T, где T1x, T1z – проекции равнодействующих усилий, действующих
по граням элемента деформированной оболочки, на оси x, z системы координат,
связанной с недеформированной оболочкой; u, w – проекции вектора перемещения
точки поверхности оболочки на указанные оси.

Для формулирования алгоритма решения задачи (1)–(3) необходимо представить
нагрузку, действующую на элемент конструкции, в виде суммы заданных поверхност-
ных и инерционных нагрузок:
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Для решения задачи (1)–(3) сведем ее к одномерной при помощи метода прямых
и используем метод дифференцирования по параметру. При этом запишем нагруз-
ку (4) в виде q**(t) = q*(t), где  – параметр нагрузки. Заменим вторую производную
по времени ее конечно-разностным аналогом с использованием законтурных точек
на первых шагах по времени. Тогда для k-го регулярного шага по времени получим
нелинейную краевую задачу вида
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Здесь индекс k соответствует номеру шага по времени. Тогда при дифференцирова-
нии по некоторому заранее выбранному параметру T  системы уравнений (5) получим
совокупность взаимосвязанных задач: квазилинейной краевой задачи, которую мож-
но представить в виде
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и нелинейной задачи Коши относительно искомых векторов разрешающих перемен-
ных и параметра нагрузки :
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Здесь  j  [1, M ], где M – число точек дискретизации меридиана оболочки.
Поиск решения задач (6), (7) проводится последовательно на каждом шаге по

времени при значениях параметра   [0, 1], где решение при  = 1 соответствует
решению исходной задачи (1)–(3).

2. Способ контроля точности решения задачи

Одной из причин, по которой результат численного решения задачи (1)–(3) c
помощью предложенного алгоритма может оказаться некорректным, является плохая
обусловленность квазилинейной краевой задачи, формируемой на одном из этапов
алгоритма. Для устранения этой проблемы в практике вычислений используется
метод сегментации [18]. Для этого интервал интегрирования краевой задачи разби-
вается на некоторое количество сегментов, назначаемое вычислителем произвольно
либо методом перебора, продолжающегося до получения удовлетворительного с
каких-либо позиций решения. Однако, как было показано в статье [16], для получения
достоверного численного решения нелинейной начально-краевой задачи необходимо
одновременное корректное назначение, помимо количества сегментов на интервале
интегрирования, целого ряда параметров вычислительного алгоритма. До сих пор
такое назначение осуществлялось методом перебора, поэтому для минимизации
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необоснованных действий вычислителя в настоящей статье предлагается при реше-
нии краевой задачи (6) использовать алгоритм автоматизации расчета необходимого
количества сегментов разбиения интервала интегрирования [19]. Принцип работы
алгоритма заключается в проверке выполнения равенства, строго доказанного в те-
ории дифференциальных уравнений. Известно, что если в начальной точке расчета
фундаментальных матриц M(x), N(x) исходной и сопряженной систем дифферен-
циальных уравнений выполнено условие их ортогональности, то оно должно быть
выполнено и при любом значении аргумента xj интегрирования этих систем [20].
Тогда для автоматического определения необходимого для разбиения интервала
интегрирования количества сегментов предлагается проверка выполнения условия
ортогональности фундаментальных матриц исходной и сопряженной систем диф-
ференциальных уравнений, определяемых численно в программном модуле на этапе
препроцессирования задачи. Сегментация интервала интегрирования выполняется
в тех точках, в которых норма произведения указанных матриц отличается от едини-
цы с некоторой назначаемой вычислителем погрешностью.

3. Примеры

3.1. Динамическое раздувание цилиндра внезапно приложенным давлением.
Рассмотрим задачу о раздувании равномерно распределенным по меридиану внезап-
но приложенным давлением цилиндра длиной L0 = 2R0, где R0 – радиус недеформи-
рованного цилиндра, из несжимаемого гиперупругого материала Муни – Ривлина.
Физические соотношения для него выводятся на основании связи между напряже-
ниями и функцией упругого потенциала материала, в которой несжимаемость ма-
териала учитывается введением функции гидростатического давления, определяемой
с использованием статической гипотезы Кирхгофа, и исключением кратности удли-
нения 3 на основании условия несжимаемости 123 = 1 [15]:
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Здесь i = 1 + ei (i = 1, 2); T1, e1 – меридиональные, T2, e2 – окружные усилия и де-
формации соответственно. Примем коэффициенты C10 = C0, C01 = 0,18C0, где C0 –
некоторая упругая постоянная материала. Пусть отношение радиуса к толщине
недеформированного цилиндра R0 /h0 = 100. Граничные условия обеспечивают
возможность свободного перемещения торцов цилиндра по нормали к его меридиану,
что приводит к независимости компонент напряженно-деформированного состояния
от осевой координаты и позволяет сравнить результаты расчета с аналитическим
решением задачи [3, 12]. Пусть величина давления p = 0,02C0.

В представляемых ниже результатах безразмерные величины амплитуды прогиба
A, времени t и периода колебаний T связаны с размерными величинами соотно-
шениями:
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где  – плотность материала оболочки.
Рассмотрим величины шагов по времени: = 0,25,  = 0,125,  = 0,11.

Было установлено, что при использовании метода автоматической сегментации число
сегментов, на которое нужно разбить интервал интегрирования, зависит от выбора



419

шага по времени решения задачи. Для перечисленных величин шагов по времени в
соответствии с описанным алгоритмом были получены следующие рекомендации
по сегментации цилиндра: Nсегм = 5, Nсегм = 10, Nсегм = 11.

В случае отсутствия сегментации меридиана решение сопровождалось потерей
устойчивости счета уже на первом шаге по времени. Таким образом, сегментация
является необходимым условием получения решения задачи.

В таблице 1 приведены значения погрешности расчета периода T и амплитуды
A колебаний цилиндра для различных вариантов сегментации. Черточки в таблицах
здесь и далее соответствуют случаям, когда получение результата оказалось невоз-
можным вследствие потери устойчивости счета.

Таблица 1
Погрешности расчета периода T и амплитуды A колебаний цилиндра, %

 Nсегм = 20 Автоматическая сегментация Nсегм = 2
T A T A T A

0,25 17,6 4,15 19,2 2,93 23,7 20,9
0,125 6,36 1,97 1,9 0,65 – –
0,11 6,36 2,93 – – – –

Анализируя представленные в таблице 1 данные, можно сделать вывод, что раз-
биение оболочки на сегменты не должно быть произвольным, так как в противном
случае возможно возникновение вычислительных сложностей, приводящих к потере
устойчивости счета. Вместе с этим при использовании автоматической сегментации
также возможно возникновение подобных проблем в случае чрезмерно малого зна-
чения шага по времени. Однако именно при использовании автоматической сегмен-
тации удалось получить минимальные значения погрешности расчета при оптималь-
ном значении шага по времени.

При анализе экономичности алгоритма было установлено, что наивысшая
скорость сходимости итерационных процессов соответствует случаю Nсегм = 2, ко-
торый, однако, нельзя рекомендовать для проведения вычислений, так как при этом
получается наибольшая погрешность расчетов. Таким образом, для одновременного
обеспечения наилучшей точности и сходимости итерационных процессов оптималь-
ным вариантом сегментации меридиана оболочки является вариант, соответствую-
щий автоматической сегментации.

3.2. Динамическое раздувание полусферы, закрепленной на экваторе под-
вижным шарниром, внезапно приложенным давлением. Рассмотрим задачу о
раздувании равномерно распределенным по меридиану внезапно приложенным дав-
лением полусферы из неогуковского материала, закрепленной на экваторе подвиж-
ным шарниром. Примем отношение радиуса к толщине недеформированной оболоч-
ки R0/h0 = 100. Пусть величина давления p = 0,02C0, где C0 – некоторая упругая
постоянная материала. Аналитическое решение этой задачи представлено в [10].

Отметим, что использовать метод автоматической сегментации для сферической
оболочки оказалось невозможным в связи с тем, что в полюсе такой оболочки мат-
рица Якоби разрешающей системы уравнений имеет сингулярные элементы, что
приводит к нарушению выполнения условия ортогональности фундаментальных
матриц исходной и сопряженной систем дифференциальных уравнений на достаточ-
но большом участке в окрестности полюса. Поэтому для данной задачи, помимо
описанного выше варианта сегментации меридиана полусферы, было предложено
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назначить число сегментов разбиения интервала интегрирования с использованием
метода автоматической сегментации применительно к оболочке вращения, имеющей
те же длину меридиана, параметр тонкостенности и свойства материала, что и рас-
сматриваемая сферическая оболочка, но иной формы меридиана, исключающей по-
явление сингулярных элементов в матрице Якоби системы уравнений, то есть к
цилиндру. Описанный вариант сегментации назван «сфера как цилиндр».

В таблице 2 приведены значения погрешности расчета периода T и амплиту-
ды A колебаний полусферы, полученные в разных случаях сегментации при различ-
ных значениях шагов по времени.

Таблица 2
Погрешности расчета периода T и амплитуды A колебаний полусферы, %


Nсегм = 3 Nсегм = 10 «Сфера как цилиндр» «Сфера как сфера»
T A T A T A T A

0,25 19,7 14,5 16 18,1 16 17,9 20 16
0,125 – – 13,7 1,04 9,13 3,68 35,2 24,5
0,11 – – 13,7 3,31 5,98 4,47 – –

Представленные в таблице 2 данные вновь подтверждают необходимость обо-
снованной сегментации меридиана оболочки при проведении вычислений. В случае
сегментации «сфера как цилиндр» удалось добиться точности определения периода
колебаний полусферы в 2 раза выше, чем при произвольном назначении числа сег-
ментов. Случай «сфера как сфера» оказался наихудшим, приводя к наибольшей по-
грешности, увеличивающейся с уменьшением шага по времени.

После проведения анализа скорости сходимости итерационных процессов было
установлено, что вариант сегментации «сфера как цилиндр» является наилучшим,
так как он обеспечивает наивысшую точность расчета периода колебаний при
наивысшей скорости сходимости без принципиального снижения точности расчета
амплитуды колебаний.

3.3. Динамическое раздувание полусферы, закрепленной на экваторе непод-
вижным шарниром, внезапно приложенным давлением. Задача выбрана в связи
с тем, что у нее отсутствует аналитическое решение, и необходима выработка крите-
риев, на основе которых можно рекомендовать выбор параметров вычислительного
алгоритма, а также судить о достоверности получаемых результатов расчета. Гео-
метрические и физические параметры оболочки примем такими же, что и в преды-
дущей задаче. Рассмотрим те же случаи сегментации оболочки.

В таблице 3 представлены значения периода колебаний T и амплитуды колеба-
ний A полюса полусферы для различных случаев величин шага по времени и числа
сегментов. Получить решение задачи для случая сегментации «сфера как сфера»
оказалось невозможным вследствие потери устойчивости счета. Таким образом, как
и в предыдущем примере, вычисления с использованием слишком большого числа
сегментов приводят к неудовлетворительному результату. Судя по результатам, пред-
ставленным в таблице 3, можно заключить, что наиболее предпочтительным является
вариант сегментации «сфера как цилиндр» при значении шага по времени  = 0,11,
так как уменьшение амплитуды, вызванное особенностями вычислительного про-
цесса, является наименьшим в этом случае, в то время как конечно-разностная аппро-
ксимация ускорения является наиболее точной.
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Таблица 3
Период колебаний T и амплитуда колебаний A полюса полусферы

с неподвижным экватором


Nсегм = 3 Nсегм = 10 «Сфера как цилиндр» «Сфера как сфера»
T A T A T A T A

0,25 2,33 0,2702 2,33 0,271 2,33 0,269 – –
0,125 – – 2,25 0,323 2,25 0,316 – –
0,11 – – – – 2,2 0,319 – –

Скорости сходимости итерационных процессов в разных случаях сегментации
для рассматриваемой задачи принципиально не различаются, и, следовательно,
единственным критерием выбора решения среди различных полученных результатов
является описанный критерий, основанный на сравнении характеристик параметров
колебательного процесса.

Заключение

Исследованы возможности применения метода автоматической сегментации
интервала интегрирования для решения задач о динамическом деформировании обо-
лочек вращения из высокоэластичных материалов при полной постановке начально-
краевой задачи. Выявлено, что сегментация интервала интегрирования является не-
обходимой для получения решения. Показано, что метод автоматической сегментации
может быть рекомендован для минимизации необоснованных действий вычислителя
при назначении параметров вычислительного алгоритма, а также для повышения его
точности и экономичности.
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ON AUTOMATIC SEGMENTATION METHOD USING
IN SOLVING NONLINEAR INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS

OF MECHANICS OF SOFT-SHELL STRUCTURES

Korovaytseva E.A.

Lomonosov Moscow State University, Institute of Mechanics, Moscow, Russian Federation

An approach to improving nonlinear initial boundary value problems of thin-walled structures
solution algorithm is represented in the work. The algorithm is based on using line method and
parameter differentiation method and is oriented to analysis of composite structures behavior at
arbitrary physical and geometrical nonlinearity. Obviously, the less restrictions the calculation
algorithm imposes on problem statement, the more features of its realization must be taken into
account when developing corresponding software module. The drawback of universality of the
algorithm represented is that its direct implementation in some cases can lead either to wrong
results, or to loss of calculation stability. To avoid these problems we suggest automatic segmentation
method using as a step of the algorithm developed. The essence of the method lies in testing
fulfillment of the condition of normalized integral matrices of initial and conjugate differential
equation systems orthogonality at the step of problem preprocessing. In the points of integration
interval where orthogonality condition is not fulfilled segmentation of the interval is carried out.
For testing this approach we select nonlinear problems of dynamic inflation of an infinite cylinder
of Mooney-Rivlin material and a sphere of neo-Hookean material by suddenly applied pressure. It
is shown that automatic segmentation method allows improving period and amplitude calculation
accuracy, as well as increasing iteration process convergence rate. A problem of dynamic inflation
of a hinged hemisphere of neo-Hookean material by suddenly applied pressure is considered. On
the basis of its solution results we suggest the approach to determining parameters of calculation
algorithm which allow obtaining correct solution.

Keywords: dynamics, parameter differentiation method, segmentation method, soft shell, hyper-
elastic material.


