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Ранее авторами было проведено обобщение оригинального метода ис-
следования устойчивости стационарного вращения роторных систем, содер-
жащих вязкую несжимаемую жидкость, ось которых находится в изотропных
закреплениях, на случай, когда вязкоупругие закрепления оси роторной системы
анизотропны. Обобщение опирается на две теоремы, которые говорят о том,
что нахождение условий устойчивости таких систем связано с возможностью
осуществления движения типа эллиптической прецессии и при таком движении
существует специальная неинерциальная система отсчета, в которой гидро-
динамические элементы системы периодически изменяются во времени. Иссле-
дование таких движений позволяет строить границы областей с различной
степенью неустойчивости, в частности, границы областей устойчивости ре-
жима стационарного вращения в пространстве параметров задачи.

В настоящей статье проведено построение границ областей устойчивости
для случаев, когда закрепления оси ротора анизотропны. В пространстве па-
раметров закреплений получена параметрически заданная D-кривая как функ-
ция безразмерной частоты прецессии ротора. Рассмотрены два наиболее ин-
тересных случая: анизотропная жесткость закреплений (демпфирование при
этом изотропно) и изотропная жесткость закреплений при анизотропном демп-
фировании. Полученные результаты сопоставлены с известными результатами
для случая изотропных закреплений оси ротора.

Показано, что анизотропия закреплений, которая всегда присутствует в
реальных роторных системах из-за несовершенства технологий производства
закреплений, не приводит к негативным эффектам. Более того, с помощью
полученных D-кривых можно получить технологические допуски для произ-
водства закреплений, используя то, что известно допустимое отклонение значе-
ния жесткости или демпфирования по осям.

Ключевые слова: роторная система, полость c вязкой жидкостью, режим
стационарного вращения, устойчивость и автоколебания.
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Введение

Исследование устойчивости вращения роторных систем, содержащих жид-
кость, – достаточно сложная задача, представляющая значительный интерес для
различных технических приложений таких систем [1–14]. Ранее был предложен
метод исследования устойчивости этих систем для случая, когда закрепления оси
ротора изотропны [15–20]. Было показано, что наибольший интерес для исследо-
вания таких систем представляет возможность осуществимости движения типа
круговой прецессии. В пространстве параметров задачи можно построить парамет-
рически заданную кривую, которая разделяет пространство параметров на области
с различной степенью неустойчивости.

В дальнейшем было выполнено обобщение метода на случай анизотропных
закреплений оси ротора [21]. В основе обобщения лежит утверждение о том, что в
случае анизотропных закреплений оси ротора появляется возможность эллипти-
ческой прецессии [21].

В настоящей статье приводится построение границ областей устойчивости на
плоскости параметров задачи для наиболее интересных случаев: когда закрепления
оси ротора имеют анизотропную жесткость, но при этом демпфирование закреп-
лений изотропно, а также обратный случай. На основе разбиения плоскости парамет-
ров, полученного для изотропного случая [15–20], проведено сопоставление резуль-
татов в анизотропном и изотропном случаях.

1. Система бифуркационных значений параметров

В публикациях [15–20] была исследована устойчивость стационарного вращения
роторной системы с жидкостью в случае изотропных закреплений. В ходе исследо-
вания были получены теоремы, в которых установлено, что смене степени устой-
чивости вращения отвечает круговая прецессия цилиндра в специальной системе
отсчета [20]. Также были получены выражения для гидродинамических сил ),(

~
F

и ),,(
~

F  действующих на цилиндр [20].
В дальнейшем метод был обобщен на случай анизотропных закреплений оси

ротора [15]. Было установлено, что при анизотропии закреплений центр сечения
ротора в специально выбранной системе отсчета O211 (рис. 1) описывает эллипс
на частоте  или .

Рис. 1. Неинерциальная система отсчета O211
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Точка O1 является центром цикла, а точка O2 – центром эпицикла с радиусами
1 и 2 соответственно. Оси системы O1x1x2 повернуты относительно лабораторной
системы на угол .

Была доказана теорема о том, что решение гидродинамической задачи для случая
эллиптической прецессии представляет собой суперпозицию решений для двух
круговых прецессий [21].

В [21, 22] c использованием подстановки выражений для гидродинамических
сил, действующих на цилиндр, в уравнения движения цилиндра в системе O1x1x2
получена конечная система уравнений, которая содержит параметры роторной
системы, отвечающие смене степени устойчивости вращения роторной системы:
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где M – масса ротора; K1,2, H1,2 – анизотропные коэффициенты жесткости и демп-
фирования закреплений оси ротора соответственно, K(1) = K1cos2 + K2sin2, K(2) =
= K1sin2 + K2cos2, H(1) = H1cos2 + H2sin2, H(2) = H1sin2 + H2cos2.

Рассмотрим два наиболее показательных случая: анизотропной является только
жесткость закреплений оси ротора, или же, наоборот, анизотропным является только
демпфирование закреплений оси.

2. Исследование устойчивости вращения
в случае анизотропной жесткости

Положим в системе (1) H1 = H2 = H и приведем ее к безразмерному виду, введя
новые параметры закреплений ),/( 2

1
*
1  mKK )./( 2

2
*
2  mKK  Из полученной

системы легко определяются выражения 
*
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где H*
 = H/(m).

Используя систему (2), легко получить выражения для переменных :)(),( *
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Эти формулы параметрически определяют D-кривую в плоскости параметров
жесткости закреплений при фиксированных значениях прочих параметров системы.

3. Построение границ областей устойчивости
в случае анизотропной жесткости

Опираясь на выражения для коэффициентов жесткости, полученные в п. 2 для
случая, когда демпфирование закреплений изотропно, на плоскости параметров K1

*,
K2

* можно построить бифуркационную кривую, заданную параметрически (пара-
метр ).

В [20] приведена бифуркационная кривая, полученная для случая изотропных
закреплений. При сопоставлении бифуркационных кривых, полученных для случая
анизотропных закреплений, с кривыми для изотропного случая удобно воспользо-
ваться прорисовкой бифуркационной кривой, изображенной на рис. 2.

На рис. 3 показано разбиение плоскости параметров жесткости для различных
значений H*: а – для H* = 0,17; б – H* = 1,6. Прочие параметры системы зафикси-
рованы: E = v/(a2) = 10–5, b/a = 0,5, M/m = 1,68.

Красным цветом отмечена та часть биссектрисы координатного угла, которая
отвечает области устойчивости. В случае введения анизотропии эта часть биссек-
трисы «расползается», что отмечено на части рисунка, отвечающей разбиению плос-
кости K1

*, K2
*.

При различных значениях H* получено соответствующее значение (или зна-
чения) K*. Этим значениям отвечает точка на биссектрисе координатного угла на

Рис. 2. Прорисовка бифуркационной кривой для изотропного случая
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Рис. 3. Разбиение плоскости K1
*, K2

* на области с различной степенью неустойчивости
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плоскости K1
*, K2

* (K1
* = K2

* в изотропном случае). Таким образом, в изотропном
случае происходит разбиение биссектрисы координатного угла на части, отвечающие
различным степеням неустойчивости. При введении в систему анизотропии жест-
кости происходит «расползание» области устойчивости с биссектрисы координат-
ного угла. Поведение бифуркационной кривой в окрестностях точек ветвления на
биссектрисе координатного угла – это отдельный вопрос, рассмотренный в [23].

4. Исследование устойчивости вращения
в случае анизотропного демпфирования

Положим в системе (1) K1 = K2 = K. В этом случае можно получить систему для
выражений вида  f H() = H1

* – H2
* и gH() = H1

* + H2
*:
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 Из системы (3) получаются выражения для 
*
1H  и 

*
2H  как функций безразмерной

частоты прецессии ротора:

.
2

)()(
)(,

2

)()(
)( *

2
*
1







HHHH gf
H

gf
H

Эти формулы определяют параметрически (с параметром ) D-кривую в плоскости
параметров демпфирования закреплений при фиксированных значениях прочих
параметров.

5. Построение границ областей устойчивости
в случае анизотропного демфирования

Из системы (3) при различных значениях K* можно получить соответствующее
значение (или значения) H*. Этим значениям отвечают точки на биссектрисе ко-
ординатного угла плоскости ., *

2
*
1 HH  Происходит «расползание» области устойчи-

вости с биссектрисы координатного угла аналогично тому, как было в случае анизо-
тропной жесткости закреплений оси ротора.

На рис. 4 показано разбиение плоскости параметров демпфирования закрепле-
ний для различных значений K*: а – для K* = 40; б – для K* = 20. Прочие параметры
системы не менялись (E = v/(a2) = 10–5, b/a = 0,5, M/m = 1,68). Красным цветом
отмечена та часть биссектрисы координатного угла, которая отвечает области устой-
чивости. В случае введения анизотропии эта часть биссектрисы «расползается»,
что отмечено на части рисунка, отвечающей разбиению плоскости 

*
1H , .*

2H
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Заключение

Установлено, что наличие анизотропной жесткости в системе не приводит к не-
гативным эффектам (см. рис. 3 и рис. 4). Напротив, учитывая, что никакая реальная
конструкция закреплений не дает их абсолютно изотропной жесткости, можно полу-
чить допустимые значения отклонений жесткости по осям, которые не приводят к по-
тере устойчивости вращения.

Показано, что наличие анизотропного демпфирования в системе не приводит к
негативным эффектам (см. рис. 4). Опираясь на произведенные расчеты, можно
получить допустимые значения отклонений коэффициентов демпфирования и жест-
кости по осям, которые не приводят к потере устойчивости вращения.
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DESIGN OF THE BOUNDARIES OF THE STABILITY REGIONS
THE STATIONARY ROTATION MODE OF A ROTARY SYSTEM WITH A LIQUID,

THE AXLE OF WHICH IS LOCATED IN ANISOTROPIC FIXINGS

Derendyaev D.N., Derendyaev N.V.

National Research Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod,
Nizhny Novgorod, Russian Federation

Earlier, the authors generalized the original method for studying the stability of stationary rotation
of rotor systems containing a viscous incompressible fluid, the axis of which is located in isotropic
anchors, in the case when the viscoelastic anchors of the axis of the rotor system are anisotropic.
The generalization is based on two theorems that say that finding the stability conditions of such
systems is associated with the possibility of elliptical precession-type motion, and with such motion
there is a special non-inertial reference frame in which the hydrodynamic elements of the system
periodically change in time.
The study of such movements allows us to construct the boundaries of regions with different
degrees of instability, in particular, the boundaries of the stability regions of the stationary rotation
regime in the parameter space of the problem.
The boundaries of the stability regions are constructed for cases when the anchoring of the rotor
axis is anisotropic. In the space of the anchorage parameters, a parametrically defined D-curve is
obtained as a function of the dimensionless frequency of the rotor precession. The two most
interesting cases are considered – anisotropic stiffness of anchors (damping is isotropic in this
case) and the opposite situation: isotropic stiffness of anchors with anisotropic damping. The
obtained results are compared with the known results for the case of isotropic anchoring of the
rotor axis.
It is shown that the anisotropy of anchors, which is always present in real rotary systems due to the
imperfection of technologies for the production of anchors, does not lead to negative effects.
Moreover, using the obtained D-curves, it is possible to obtain technological tolerances for the
production of fasteners, using what is known as the permissible deviation of the stiffness or damping
value along the axes.

Keywords: rotor system, cavity with a viscous liquid, stationary rotation mode, stability and self-
oscillation.


