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Ранее одним из авторов был предложен и разработан (совместно с со-
авторами) оригинальный метод исследования устойчивости стационарного
вращения роторных систем, содержащих вязкую жидкость и имеющих привод,
поддерживающий угловую скорость вращения постоянной. Предполагалось,
что ротор обладает осевой симметрией, закрепления его оси изотропны. Метод
основан на двух теоремах, согласно которым изменение степени неустойчи-
вости связано с возможностью осуществления возмущенного движения типа
круговой прецессии. При таком движении поле скоростей и форма поверхности
жидкости не зависят от времени в специально выбранной неинерциальной
системе отсчета, связанной с линией центров. Нахождение условий осуществи-
мости круговой прецессии позволяет эффективно строить границы областей
устойчивости режима стационарного вращения в пространстве параметров
задач. Кроме того, изучение возникновения круговой прецессии позволяет
найти условия, при которых в роторной системе имеет место докритическая
(закритическая) бифуркация Андронова – Хопфа, и выделить «опасные»
(«безопасные») участки границ областей устойчивости. Предложенный ранее
метод исследования устойчивости распространен на системы, в которых ось
ротора располагается в анизотропных закреплениях лавалевского типа. При
исследовании роторных систем указанного типа удалось связать изменение
степени неустойчивости с осуществимостью возмущенных движений типа
эллиптической прецессии, так как мнимые характеристические числа уравне-
ний в отклонениях от режима стационарного вращения возможны только в
случае, когда существует возмущенное движение в виде эллиптической прецес-
сии. Приведен пример исследования устойчивости стационарного вращения
типичной роторной системы.

Ключевые слова: роторная система, полость c вязкой жидкостью, режим
стационарного вращения, устойчивость, автоколебания.

Введение

Исследованию динамики роторных систем посвящено достаточно большое
количество публикаций [1–7]. Задачи динамики роторных систем с жидкостью
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представляют интерес как с общетеоретической точки зрения, так и с точки зрения
приложений в различных областях техники. Исследование динамики этих систем
сопряжено с большими трудностями, вызванными необходимостью учитывать сов-
местное действие таких факторов, как быстрое вращение, наличие свободной по-
верхности и вязкости жидкости, а также неконсервативных внешних сил.

В последние годы вызывают большой интерес работы, посвященные исследо-
ванию устойчивости вращения многозвенного гибкого ротора, и исследования с
использованием теории волнового резонанса [8–14].

В серии статей [15–19] был разработан и описан метод исследования устойчи-
вости стационарного вращения роторных систем, содержащих вязкую жидкость и
имеющих привод, поддерживающий угловую скорость вращения постоянной. В
основе метода лежат две теоремы, согласно которым изменение степени неустой-
чивости связано с возможностью осуществления возмущенного движения типа кру-
говой прецессии. Такое движение обладает замечательным свойством: поле скоро-
стей и форма поверхности жидкости не зависят от времени в специально выбранной
неинерциальной системе отсчета, связанной с линией центров. Нахождение условий
осуществимости круговой прецессии позволяет эффективно строить границы об-
ластей устойчивости режима стационарного вращения в пространстве параметров
задачи [20].

В настоящей статье предложенный ранее метод исследования устойчивости
распространяется на системы, в которых ось ротора располагается в анизотропных
закреплениях лавалевского типа [21].

Постановка задачи

На рис. 1 схематически представлен лавалевский ротор и поперечный разрез
ротора плоскостью симметрии O1x1x2, перпендикулярной оси стационарного вра-
щения. Полость ротора частично заполнена вязкой жидкостью. В режиме стационар-
ного вращения точка O пересечения оси ротора с плоскостью O1x1x2 совпадает с
точкой  пересечения оси стационарного вращения с той же плоскостью, а жидкость
располагается в слое постоянной толщины на поверхности цилиндрической полости
ротора и вращается вместе с ним как одно целое с угловой скоростью .

Линеаризованные уравнения движения в отклонениях от режима стационарного
вращения (в плоской модели) содержат:

Рис. 1. Лавалевский ротор
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1) уравнения поступательного движения цилиндрического ротора в плоскости,
параллельной плоскости O1x1x2, линеаризованные вблизи его состояния при стацио-
нарном вращении:
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где 
O
ix  – координаты точки O; Fi – результирующая сил, с которыми заполняющая

жидкость действует по поверхности полости ротора; M –- масса ротора; H1, H2 и K1,
K2 – коэффициенты демпфирования и жесткости закреплений по осям x1, x2 соот-
ветственно;

2) условие постоянства угловой скорости вращения цилиндра вокруг оси O1x3:
 = const;

3) уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости в плоскости O1x1x2, ли-
неаризованные вблизи стационарного квазитвердого вращения жидкости вокруг оси
O1x3:
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где j – отклонение поля скоростей жидкости, p – отклонение давления от соответст-
вующих величин при квазитвердом вращении,  – плотность жидкости, которая
принимается постоянной, j = 1, 2, k = 1, 2,  – кинематическая вязкость жидкости;

4) условие прилипания жидкости к поверхности цилиндра, условие непрерыв-
ности напряжений и кинематическое условие на свободной поверхности, перенесен-
ные в линейном приближении по отклонениям от состояния стационарного враще-
ния на поверхности 
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где ij – тензор напряжений, nk
0 – компоненты вектора внешней нормали к свободной

поверхности жидкости,  – динамическая вязкость жидкости, ij – символ Кронекера,
s – отклонение свободной поверхности жидкости от невозмущенной поверхности
по нормали к ней;

5) формулы, определяющие F1 и F2 через отклонения давления и компонент
поля скоростей жидкости от соответствующих величин при стационарном квази-
твердом вращении:
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l – длина окружности, образованной поверхностью жидкости.
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В рассматриваемой модели закрепления анизотропны, а взаимодействие ротора
с жидкостью и закреплениями оси ротора представлено потенциальной, циркуляр-
ной, диссипативной и гироскопической силами.

Представленная система уравнений в отклонениях допускает частные решения,
пропорциональные et, где  – характеристическое число. Будем считать стационар-
ное вращение устойчивым, если все  лежат слева от мнимой оси, и неустойчивым,
если хотя бы одно  находится справа от мнимой оси.

Гидродинамическая задача в случае анизотропных закреплений

При исследовании роторных систем указанного типа удается связать изменение
степени неустойчивости с осуществимостью возмущенных движений типа эллип-
тической прецессии. Можно показать, что мнимые характеристические числа
уравнений в отклонениях от режима стационарного вращения возможны только в
случае, когда существует возмущенное движение в виде эллиптической прецессии.
В таком движении точка O описывает эллипс с частотой . Оси эллипса, вообще
говоря, повернуты относительно осей координатной системы O1x1x2 на некоторый
угол . Решение гидродинамической части задачи при движениях типа эллипти-
ческой прецессии существенно упрощается, так как поля скоростей, давлений и
форма свободной поверхности жидкости в случае эллиптической прецессии описы-
ваются в виде суперпозиции соответствующих элементов, отвечающих двум кру-
говым прецессиям с частотами  и  (радиусы прецессий 1 и 2) [21]. Это позволя-
ет эффективно находить гидродинамические силы, действующие на ротор. В случае
анизотропных закреплений оси ротора теоремы 1 и 2, полученные для изотропного
случая [20], дополняются еще двумя теоремами.

Теорема 3.  Мнимые значения  = ±i существуют тогда и только тогда,
когда возможно возмущенное движение, в котором точка O (центр сечения
цилиндра) описывает эллипс на частоте  (или ), а гидродинамические элементы
периодически изменяются во времени в системе O1x1x2.

Доказательство этой теоремы строится по следующей схеме:
a) берем комплексное решение уравнений в отклонениях tispyx e)ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ( 00 v  при

 = i. Здесь )(e)ˆˆ( 000 tyx ti
yx zee  

 описывает движение точки O (центра цилинд-
ра): r0(t) = Re r0(t) = Re (a + ib)e it;

б) наряду с решением из а) есть решение, умноженное на комплексную константу
e i, в котором r0(t) = Re (z0(t)e

i) = Re (a + ib)eit. Всегда можно так выбрать , что
вещественные векторы a, b будут ортогональными, то есть (a, b) = 0;

в) повернув исходные оси координат Oxy на угол , направим их по векторам

a, b. В новых осях ,
0
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0










b
b   где a, b – постоянные, а движение точки O

будет по эллипсу x = acos t, y = bsin t. При этом в новой системе координат Oxy
гидродинамические элементы остаются периодическими функциями от t.

Таким образом, если есть мнимые  = ±i, то существует возмущенное движение
в виде эллиптической прецессии, при котором точка O описывает эллипс, а гидро-
динамические элементы периодически изменяются во времени в лабораторной сис-
теме отсчета. В общем случае при наличии комплексно-сопряженной пары  = ±i
есть только одна эллиптическая прецессия на частоте  (или –).

Введем неинерциальную систему отсчета O211 (рис. 2). Оси системы O1x1x2
направлены по главным осям эллипса. Точка O (центр поперечного сечения ци-
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линдра) описывает эллипс в системе O1x1x2 
 на частоте . Радиус цикла O1O2 = 2,

радиус эпицикла O2O = 1. Точка O1 – пересечение оси стационарного вращения с
плоскостью поперечного сечения цилиндра.

Поле сил инерции в пространстве отсчета O211 в полярной системе координат
с полюсом в точке O имеет вид:

 ][ 2)cos()2(cos 1
2

2
2 vrtref

],[ 2sin)2(sin 1
2

2
2 ut  e

где u, v – радиальная и азимутальная компоненты поля скоростей в полярной системе
координат.

Уравнения движения жидкости в системе O211, линеаризованные вблизи
невозмущенного движения 1 = 2 = 0, v = e( + )r, p = p0(r), записываются в
виде:
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В стационарном невозмущенном движении u = v = 0, p = p0(r), а значит

Рис. 2. Неинерциальная система отсчета O211
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Обозначив p = p – p0(r) – возмущение давления, перепишем уравнения в виде:
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Представим решение системы (1) в виде суммы двух компонент: u = uI + uII, v =
vI + vII, p = p

I
 + p

II
, где компоненты удовлетворяют системам:
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Уравнения неразрывности не выписываем, поскольку форма этого уравнения для
компонент I и II сохраняется.

Решение (2) от r, , t  строим в виде функций от r и  =  – 2t. Получаем:
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Но эта же система получается в случае круговой прецессии с частотой  и ра-
диусом 2; для этого надо только в соответствующем решении заменить  на . В
системе O211 решение для круговой прецессии на частоте  надо повернуть против
часовой стрелки на 2t.

Решение (3) строим не зависящим от t, получаем:
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Эта же система получается в случае круговой прецессии с частотой  и ра-
диусом 1.

Пусть u = U(r,,,), v = V(r,,,), p = P(r,,,), s = S(r,,,) – решение
гидродинамической задачи в системе O в случае круговой прецессии, записанное
в полярных координатах (r,).
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В соответствии с вышеприведенными соображениями имеет место:
Теорема 4. Решение гидродинамической задачи в системе O211 в случае эл-

липтической прецессии представляет собой суперпозицию решений для двух кру-
говых прецессий:

),,,,(),,2,( 12  rUtrUu

),,,,(),,2,( 12  rVtrVv

),,,,(),,2,( 12  rPtrPp

).,,(),,2( 12  StSs

Здесь (r,) – полярные координаты в системе O211 с полюсом в точке O.

Гидродинамические силы, действующие на цилиндр
в случае эллиптической прецессии

С использованием полученных выражений для поля скоростей и поля давлений,
суммируя напряжения, действующие на поверхности цилиндра r = a, получим выра-
жения для компонент силы, с которой жидкость действует на цилиндр в случае эллип-
тической прецессии:

,sin),(),(cos),(),( )()( 12121 tFFtFFF  

,cos),(),(sin),(),( )()( 12122 tFFtFFF  

где F(, ), F(, ) – проекции гидродинамической силы, действующей на цилиндр
в случае круговой прецессии с частотой  и радиусом , на оси системы отсчета
O [20]. Эта система изображена на рис. 3.

Бифуркационные значения параметров

Подставляя в уравнения движения цилиндра в системе 211 xxO   x1
O = (1 + 2)

cos t, x2
O = (2  1)sin t и выражения для гидродинамических сил, действующих

на цилиндр в случае эллиптической прецессии [21], получим конечную систему
уравнений:

Рис. 3. Круговая прецессия и неинерциальная система отсчета O,
связанная с линией центров O1O
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Здесь K1,2 и H1,2 –  значения параметров анизотропных жесткости и демпфирования
соответственно.

Система (4) соответствует случаю, когда Re  = 0, то есть значения параметров,
которые можно из нее получить, являются бифуркационными, то есть соответствуют
смене степени неустойчивости системы.

Заключение

Если характеристические числа  непрерывно зависят от параметров задачи, то
переход  из левой полуплоскости в правую происходит при пересечении мнимой
оси, то есть при таких значениях параметров, когда существует хотя бы одно мни-
мое . В этом случае осуществимо возмущенное движение типа эллиптической пре-
цессии. Таким образом, при исследовании устойчивости достаточно рассмотреть
не все возмущенные движения, а лишь возмущения специального вида – эллип-
тические прецессии.

Исследование таких возмущенных движений позволяет эффективно находить
бифуркационные значения параметров, при которых существуют мнимые , и строить
границы областей с различной степенью неустойчивости, в частности, границы
областей устойчивости режима стационарного вращения в пространстве параметров
задачи.
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THE RESEARCH OF STABILITY OF STATIONARY ROTATION A ROTOR SYSTEM
WITH A LIQUID, THE AXLE OF WHICH IS LOCATED IN ANISOTROPIC FIXINGS

Derendyaev D.N., Derendyaev N.V.

National Research Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod,
Nizhny Novgorod, Russian Federation

Earlier, one of the authors proposed and developed (together with coworkers) an original method
to study the stability of stationary rotation of rotary systems containing a viscous liquid and having
a drive that maintains the angular velocity of rotation constant. It was assumed that the rotor has
axial symmetry, the anchors of its axis are isotropic. The method is based on two theorems, according
to which a change in the degree of instability is associated with the possibility of a perturbed
motion of the circular precession type. This motion has a remarkable property: the velocity field
and the shape of the liquid surface do not depend on time in a specially selected non-inertial
reference frame associated with the line of centers. Finding the conditions for the feasibility of
circular precession makes it possible to effectively construct the boundaries of the stability regions
of the stationary rotation regime in the space of problem parameters. In addition, the study of the
occurrence of circular precession allows us to find the conditions under which a subcritical
(supercritical) AndronovHopf bifurcation takes place in the rotor system and to identify "dangerous"
(“safe”) sections of the boundaries of the stability regions. In this paper, the previously proposed
method of stability research applies to systems in which the rotor axis is located in anisotropic
Laval type anchors. In the study of rotary systems of this type, it is possible to link the change in the
degree of instability with the feasibility of perturbed movements of the elliptical precession type. It
can be shown that the imaginary characteristic numbers of the equations in deviations from the
stationary rotation mode are possible only in the case when there is a perturbed motion in the form
of an elliptical precession. An example of a study of the stability of stationary rotation of a typical
rotary system is given. Mechanical effects caused by the fact that gyroscopic stabilization becomes
impossible with anisotropic fixing of the rotor axis are noted

Keywords: rotary system, cavity with a viscous liquid, stationary rotation mode, stability and self-
oscillation.


