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Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî ðàíåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ïîëçó÷åñòè ïîëîãî öèëèíäðà èç îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî íåëèíåéíî-âÿçêî-
óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ Þ.Í. Ðà-
áîòíîâà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííûõ äàâëåíèé íà åãî áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è íóëåâûõ êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèÿõ íà åãî îñíîâàíèÿõ. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ î íåñæèìàåìîñòè ìàòå-
ðèàëà è ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé öèëèíäðà âûðà-
æåíû ÷åðåç èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îò ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþ-
ùåãî ñîîòíîøåíèÿ è îò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè âðåìåíè, êîòîðàÿ
íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
çàâèñÿùåãî îò ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé, îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ öèëèíäðà è ðàç-
íîñòè äàâëåíèé. Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû ñâîéñòâà ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ è ñâîéñòâà çàâèñèìîñòåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé îò âðåìåíè è ðàäè-
àëüíîé êîîðäèíàòû.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óáûâàíèÿ, âîçðàñòàíèÿ è íåìîíîòîííî-
ñòè ýïþð íàïðÿæåíèé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå. Äîêàçàí êðèòåðèé ïîñòîÿí-
ñòâà íàïðÿæåíèé âî âðåìåíè ïðè íàãðóæåíèè öèëèíäðà ïîñòîÿííûìè äàâëå-
íèÿìè è ïîêàçàíî, ÷òî îí âûïîëíåí äëÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé íåëèíåéíîñòè, íî
íå âûïîëíåí äëÿ áèñòåïåííûõ  (ñóìì ñòåïåííûõ) ôóíêöèé íåëèíåéíîñòè. Ïî-
êàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ãðàôèêè ìîäóëÿ èíòåí-
ñèâíîñòè äåôîðìàöèé è êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå öèëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (êðèâûå ïîëçó÷åñòè) óæå íå
îáÿçàíû áûòü âûïóêëûìè ââåðõ, êàê äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèëà: óñ-
òàíîâëåíà ñïîñîáíîñòü íåëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ Ðàáîòíîâà
ìîäåëèðîâàòü êðèâûå ïîëçó÷åñòè ñ òî÷êîé ïåðåãèáà è ó÷àñòêîì âûïóêëîñòè
âíèç (ó÷àñòêîì ðàçóïðî÷íåíèÿ). Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû è ïîñòðîåíû ãðàôèêè,
èëëþñòðèðóþùèå îáíàðóæåííûå ñâîéñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ âÿçêîóïðóãîñòü, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøå-
íèå Ðàáîòíîâà, òîëñòîñòåííàÿ òðóáà, êðèâûå ïîëçó÷åñòè, ôóíêöèÿ íåëèíåéíî-
ñòè, íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë, ñâîéñòâà ïîëÿ íàïðÿæåíèé.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 83, ¹ 2, 2021 ã.
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Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîë-
çó÷åñòè ïîëîãî öèëèíäðà èç íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî
ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ (ÎÑ) Ðàáîòíîâà, ïðè
ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè ïîñòîÿííûìè âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèÿìè â ïðåä-
ïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ òîðöîâ öèëèíäðà. Ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è ïîñòðîåíî â ñòàòüÿõ [1, 2]: â îïèñàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîìïîíåíòû òåíçî-
ðà íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îò ìàòåðèàëüíûõ ôóíê-
öèé (ÌÔ) ÎÑ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè âðåìåíè Y(t), à êîìïîíåíòû
òåíçîðà äåôîðìàöèè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû ôóíêöèè Y(t). Ôóíêöèÿ Y(t) – ðåøå-
íèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (êðàòêî ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ èçëîæåí â ðàç-
äåëå 3), âèä êîòîðîãî çàâèñèò îò ÌÔ ÎÑ.

Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ òðåõìåðíûé âàðèàíò ÎÑ, èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííîãî
Þ.Í. Ðàáîòíîâûì äëÿ îäíîîñíûõ íàãðóæåíèé [3–14]:

,0,)(
3
1][)()(

2
3)( )()( 000

1 ≥δΦ+δσ−σσΦ=ε − ttLttLt ijijijij (1)

.)()(Ï,)()(Ï,)(,)(
0

00
0

000 ∫∫ ττ−=ττ−=σ=σ=
tt

dytydytytLtL ΠΠΠΠ

ÎÑ Ðàáîòíîâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÌÔ äâóõ òèïîâ: Ï è Ï0 – ôóíêöèè ñäâèãîâîé è îáúåì-
íîé ïîëçó÷åñòè; Φ, Φ0, ϕ = Φ–1 – ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè; σij è εij – òåíçîðû íàïðÿ-
æåíèé è äåôîðìàöèé; σ0 = σii(t)/3 – ñðåäíåå íàïðÿæåíèå, s = σσσσσ – σ0I – äåâèàòîð
íàïðÿæåíèé; σ = (1,5sijsij)0,5 – èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé. Âñå âåëè÷èíû áóäåì ñ÷è-
òàòü áåçðàçìåðíûìè.

Çàäà÷à î íàãðóæåíèè ïîëîãî öèëèíäðà âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèÿìè –
îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Âïåðâûå ïî-
ñòàâëåííàÿ äëÿ ëèíåéíî-óïðóãîãî èçîòðîïíîãî öèëèíäðà [15], îíà ðåøàëàñü àíà-
ëèòè÷åñêè (ïðè íåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) è ÷èñëåííî äëÿ ðàçíûõ
êëàññîâ ìàòåðèàëîâ: â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàëèñü ðåøåíèÿ äëÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ [15]
è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ [16–37]. Ðàññìàòðèâàëèñü îáîáùåíèÿ çàäà÷è ñ
òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè òåëà (íàïðèìåð, çàäà÷à Ëàìå – Ãàäîëèíà [34, 35]), ñ òî÷êè
çðåíèÿ íàãðóçîê (íàïðèìåð, [33]). Ðàçíîîáðàçèå âàðèàíòîâ ïîñòàíîâêè îáóñëîâëåíî
êàê áîëüøèì ñïåêòðîì ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (òåõíîëîãè÷åñêèå çàäà÷è, ðàñ÷åò
òðóáîïðîâîäîâ è øëàíãîâ, ñòðîèòåëüñòâî òóííåëåé, ìåäèöèíà è ò.ä.), òàê è âîçìîæ-
íîñòüþ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ëèáî äîñòàòî÷íî ïðîðàáîòàííûõ àíàëèòè÷åñêè
÷èñëåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ ýòîãî òèïà.

Ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå â ïðèëîæåíèÿõ èìåþò ðåîëîãè÷åñêèå ýôôåêòû, ââèäó
÷åãî ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ (ÍÄÑ) ïîëîãî öèëèíäðà, èçãîòîâëåííîãî èç ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîñòðîå-
íû ðåøåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè [5, 36, 38]; äëÿ ëèíåéíî-
âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ êîíêðåòíûìè òèïàìè ÌÔ ñ êîíå÷íûì íàáîðîì ïàðàìåò-
ðîâ [5, 38, 39], äëÿ íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ ÿäðàìè
ðåëàêñàöèè Ïðîíè [40].

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êâàçèñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè öèëèíäðà èç íåëè-
íåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, ìîäåëèðóåìîãî ÎÑ Ðàáîòíîâà, â ñòàòüå [1] ñâåäåíà
ê ðåøåíèþ îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå ïîëçó÷åñòè ïîä äåéñòâè-
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åì ìãíîâåííî ïðèëîæåííîé ðàçíîñòè äàâëåíèé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ Y(t)
àíàëèòè÷åñêè ðåøåíî â [1] äëÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ïðîèçâîëüíûì
óïðî÷íåíèåì, ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà (ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò
ñ êëàññè÷åñêèìè) è íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé
íåëèíåéíîñòè (ÔÍ)

.0,)( >=ϕ nAxx n (2)

Òàêæå â ñòàòüÿõ [1, 2] äîêàçàí ðÿä îáùèõ ñâîéñòâ ÍÄÑ öèëèíäðà â çàäà÷å î ïîëçó÷å-
ñòè è ïîäðîáíî îïèñàíû ñâîéñòâà ÍÄÑ ìîäåëè ñî ñòåïåííîé ÔÍ. Îáùåå èññëåäî-
âàíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ òðåáóåò äåòàëüíîãî îïè-
ñàíèÿ ýôôåêòîâ, ìîäåëèðóåìûõ ðàçíûìè êëàññàìè ôóíêöèé íåëèíåéíîñòè ÎÑ Ðà-
áîòíîâà, ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ÎÑ è êîíêðåòíûõ ÔÍ – ýòèì àñïåêòàì äëÿ ðàçëè÷-
íûõ çàäà÷ ïîñâÿùåí öèêë ðàáîò [1, 2, 41–45].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè – îïèñàòü àðñåíàë âîçìîæíîñòåé ÎÑ Þ.Í. Ðàáîòíîâà
ïî ìîäåëèðîâàíèþ õàðàêòåðíûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ îñîáåííîñòåé ÍÄÑ ïî-
ëîãî öèëèíäðà, ìãíîâåííî íàãðóæåííîãî ïîñòîÿííîé ðàçíîñòüþ âíóòðåííåãî è âíåø-
íåãî äàâëåíèé; îïèñàòü õàðàêòåð âëèÿíèÿ ÌÔ íà ñâîéñòâà çàâèñèìîñòè íàïðÿæå-
íèé è äåôîðìàöèé îò âðåìåíè è ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû.

1. Ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ÎÑ Ðàáîòíîâà

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ÎÑ (1) ïðåäëîæåíî Þ.Í. Ðàáîòíîâûì [5] è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáîáùåíèå ÎÑ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî äâå ÌÔ:
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ïóòåì ââåäåíèÿ íîâîé ÌÔ ϕ(u) – ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè; R(t) è Ï(t) – ôóíêöèè
ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
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ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì âçàèìíîñòè [46, 47]:

0,,)h(èëè)h(Ï >== ttRt ПR (5)

ãäå h(t) – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ÌÔ ÎÑ ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [42–45]. Ñîãëàñíî èì, R(t)

è Ï(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà èíòåðâàëå (0; ∞);
ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ, à ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè óáûâàåò è
âûïóêëà âíèç íà âñåì èíòåðâàëå (0; ∞), íî ìîæåò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòü èëè èíòå-
ãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 0. Òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè – íå-
ïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü è ñòðîãîå âîçðàñòàíèå ôóíêöèè ϕ(u) íà ïðîìå-
æóòêå (0; ω), ω > 0; à òàêæå ϕ(0+) = 0.

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ÍÄÑ ìîäåëè ñî ñòåïåííîé ÔÍ (2)
ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè ïîñòîÿííûì âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèÿìè ïî-
ëó÷åíû è äåòàëüíî èññëåäîâàíû â ñòàòüå [1]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ îñî-
áåííîñòè ÍÄÑ ìîäåëåé ñ áèñòåïåííîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèÿìè íåëèíåé-
íîñòè:
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,0),1,0(),1,0(,1,)1( )( >∈θ∈>θ−+θ=ϕ AnmxxA nm (6)

.0,0,e1)( )( / >ν>−=ϕ − AAx vx (7)

Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëçó-
÷åñòè (ÔÏ):

,0],,0(,0,0,e)(Π >μβ∈γ>β>αγ−β+α= μ− ttt (8)

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ÔÏ ìîäåëåé Ôîéãòà, Ìàêñâåëëà, Êåëüâèíà è ñòàíäàðòíîãî ëè-
íåéíî-óïðóãîãî òåëà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î ïîëçó÷åñòè ïîëîãî öèëèíäðà

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ïîëîì öèëèíäðå èç èçîòðîï-
íîãî ìàòåðèàëà îñåñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó èñïîëüçóåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò; â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â ëþáîé òî÷êå öèëèíäðà âñå êîìïîíåíòû ïåðå-
ìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íå çàâèñÿò îò óãëà θ, ñëåäîâàòåëüíî, σrθ ≡ 0,
σzθ ≡ 0, uθ ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òîðöàõ öèëèíäðà âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
uz = 0, σzθ = 0 è σrz = 0; òîãäà ÍÄÑ öèëèíäðà ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé äåôîðìàöèåé, è
σrz ≡ 0,  εzθ ≡ 0, εrθ ≡ 0, εz ≡ 0, uz ≡  0. Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë íåñæèìàåìûì, òî åñòü
Ï0 = 0, òîãäà ÎÑ íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè (1) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîìó ñîîòíî-
øåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé: ε = Φ(Ïσ), σ =
= Rϕ(ε), Φ(x) = ϕ–1(x). Âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû öèëèíäðà ïðè t = 0 îáîçíà-
÷èì r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:

.0,0),(),(
221121 21 =σ=σ=σ=σ−=σ−=σ θθ rrzrrrrzrrrrrr tptp

Îáîçíà÷èì ./,/ 1
2
2

2
1 rrrrrq ==  Ïóñòü ,0,)()(

0
1 >ϕ= ∫ − sdxxxsF

s
 òîãäà íåòðèâèàëü-

íîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ [1]

).()()(3,)()(3)()( |||| 2121)()( tPtptptptptYFtYF q =−−=− ΠΠ (9)

Ïî ðåøåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Y(t) âû÷èñëÿþòñÿ âñå êîìïîíåíòû
ÍÄÑ öèëèíäðà, âûðàæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíû â [1]:

;0,0,)()(
2
3),( 1 ≡≡= θ zr uu

r
r

tYtztru v
(10)

;0,)()(
2
3),(),(,)()(

2
3),( 22 ≡ε−=ε−=ε=ε −

θ
−

θ zr rtYtztrtrrtYtztr (11)
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r
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Çäåñü z(t) = sgn( p1(t) – p2(t)); R, Ï – èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ïîëçó÷åñòè è ðåëàê-
ñàöèè (4).



174

3. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ çàäà÷à Êîøè
è îòûñêàíèå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè
â ñëó÷àå ìãíîâåííîãî íàãðóæåíèÿ öèëèíäðà ðàçíîñòüþ äàâëåíèé

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè ê ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (9):

F(Y(t)) – F(qY(t)) – P(t) = G(Y(t)) = 0,

ïîëó÷èì G′(Y ) = (ϕ(Y ) – ϕ(qY ))/Y. Òàê êàê ϕ(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò, G′(Y ) ≠ 0 è
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî t > 0; Y(t) – ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

),()( )(,)()()()()( 1 tYtfqYYtYtPtY =ϕ−ϕ= −&&

.0)0()()(,)0( =−−= PqcFcFcY (15)

Òàê êàê ϕ(x) – íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, âîçðàñòàþùàÿ (ñòðîãî) ôóíêöèÿ, íà
ïðîìåæóòêàõ íåïðåðûâíîñòè )(tP&  ôóíêöèÿ

)()(
)(, )(

qYY
YPtYtf
ϕ−ϕ

=
&

è

22 )()()( )()()()()(, −ϕ−ϕϕ−ϕ=
∂
∂ qYYqYYYtYt
Y
f

(16)

– íåïðåðûâíûå ôóíêöèè; ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ (15) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Y(0) = c, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî; c îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñ-
êè èëè ÷èñëåííî èç ñîîòíîøåíèÿ F(c) – F(qc) = P(0). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìãíîâåííîå
íàãðóæåíèå öèëèíäðà âíåøíèì è âíóòðåííèì äàâëåíèÿìè, p1(t) = p1h(t), p2(t) =
= p2h(t), z(t) = const, t > 0. Òîãäà

.),Ï()(3)( 21 pppttpztP −== (17)

Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñî ñòåïåííîé ÔÍ (2) óðàâíåíèå (9) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (17) èìååò
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íàéäåíû â [1]. Äëÿ ñå-
ìåéñòâ áèñòåïåííûõ (6) è ýêñïîíåíöèàëüíûõ (7) ôóíêöèé äàëåå ïðèâåäåíû ïðèìå-
ðû, ïîñòðîåííûå ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) äëÿ ðàçíûõ ÌÔ;
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèÿì îïðåäåëÿëèñü ïî ϕ(x) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ ìî-
äóëåé. Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ðåøåíèÿ ñòðîèëèñü ãðàôèêè íåâÿçêè err(t) = F(Y(t)) –
–F(qY(t)) – P(t), òî åñòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15) ïðîâåðÿëîñü
ïîäñòàíîâêîé â ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9). Ïðè ðåøåíèè ñðåäñòâàìè ïàêåòà
Mathematica íåâÿçêà err(t) íå ïðåâûøàåò 10–9.

4. Ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè

Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ â êàæäîé òî÷êå öèëèíäðà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-
íû Y(t), ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè (ÊÏ) óäîáíî ïðîâåñòè â
òåðìèíàõ Y(t).

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ìîäóëü ïåðåìåùåíèÿ (10) è ìîäóëü äåôîðìàöèè (11) ïðè
íàãðóæåíèè öèëèíäðà ïîëîæèòåëüíîé ðàçíîñòüþ äàâëåíèé ìîíîòîííî âîçðàñòàþò
ïî âðåìåíè è ìîíîòîííî óáûâàþò ïî r  ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ ìàòåðèàëüíûõ ôóíê-
öèÿõ ÎÑ. Òàê êàê ÔÏ íå óáûâàåò, èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò,
÷òî ÊÏ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó, òîëüêî åñëè .0)(Ï =∞&

Ñòåïåííàÿ ÔÍ (2) ìîäåëèðóåò òîëüêî äâà òèïà âûïóêëîñòè ÊÏ: åñëè ïîêàçàòåëü
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ñòåïåíè n > 1, ÊÏ âûïóêëà ââåðõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ÊÏ âûïóêëà âíèç ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t > 0. Ñïåêòð ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ â ýêñïå-
ðèìåíòàõ ÊÏ çíà÷èòåëüíî øèðå, òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ÊÏ, èìåþùèå òî÷êè ïå-
ðåãèáà. Ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëè ñ áèñòåïåííîé (6) èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé (7) ÔÍ ìî-
ãóò îïèñàòü ÊÏ, èìåþùèå òî÷êó ïåðåãèáà: èññëåäóåì íà çíàêîïîñòîÿíñòâî âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ Y (16) ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè çíàìåíàòåëÿ è Y.

Ïóñòü

.)()()()()( ][ )(())()()( 22 qYqYYqYYPqYYPtY ϕ′−ϕ′−ϕ−ϕ+ϕ−ϕ=κ &&& (18)

Äëÿ áèñòåïåííîé ÔÍ (6) ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå κ(Y(t)) = 0 èìååò êîðåíü ñ ïîëî-
æèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Çàïèøåì (18) äëÿ (6):

+−θ−−+θ−−=κ ][ ))()(())(( 11111)( 2 nnmm YnqYqmPY &

.111121 ][ 222222 )()()1())(()( nnnmnmmm YY qqqYqP θ−−−−+θ−+ +θ−θ +&& (19)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî m, n ∈ Z (èíà÷å ïðåäñòàâèì m = s1/v1,
n = s2/v2 è ââåäåì çàìåíó Y(t) = zk(t), k = HOK(v1, v2)), è ïîäåëèì (19) íà Y n:

+θ−−−−+θ− +θ−θ− ][ 22222 )()()1())(()( 111121 nnmnmnmm YY qqqYqP&&

.011111 ][ ))()(())((2 =−θ−−+θ−−+ − nqYqmP nnmm&

Åñëè âñå êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü,
âñå åãî êîýôôèöèåíòû äîëæíû èìåòü îäèí çíàê. Òàê êàê m ≥ 1, ,02 >P&  à 0≤P&&  ïî
ñâîéñòâàì ÔÏ, êîýôôèöèåíòû ïðè Y 2m–n, Y n, Y m–n îòðèöàòåëüíû. Îäíàêî

,)1)(1)(1(sgn)1()1)(1)((2sgn )()( 2 nqPqqtP nnm −θ−−−=θ−θ−− &&&

òî åñòü êîýôôèöèåíò ïðè Y m è ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, ñëåäîâà-
òåëüíî, óðàâíåíèå κ(Y(t)) = 0 èìååò êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñ-
òüþ. Îòìåòèì, ÷òî ýòî íå ãàðàíòèðóåò íàëè÷èÿ òî÷êè ïåðåãèáà ó ÊÏ: ðàñïîëîæåí-
íûé â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êîðåíü ìîæåò íå áûòü äåéñòâèòåëüíûì, è äàæå äåé-
ñòâèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà κ(Y(t)) – íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñìåíû âûïóêëîñòè Y(t).

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ÊÏ, ìîäåëèðóåìûõ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÔÍ (7), çàïèøåì
âûðàæåíèå (18) äëÿ ôóíêöèè (7):

.eeeeee)( )()()(
//2

//22//)(
m

qYPPPtY
mYmqY

mYmqYmYmqY −
+−+−=κ

−
−−−−

&
&&& (20)

Ïîäñòàâèì íà÷àëüíîå óñëîâèå Y(0) = c â âûðàæåíèå (20):

.)/1(e)/1(eee)()0( )()( //22// )( mcmqcPtPY mcmqcmcmqc +−++−=κ −−−− &&&

Ïîêàæåì, ÷òî κ(Y(0)) < 0. Ôóíêöèÿ (1 + χ)e–χ/m óáûâàåò ïî χ, ñëåäîâàòåëüíî,
êîýôôèöèåíò ïðè 2P&  îòðèöàòåëåí. Ôóíêöèÿ P(t) ïðîïîðöèîíàëüíà Ï(t), ñëåäîâà-
òåëüíî, 0≤P&&  è κ(0) ≤ 0. Ïðè t → ∞, åñëè ,0)( ≠∞Π& Y èç (15) íåîãðàíè÷åííî âîçðà-
ñòàåò, ïîâåäåíèå κ(t) îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíò ïðè .ee // mYmqYq −− −  Òàê êàê q < 1,
äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé t ýòîò êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí; êîýôôèöèåíò ïðè )(tP&&
áûñòðî óáûâàåò ê 0; κ(∞) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p1 > p2 ÊÏ ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÔÍ (7) è íåîãðà-
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íè÷åííîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè âûïóêëà ââåðõ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè è âû-
ïóêëà âíèç ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) – êðèâûå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìà-
öèé íà âíóòðåííåì ðàäèóñå öèëèíäðîâ ñ q = 0,25, íàãðóæåííûõ äàâëåíèÿìè p1 = 2,
p2 = 1, ìàòåðèàëû ìîäåëèðóþòñÿ ÔÏ (8) ñ α = 2,5.10–5, β = 0,015, γ = 0,01, 1,0=μ
è íàáîðîì ôóíêöèé íåëèíåéíîñòè: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîìó
ìàòåðèàëó; êðèâûå 2 è 3 – ñòåïåííûì ôóíêöèÿì íåëèíåéíîñòè (2) ñ ïîêàçàòåëÿìè
ñòåïåíè 2 è 0,3; êðèâûå 4 è 5 – áèñòåïåííûì ôóíêöèÿì íåëèíåéíîñòè (6) ñ ïàðàìåò-
ðàìè θ = 0,8, m = 2,5, n = 0,3 è θ = 0,2, m = 2,5, n = 0,3; êðèâàÿ 6 ñîîòâåòñòâóåò
ýêñïîíåíöèàëüíîé ÔÍ (7) ñ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû 0,4. Íà ãðàôèêàõ îòðàæåíû
âñå óïîìÿíóòûå ýôôåêòû: êðèâûå 2 è 4 âûïóêëû ââåðõ, êðèâàÿ 3 âûïóêëà âíèç; êðè-
âàÿ 5 èìååò îãðàíè÷åííûé, à êðèâàÿ 6 – íåîãðàíè÷åííûé ó÷àñòîê âûïóêëîñòè âíèç.

5. Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò âðåìåíè

Íàïðÿæåíèÿ â ìîäåëè, îïèñûâàåìîé ÎÑ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè. Â ñòàòüå [1] ïîêàçàíî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ â ñëó÷àå ñòåïåííîé ÔÍ (2) òàêæå
íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà íàïðÿæåíèé è ïîêà-
æåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âûáîðà ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè
ÎÑ Ðàáîòíîâà íàïðÿæåíèÿ íå ïîñòîÿííû. Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (12)–(14)
ìîæíî çàïèñàòü åäèíîé ôîðìóëîé: ,)]),(([),( iii grtYftr +=σ R  ãäå ôóíêöèè  fi, gi
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1
Íàïðÿæåíèå fi gi

σ ϕ(Yr– –2)
σr F(Y ) – F(Yr– –2) –p1

σθ F(Y ) – F(Yr– –2) + 2ϕ(Yr– –2) –p1

σz F(Y ) – F(Yr– –2) + ϕ(Yr– –2) –p1

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè (5) è áèåêòèâíîñòè îïåðàòîðà ðåëàêñàöèè (4),
êîìïîíåíòà σi ïîñòîÿííà âî âðåìåíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

),Ï()(),( )( trcrtYf ii = (21)

)(rci  – ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ .r  Òàê êàê Y – ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (15),
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé σi ïîñòîÿííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîæ-
äåñòâåííî ïî âðåìåíè è ðàäèóñó âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíî óñëîâèå:
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Â îáùåì ñëó÷àå áèñòåïåííîé ÔÍ (6) äëÿ σr è σ óñëîâèå (22) èìååò âèä

,01111,011 2121 ))(())(()()( =−−+−−=−−−− −−+ nmnnmnmnnm rqnmrqmnqqqrqr
òî åñòü âñå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé íå çàâèñÿò îò âðåìåíè âî âñåõ òî÷êàõ òðóáû
òîëüêî äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ïðè m = n.

Îòìåòèì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ïîëÿ íàïðÿæåíèé. Åñëè ÔÏ òàêîâà, ÷òî
0,)(Ïlim =

∞→
t

t
&

 êàæäàÿ èç êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì r  èìååò
ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ïðè t → ∞: äëÿ îãðàíè÷åííîé ÔÏ .)(lim ∞<=

∞→ Yt
ctY

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç ),( rYfi  îãðàíè÷åíà è âîçðàñòàåò: F(x), ϕ(x) – ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùèå ôóíêöèè, q < 1. Çíà÷èò, const,)(/)(t),(lim ==

∞→ Fit
ctPrYf  è íàïðÿæåíèÿ

ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì âåëè÷èíàì.
Ïóñòü σi(x, t) – ïîëå íàïðÿæåíèé ìîäåëè ñ áèñòåïåííîé ÔÍ (6) ñ ïàðàìåòðàìè

m, n è ),,( txn
iσ ),( txm

iσ  – ïîëÿ íàïðÿæåíèé ìîäåëåé ñî ñòåïåííûìè ÔÍ (2) ñ ïàðà-
ìåòðàìè m > 1, n < 1. Åñëè öèëèíäðû íàãðóæåíû îäèíàêîâî, èõ ÔÏ ñîâïàäàþò è íå
îãðàíè÷åíû, òî ),(),(lim),(),(lim

0
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Äëÿ óêàçàííûõ ÔÍ F(x) = θm–1xm + (1 – θ)n–1xn, F m(x) = m–1xm, F n(x) = n–1xn.
Çàìåòèì, ÷òî F(0+) = (1 – θ)F n(0+), F(∞) = θF m(∞), ϕ(0+) = (1 – θ)ϕn(0+), ϕ(∞) =
= θϕm(∞). Èç ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Y(0+) = (1 – θ)–1/nY n(0+), Y(∞) =
= (1 – θ)–1/mY m(∞); òàê êàê ÔÏ íå îãðàíè÷åíà, Y(∞) = ∞, Y m(∞) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(Y(0+)) = ϕn(Y n(0)), ϕ(Y(∞)) = ϕmY m((∞)), F(Y(0+)) = F n(Y n(0+)), F(Y(∞)) =
= F m(Y m(∞)), à çíà÷èò )),(())(());0(())0(( ∞=∞+=+ mm

ii
nn

ii YfYfYfYf  è âåðíû
äîêàçûâàåìûå ðàâåíñòâà äëÿ íàïðÿæåíèé. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàïðÿ-
æåíèÿ â ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ÔÍ (7) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ñîâïà-
äàþò ñ íàïðÿæåíèÿìè â ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîì öèëèíäðå.

6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè íàïðÿæåíèé
ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå

Íàïðÿæåíèÿ â òðóáå ñî ñòåïåííîé ÔÍ ïîñòîÿííû ïî t è ìîíîòîííû ïî :r  σr
âîçðàñòàþò è îòðèöàòåëüíû, σ óáûâàåò, à õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè îñòàëüíûõ íàïðÿ-

∞

∞∞

∞
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æåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè [1]. Â ÷àñòíîñòè,
â ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîì öèëèíäðå íàïðÿæåíèÿ σ è σθ óáûâàþò, σz ïîñòîÿííî. Îáîá-
ùèì ýòè ñâîéñòâà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè. Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ϕ(x) èìååò èíòåãðèðóåìóþ ïî Ëåáåãó âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ; äëÿ óïðîùåíèÿ çà-
ïèñè îïóñòèì ÷åðòó íàä :r .rr =  Ïðîèçâîäíûå íàïðÿæåíèé (12)–(14) èìåþò âèä:
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Èç îáùèõ îãðàíè÷åíèé íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè: R(t) ≥ 0, ϕ(x) ≥ 0, ϕ′(x) ≥ 0;
ðàíåå îòìå÷åíî, ÷òî Y(t) ≥ 0, òî åñòü sgn σr,r = z(t), è äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ äîïó-
ñòèìûõ ÌÔ ÎÑ (1) σr â öèëèíäðå, íàãðóæåííîì ïîëîæèòåëüíîé ðàçíîñòüþ äàâëå-
íèé, îòðèöàòåëüíû è âîçðàñòàþò ïî r; íàãðóæåííîì îòðèöàòåëüíîé ðàçíîñòüþ äàâ-
ëåíèé – ïîëîæèòåëüíû è óáûâàþò ïî r.

Ñôîðìóëèðóåì íå çàâèñÿùèå îò ÔÏ è ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ äîñòàòî÷íûå óñ-
ëîâèÿ ðàäèàëüíîé ìîíîòîííîñòè îñòàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé.

1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé íå âîçðàñòàåò ïî r.
Åñëè äëÿ x ∈ [0, Y(t1)] ϕ″(x)x ≥ –ϕ–1(x), òî σ(r, t) – íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ r ïðè
t ∈ [0, t1].

2. Åñëè äëÿ x ∈ [0, Y(t2)] ϕ″(x) ≥ 0, òî σz(r, t) – íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ r ïðè
t ∈ [0, t2]. Åñëè äëÿ x ∈ [0, Y(t2)] âåðíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, ïðè t ∈ [0, t2] σz(r, t) –
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ r.

3. Åñëè äëÿ  x ∈ [0, Y(t3)] ϕ″(x)x ≥ –ϕ′(x)/2, òî σθ(r, t) – íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ r ïðè t ∈ [0, Y(t3)]. Åñëè äëÿ x ∈ [0, Y(t3)] ϕ″(x)x < –ϕ′(x)/2, ïðè t ∈ [0, Y(t3)]
σθ(r, t) – íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ r.

Òàê êàê r ≥ 1, âûïîëíåíèå êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ïï. 1–3 íà îòðåçêå [0, Y(ti)]
âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà íà [0, Y(ti)r–2]. Âíåèíòåã-
ðàëüíîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (24) âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî èç îáùèõ îãðàíè÷åíèé íà
ÌÔ, ñëåäîâàòåëüíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé íå
âîçðàñòàåò ïî r. Åñëè ïðè ýòîì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî íà îò-
ðåçêå t ∈ [0, t1], íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå σ(r, t) – íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ r.
Çíàê âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ (25), (26) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ïîäûíòåãðàëüíûõ
âûðàæåíèé, èç ÷åãî è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå:
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4. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t1, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äëÿ x ∈ [qY(t1), ∞]

sgn (ϕ″(x)x + ϕ′(x)) = const, òî íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè T1 ≥ t1 òàêîé, ÷òî σ(r, t) –
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ r ïðè t > T1, ïðè÷åì sgn σ,r = –sgn (ϕ″(x)x + ϕ′(x)).

5. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t2, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äëÿ x ∈ [qY(t2), ∞]
sgn ϕ″(x) = const, òî íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè T2 ≥ t2 òàêîé, ÷òî σz(r, t) – ìîíîòîí-
íàÿ ôóíêöèÿ r ïðè t > T2, ïðè÷åì sgn σz,r = –sgn ϕ″(x).

6. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t3, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äëÿ x ∈ [qY(t3), ∞]
sgn (ϕ″(x)x + ϕ′(x)/2) = const, òî íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè T3 ≥ t3 òàêîé, ÷òî σθ(r, t) –
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ r ïðè t > T3, ïðè÷åì sgn σθ,r = –sgn (ϕ″(x)x + ϕ′(x)/2).

Òàê êàê q < 1, âûïîëíåíèå êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ïï. 1–3 íà îòðåçêå [qY(t), ∞]
âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà íà [Y(t), ∞]. Ïðîâåäåì äîêà-
çàòåëüñòâî äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé; äëÿ îñåâûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé
ñîîáðàæåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ″(x)x + ϕ′(x) ≤ 0. Âûáåðåì ε > 0, ∃tε, : ∀s > tε, R(s) < ε. Ïóñòü
t ≥ t1 + tε. Çàïèøåì (24):
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Òàêèì îáðàçîì, σ,r ≤ ε(t1S(t1) + A) + ε(t – t1)s(t1); t1, S(t1) ôèêñèðîâàíû, âòîðîå ñëà-
ãàåìîå îòðèöàòåëüíî è îòäåëåíî îò íóëÿ, òàê êàê t íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T1 ∀t > T1 σ,r ≤ 0, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé
ìîíîòîííî óáûâàåò ïî r.

Äëÿ ϕ″(x)x + ϕ′(x) > 0 îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå ïðîèçâîäíîé ñíèçó:
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îöåíêó ìîäóëÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ âîçüìåì ñ îáðàòíûì çíàêîì: ìîæíî
âûáðàòü ε òàê, ÷òî σ,r ≥ ε(–t1S(t1) – A) + ε(t – t1)i(t1) > 0, σ(r, t) – íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ r.

Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè ïîëåé íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò èç ñôîðìóëèðî-
âàííûõ óòâåðæäåíèé. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ðàçíîñòè äàâëåíèé èíòåíñèâíîñòü íà-
ïðÿæåíèé â ìîäåëè ñ áèñòåïåííîé ÔÍ (6) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî r íåçàâèñèìî îò ïà-
ðàìåòðîâ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè, îñåâîå íàïðÿæåíèå â ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
ÔÍ (7) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî r íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âûâîäû ðàçäåëîâ 5, 6. Âî âñåõ ðèñóíêàõ èñïîëüçîâàíà åäè-
íàÿ öâåòîâàÿ íîòàöèÿ: êðèâûå ÷åðíîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóþò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé; êðàñíîãî – îêðóæíûì, ñèíåãî – îñåâûì è çåëåíîãî – ðàäèàëüíûì íàïðÿæå-
íèÿì; øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå – ïàðàìåòðàì ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî öèëèíäðà.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ñòàöèîíàðíûå ýïþðû íàïðÿæåíèé äëÿ 6 öèëèíäðîâ ñ q =
= 0,64, íàãðóæåííûõ äàâëåíèÿìè p1 = 2, p2 = 1, ìàòåðèàëû öèëèíäðîâ ìîäåëèðóþò-
ñÿ ÔÏ (8) ñ ïàðàìåòðàìè α = 0, β = 0,015, γ = 0,01, 1,0=μ è íàáîðîì ôóíêöèé
íåëèíåéíîñòè: êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâóþò ñòåïåííîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè (2) ñ ïî-
êàçàòåëåì 2, êðèâûå 2 – áèñòåïåííîé ôóíêöèè (6) ϕ(x) = x2 + 0,02x0,3, êðèâûå 3 –
ϕ(x) = 0,2(0,83x2 + 0,17x0,3), êðèâûå 5 – ϕ(x) = 0,3(0,77x2 + 0,23x0,3), êðèâûå 6 –
ñòåïåííîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè (2) ñ ïîêàçàòåëåì 0,3, êðèâûå 4 – ëèíåéíî-âÿçêî-
óïðóãîìó ìàòåðèàëó. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà θ áèñòåïåííîé ôóíêöèè íåëèíåéíî-
ñòè (6) ïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåð ðàäèàëüíîé
ìîíîòîííîñòè σz, σθ.

Íà ðèñ. 3 ñîïîñòàâëåíû ýïþðû íàïðÿæåíèé â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè òðåõ
öèëèíäðîâ ñ q = 0,64, íàãðóæåííûõ äàâëåíèÿìè p1 = 2, p2 = 1 äëÿ ìîäåëè ñ ÔÏ (8)
ñ ïàðàìåòðàìè α = 10–5, β = 0,015, γ = 0,01, ;1,0=μ  áèñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëè-
íåéíîñòè (6) ñ ïàðàìåòðàìè A = 0,6, θ = 0,8, m = 2, n = 0,3 â ìîìåíòû âðåìåíè 20,
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200, 2000, 3000, 5000 (êðèâûå 1–5), ñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè (2) ñ ïàðà-
ìåòðîì 2 (êðèâûå 6), ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà (êðèâûå 7), ñòåïåííîé ôóíê-
öèåé íåëèíåéíîñòè (2) ñ ïàðàìåòðîì 0,3 (êðèâûå 8).

Íà ðèñ. 4 ñîïîñòàâëåíû ïîñòðîåííûå â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ýïþðû íàïðÿ-
æåíèé òðåõ öèëèíäðîâ ñ q = 0,25, íàãðóæåííûõ äàâëåíèÿìè p1 = 2, p2 = 1 äëÿ
ìîäåëè ñ ÔÏ (8) ñ ïàðàìåòðàìè α = 2,5.10–5, β = 0,015, γ = 0,01, 1,0=μ  è ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè (8) ñ ïîêàçàòåëåì 0,4. Øòðèõïóíêòèðíîé ëèíè-
åé 0 ïîñòðîåíû íàïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî öèëèíäðà, êðèâûå 1–6 ñî-
îòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè 500, 2000, 5000, 10000, 15000, 20000.

Ñðàâíèâàÿ ðèñ. 3 è ðèñ. 4, ìîæíî îòìåòèòü ðàçíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ìîíî-
òîííîñòè íàïðÿæåíèé: â ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè ìî-
íîòîííîñòü èçìåíÿåòñÿ ïëàâíî; ìîæíî îòìåòèòü çàäåðæêó ñìåíû ìîíîòîííîñòè
èíòåíñèâíîñòüþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ (ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî
ìîìåíòû âðåìåíè ti â óòâ. 5 íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü) è ñëó÷àè íåìîíîòîííîñòè äëÿ
êàæäîãî èç íèõ (êðèâàÿ 4 äëÿ îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ è êðèâàÿ 5 äëÿ èíòåíñèâíî-
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ñòè; óñëîâèÿ óòâ. 5, 6 â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè âûïîëíåíû íà îòðåçêå [Y(t), ∞], íî íå
[qY(t), ∞]).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîëçó÷åñòè ïîëî-
ãî öèëèíäðà, èçãîòîâëåííîãî èç èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî íåëèíåéíî-âÿçêîóïðó-
ãîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ÎÑ Ðàáîòíîâà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðè-
àëüíûìè ôóíêöèÿìè; ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò
ÌÔ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè âðåìåíè – ìîäóëÿ èí-
òåíñèâíîñòè äåôîðìàöèè íà âíóòðåííåì ðàäèóñå öèëèíäðà. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ñâåäåíî ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè. Ïîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ãðàôèêè ìîäóëÿ èíòåíñèâíî-
ñòè äåôîðìàöèé â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, ðàâíî êàê è êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé è
äåôîðìàöèé (êðèâûå ïîëçó÷åñòè), óæå íå îáÿçàíû áûòü âûïóêëûìè ââåðõ, êàê äëÿ
ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèëà: óñòàíîâëåíà ñïîñîáíîñòü íåëèíåéíîãî ÎÑ Ðàáîò-
íîâà (ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé èëè ñ áèñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè) ìîäåëèðî-
âàòü êðèâûå ïîëçó÷åñòè ñ òî÷êîé ïåðåãèáà è ó÷àñòêîì âûïóêëîñòè âíèç (ó÷àñòêîì
ðàçóïðî÷íåíèÿ). Äîêàçàíî, ÷òî ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ âñåãäà ìîíîòîííî çàâèñÿò
îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû (ïðè ïîëîæèòåëüíîé ðàçíîñòè äàâëåíèé ðàäèàëüíûå
íàïðÿæåíèÿ âîçðàñòàþò è îòðèöàòåëüíû), à èíòåíñèâíîñòü, îêðóæíûå è îñåâûå íà-
ïðÿæåíèÿ ìîãóò áûòü íåìîíîòîííû ïî ðàäèóñó è ìåíÿòü ìîíîòîííîñòü â õîäå íà-
ãðóæåíèÿ; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà íàïðÿæåíèé âî âðå-
ìåíè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè îãðàíè÷åíû è äåôîðìà-
öèè, è íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ òðóáû. Äîêàçàíî, ÷òî ïîëå íàïðÿæåíèé ìàòåðèàëà ñ
áèñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè è íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè ýâî-
ëþöèîíèðóåò îò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåíüøåìó èç ïîêàçà-
òåëåé ñòåïåíåé äâóõ ñëàãàåìûõ, äî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî áîëü-
øåìó ïîêàçàòåëþ. Âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è ïîñòðîåíû ãðàôèêè, èëëþñò-
ðèðóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè.
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CREEP OF A THICK-WALLED QUASILINEAR VISCOELASTIC TUBE
UNDER A CONSTANT EXTERNAL AND INTERNAL PRESSURE

Kabanova L.A.1, Khokhlov A.V.2,3

1Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
2Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

3JSC “Composite”, Korolev, Moscow region, Russian Federation

We consider the creep problem for a quasilinear viscoelastic model of a thick-walled tube, loaded
with constant internal and external pressure; the material is supposed to be incompressible. An
exact solution to this problem was received by one of the authors in previous papers, assuming the
state of a tube to be plain deformation; hereby we study properties of this solution for arbitrary
material functions of quasilinear viscoelasticity constitutive relation. A criterion of stress stationarity
is derived; the stress field of a thick-walled tube under a constant pressure evolves in time in the
case of unbounded creep function and arbitrary nonlinearity function, except some particular types.
The monotonicity of stress field components is studied: the radial stress monotonicity depends
only on internal and external pressure values (for internal pressure, greater than an external one, it
is negative and increases in radii). For other stress components, there are derived sufficient conditions
of monotonicity. For an exponential nonlinearity function and unbounded creep function, a creep
curve is determined to be concave up at the initial moment, and concave down during prolonged
observation; the creep curve of a bipower nonlinearity function model may change its convexity.
The stress-strain state of a model with a bounded creep function is proved to be bounded.

Keywords: quasilinear viscoelasticity, creep curve, thick-walled tube, material function governing
nonlinearity, incompressible material, stress field properties.


