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Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà ïëîñêèõ íåñòàöèîíàðíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ î
âçàèìîäåéñòâèè àáñîëþòíî òâåðäûõ óäàðíèêîâ ñ óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì
ñ çàãëóáëåííûìè ïîëîñòÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîé òåîðåìû âçà-
èìíîñòè ðàáîò ïîëó÷åíà ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò
â ñåáÿ îñíîâíîå ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, âûòåêàþùåå èç òåîðåìû
âçàèìíîñòè ðàáîò è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ óäàðíèêà. ßäðàìè îñíîâíîãî ðàçðåøàþùåãî óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå è ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äëÿ óïðóãîé ïëîñ-
êîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â óïðóãîé ïëîñêî-
ñòè â îòâåò íà äåéñòâèå åäèíè÷íîé ìãíîâåííîé ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññîâîé
ñèëû. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí íà ÝÂÌ îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ,
îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ äîïîëíèòåëüíîé èòåðàöèîííîé
ïðîöåäóðîé, ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòü ÷àñòè÷íûé îòðûâ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî-
ñòåé óäàðíèêà è ïîëóïðîñòðàíñòâà â îáëàñòè êîíòàêòà. Ïðè ýòîì â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè â ïîëóïðîñòðàíñòâå âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â
âîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè è âíå êîòîðîé âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò. Èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàìåíÿþòñÿ äèñêðåòíûìè
àíàëîãàìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ïî âðåìåíè. Ïðîâåäåíî èññëå-
äîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ íà ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíîãî êîíòàêòà àáñîëþò-
íî òâåðäîãî ïðÿìîóãîëüíîãî â ïëàíå óäàðíèêà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, èìåþ-
ùèì çàãëóáëåííóþ ïîëîñòü. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçàë çíà÷èòåëü-
íîå âëèÿíèå ïîëîñòè íà ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Îíî íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ñ ìîìåíòà ïðèõîäà îòðàæåííûõ îò ãðàíèöû ïîëîñ-
òè âîëí. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð íåñòàöèîíàðíîãî íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïåðåìåùåíèé. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì
ðàñ÷åòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ïðîåêòíûìè è èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèìè îðãàíèçàöèÿìè â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà çäà-
íèé è ñîîðóæåíèé ïðè âîçäåéñòâèè ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ êîëåáàíèé, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ãðóíòå.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 83, ¹ 1, 2021 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû ¹¹ 20-08-00707 À, 20-58-
00023 Áåë_à).



88

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïîëîñòü, íåñòàöèîíàðíûå êîíòàêò-
íûå çàäà÷è, ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ãðàíè÷íûå
ýëåìåíòû, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå àëãîðèòìû.

Ââåäåíèå

Ìíîãèå âàæíûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îãðàíè÷åííûõ òåë ñ ïîëóîãðàíè÷åííûìè óïðóãèìè
îáëàñòÿìè ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ. Àêòóàëüíîñòü ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíà, â òîì ÷èñëå, ñ ïðî-
áëåìàìè ñåéñìîñòîéêîñòè è âèáðîçàùèòû ñîîðóæåíèé, ñåéñìîðàçâåäêè ïîëåçíûõ
èñêîïàåìûõ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âîçäåéñòâèÿ íà çäàíèÿ
è ñîîðóæåíèÿ òåõíîãåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ãðóíòå, è äð.

Â ãðóíòîâîì ìàññèâå ÷àñòî ïðèñóòñòâóþò ïîëîñòè êàê åñòåñòâåííîãî (íàïðè-
ìåð, êàðñòîâûå ïîëîñòè), òàê è èñêóññòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (ðàçëè÷íûå êîììó-
íèêàöèè, òîííåëè ìåòðîïîëèòåíà, çàãëóáëåííûå õðàíèëèùà îòõîäîâ è äð.). Ïîýòî-
ìó ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòåïåíè âëèÿíèÿ ïîäîáíûõ ïîëîñòåé íà ïðî-
öåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ óïðóãèõ âîëí, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïðîáëåìàìè èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë ñ ïîëó-
îãðàíè÷åííûìè îáëàñòÿìè ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ çàíèìàåòñÿ äîñòàòî÷íî óçêèé êðóã
îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ [1–8]. Ðåøåíèÿ çàäà÷ î âîçäåéñòâèè øòàìïà
íà óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî â ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêàõ áåç
ïîëîñòåé èçâåñòíû. Íåñìîòðÿ íà ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ î íåñòàöèîíàðíîì âîçäåéñòâèè
óäàðíèêîâ íà óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ çàãëóáëåííûìè ïîëîñòÿìè ïðîèçâîëü-
íîé ãåîìåòðèè è ðàñïîëîæåíèÿ.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ïëîñêîé íåñòàöèîíàðíîé
êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî óäàðíèêà è ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ çàãëóá-
ëåííîé ïîëîñòüþ. Ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû âçàèìíîñòè ðàáîò çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñ-
òåìå ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé. Ïîäõîä ê ðåøåíèþ îñíîâàí íà ïðÿìîì ìåòîäå ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ [1–18]. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ íåñòàöèîíàðíóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó äëÿ óïðóãîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà ñ çàãëóáëåííîé ïîëîñòüþ ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû è àáñîëþòíî òâåðäî-
ãî ïðèçìàòè÷åñêîãî óäàðíèêà, èìåþùåãî ïðÿìîóãîëüíîå ñå÷åíèå â ïëàíå Oxy. Ïî-
ëîæåíèå è ãåîìåòðèþ ïîëîñòè õàðàêòåðèçóþò êîîðäèíàòû öåíòðà O1, äëèíû ïîëó-
îñåé ýëëèïñà p1, p2 è óãîë αe íàêëîíà áîëüøåé ïîëóîñè ê îñè Ox äåêàðòîâîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy (ðèñ. 1). Ïîäîøâà óäàðíèêà èìååò øèðèíó, ðàâ-
íóþ 2b. Öåíòð ìàññ øòàìïà îáîçíà÷åí òî÷êîé O2.

Ââåäåì ñèñòåìó áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí (øòðèõîì îáîçíà÷åíû ðàçìåðíûå ïàðà-
ìåòðû):
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Çäåñü L – õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð; u – ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè îñè Ox;
w – ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè îñè Oy; c1 è c2 – ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è ñäâèãà; V0 – íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü óäàðíèêà; λ, μ  è ρ – óïðóãèå
ïîñòîÿííûå Ëàìå è ïëîòíîñòü ñðåäû; t è τ – ðàçìåðíîå è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; Fα –
êîìïîíåíòû ìàññîâûõ ñèë; a, b – ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû óäàðíèêà; ws è wp –
ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïîäîøâû óäàðíèêà è åãî öåíòðà ìàññ; m – ïîãîííàÿ ìàññà óäàð-
íèêà; σαβ – êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Ïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò íà÷àëà âçàèìîäåéñòâèÿ τ = 0 óäàðíèê äâèæåòñÿ ñ íåêî-
òîðîé çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0, âåêòîð êîòîðîé íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà y = 0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè.

Äâèæåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïëîñ-
êîé òåîðèè óïðóãîñòè [19]:
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ãäå εxx, εyy, εxy – êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé.
Ïîëîæèì, ÷òî êîíòàêò ìåæäó óäàðíèêîì è óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì ïðîèñ-

õîäèò â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñëó÷àé áåçîòðûâíîãî êîíòàêòà ïîäîøâû øòàìïà, èìåþùåé øèðèíó 2b,

Ðèñ. 1. Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíîé êîíòàêòíîé çàäà÷è
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ñ ïîâåðõíîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäåëàõ îòðåçêà x ∈ [–b, b]
íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñ ïåðåìåùåíèÿ-
ìè ïîäîøâû óäàðíèêà:
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé ïîäîøâû óäàðíèêà â ïîñòàíîâêó çàäà÷è íåîá-
õîäèìî ââåñòè óðàâíåíèå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ óäàðíèêà êàê àáñîëþòíî òâåð-
äîãî òåëà, çàïèñàííîå â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:
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Êðîìå òîãî, óäàðíèê ìîæåò ñîâåðøàòü ïîâîðîò âîêðóã ñâîåãî öåíòðà ìàññ, ïî-
ýòîìó äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
óäàðíèêà:
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ãäå ϕ – óãîë ïîâîðîòà óäàðíèêà, J = 4ab(a2 + b2)/3 – ïîãîííûé îñåâîé ìîìåíò èíåð-
öèè óäàðíèêà. Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïî-
äîøâû óäàðíèêà îïðåäåëÿþòñÿ òàê (ðèñ. 2):
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Ïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà ýëëèïòè÷åñêîé ïîëîñòè γ ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé

,0=σ=σ
γγ sn (9)

ãäå σn è σs – íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòóðå.
Êîíòóð Γ, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ñîñòîèò èç äåéñòâè-

òåëüíîé îñè Ox è ãðàíèöû ýëëèïñà .: γ=Γγ UOx

Ðèñ. 2. Îïðåäåëåíèå äîïîëíèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé óäàðíèêà çà ñ÷åò ïîâîðîòà

O2

a

x

ϕ

√a2 + b2

ϕ√a2 + b2 sin
√a2 + b2

x



91

2. Ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé

Îñíîâíîå ðàçðåøàþùåå ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóåò èç äèíà-
ìè÷åñêîé òåîðåìû âçàèìíîñòè ðàáîò [7, 8]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè (5) è (9) îíî èìååò âèä:

−∗Σ+∗Σ−∗Σ+∗Σ−∗Σ−∗σ ∫∫∫
∞−

∞−− b
nnss

b

nnss

b

b
ssnn dxuudxuudxuU )()()(

,)( ∫∫
−γ

∗Σ=∗Σ+∗Σ−
b

b
snnnss dxwdsuu (10)

,,,,
00000000 ========

σ=σσ=σ==
yxyysyyyynyysyyn wuuu

ãäå Us, Un, Σs, Σn – ôóíäàìåíòàëüíûå è ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äëÿ óïðóãîé ïëîñêî-
ñòè [7, 8, 19], çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíà ñâåðòêà ïî âðåìåíè, â ëåâîé ÷àñòè ïîä èíòåãðà-
ëàìè ñîäåðæàòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10) îñíîâàí íà ïðÿìîì ìåòîäå
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [1–18] ñ äèñêðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè. Çäåñü îïðåäåëåííàÿ ñëîæ-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíòóð Γ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì. Ïîñêîëüêó ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ íà âíóòðåííåì êîíòóðå γ è íà âñåé ãðàíèöå y = 0, òî âîîá-
ùå ñëåäîâàëî áû âñþ îñü Ox àïïðîêñèìèðîâàòü áåñêîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòüþ ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðèìûêàþùèõ äðóã ê äðóãó îòðåçêîâ îñè Ox). Îäíàêî, ââèäó
êîíå÷íîñòè ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â óïðóãîé ñðåäå, â ýòîì íåò
íåîáõîäèìîñòè. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü òîëüêî òå èç ýëåìåíòîâ, äî êîòîðûõ óñïåâàþò
äîéòè óïðóãèå âîëíû â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìàêñèìàëüíàÿ áåçðàç-
ìåðíàÿ ñêîðîñòü âîçìóùåíèé â óïðóãîé ñðåäå ðàâíà 1 (ñêîðîñòü âîëí ðàñòÿæåíèÿ-
ñæàòèÿ). Ïîýòîìó ïðè çàäàííîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè ðàñ÷åòà T äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî îòðåçîê [–b – T, b + T] îñè Ox, ïîñêîëüêó âíå ýòîãî îòðåçêà
íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà y = 0 îòñóòñòâóþò
(ðèñ. 3, cR – áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âîëí Ðýëåÿ):

.0||,0||,0||,0||,0 =σ=σ==
+>=+>=+>=+>= TbxynTbxysTbxynTbxys uu (11)

Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, â äàëüíåéøåì ïîä êîíòóðîì Γ áóäåì ïîíèìàòü îò-
ðåçîê [–b – T, b + T] îñè Ox è êîíòóð ïîëîñòè γ. Êîíòóð Γ ìîæíî ïîëàãàòü îäíîñâÿç-
íûì, ïðîâåäÿ ðàçðåç â ïëîñêîñòè Oxy, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, òàê êàê ïðè ýòîì
èíòåãðàëû ïî áåðåãàì ðàçðåçà (êîíòóðàì γ1 è γ2), âõîäÿùèå â ãðàíè÷íîå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå, âñëåäñòâèå ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êîíòóðîâ γ1 è γ2,
ñîêðàùàþòñÿ.

Òîãäà â óðàâíåíèè (10) âñå èíòåãðàëû ñòàíîâÿòñÿ îïðåäåëåííûìè è óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä

−∗Σ+∗Σ−∗Σ+∗Σ−∗Σ−∗σ ∫∫∫
+−

−−−

Tb

b
nnss

b

Tb
nnss

b

b
ssnn dxuudxuudxuU )()()(

.)( ∫∫
−γ

∗Σ=∗Σ+∗Σ−
b

b
snnnss dxwdsuu (12)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12) ñîäåðæèò ïîä èíòåãðàëîì ïåðåìåùå-
íèÿ ws ïîäîøâû øòàìïà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (7), (8).
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (12) ñîâìåñòíî ñ (7), (8) ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ ñèñ-
òåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ àáñîëþòíî
òâåðäîãî óäàðíèêà è óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîñòüþ.

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíèì äèñêðåòèçàöèþ ïî âðå-
ìåíè. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì âðåìåííîé èíòåðâàë [0, τ] íà N ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ äëè-
òåëüíîñòüþ Δt: tk = kΔt, k = 1, 2, …, N; τ = NΔt. Ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â
èñõîäíîé çàäà÷å àïïðîêñèìèðóåì ëèíåéíî ïî âðåìåíè [7, 8, 20–23]:
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),,()(),,()( ks
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k
n tsusutsusu ==

).,()(),,()( ks
k
skn

k
n tsstss σ=σσ=σ

Êîíòóð Γ àïïðîêñèìèðóåì ñ ïîìîùüþ M = M1 + M2 + M3 + Me ïðèìûêàþùèõ
äðóã ê äðóãó ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ (ñì. ðèñ. 3). Ïîëàãàåì, ÷òî â ïðåäåëàõ êàæäî-
ãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è èç-
ìåíÿþòñÿ òîëüêî âî âðåìåíè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3, è äèñ-
êðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè (13) ïîñòðîèì ÷èñëåííûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (12) [7, 8, 20–23]:
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Âîëíû Ðýëåÿ

Ôðîíò âîëíû
ñäâèãà

Ôðîíò âîëíû ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ

–b – T –b – cRT b + Tb + cRT

–b bO

–b – η–1T b + η–1T

c1 = 1

p1

O1 p2

αe

–b

y

bO

x

–b – T b + T

x

y

M1

M2

M3

Me

γ

γ

(xn,yn)

Ðèñ. 3. Âîëíîâûå ôðîíòû è ñõåìà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ
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N
ijssa ,  ñèñòåìû óðàâíåíèé èìåþò âèä [7, 8, 20–23]:
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(15)

ãäå Δ j – äëèíà ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì j; (cij, dij) – êîîðäèíàòû öåíòðà i-ãî
ýëåìåíòà â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì j-ãî ýëåìåíòà. Îñ-
òàëüíûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) äîïîëíÿåòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè óðàâíåíèé (6) è (7):
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ãäå xj–1, xj – êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà j-ãî ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî ïîä ïîäî-
øâîé óäàðíèêà â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy.

Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) è (16) îïðåäåëÿþòñÿ
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé – ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, âêëþ-
÷àÿ êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ïîä ïîäîøâîé óäàðíèêà.

Äëÿ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòè â àëãîðèòìå ðåàëèçîâàíà ïðîöåäóðà àäàïòèâíîãî ïîä-
áîðà øàãà ïî âðåìåíè. Íà êàæäîì øàãå ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

,max,|||| || ,1, jN
n

jN
njNN uu −−=Δε<Δ (17)

ãäå ε – òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.
Åñëè íåðàâåíñòâî (17) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íà òåêóùåì öèêëå ïî âðåìåíè øàã

óìåíüøàåòñÿ â 2 ðàçà è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñ÷åò çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Çàòåì
çíà÷åíèå øàãà âîçâðàùàåòñÿ ê âûáðàííîìó íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì,
àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåàëèçîâàòü àäàïòèâíûé ïîäáîð øàãà Δt íà êàæäîì öèêëå
ïî âðåìåíè.

Â ïðîöåññå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîçìîæåí ÷àñòè÷íûé îòðûâ ãðàíè÷-
íûõ ïîâåðõíîñòåé óäàðíèêà è ïîëóïðîñòðàíñòâà â çîíå êîíòàêòà. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî
ýôôåêòà ðàçðàáîòàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ îáëàñòè êîíòàêòà ñ ó÷å-
òîì äåôîðìèðóåìîñòè ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà y = 0. Îáëàñòü êîíòàêòíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ íà íóëåâîé èòåðàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñâÿçíîé. Åå ãðàíèöà òàê æå,
êàê è ïåðåìåùåíèÿ óäàðíèêà, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé (14), (16). Íà òåêóùåì
âðåìåííîì øàãå tk = kΔt íàõîäÿòñÿ ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèö ïîëóïðîñòðàíñòâà è óäàð-
íèêà, à òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïî îáëàñòè âçà-
èìîäåéñòâèÿ. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòü íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïîäîøâû óäàð-
íèêà è ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà Δwjk:
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),,( kjwwjk x τΔ=Δ

.),(),,(),(),( 000 =
=ττ−τ=τΔ ynsw uxwxwxwx

(18)

Åñëè íà òåêóùåì âðåìåííîì øàãå τk äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè, ïðèíàäëåæàùåé
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà, ðàçíîñòü ïåðåìåùåíèé Δwjk îòëè÷íà îò
íóëÿ, òî ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ýòîé îáëàñòè, èñêëþ÷àþòñÿ èç ýëå-
ìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè êîíòàêòà íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Òàê æå èç îáëà-
ñòè êîíòàêòà èñêëþ÷àþòñÿ ýëåìåíòû ñ íàëè÷èåì íåîòðèöàòåëüíûõ íîðìàëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé. Ïîñëå óòî÷íåíèÿ çîíû êîíòàêòà ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé åå ìíîãîñâÿçíîñòè
ïðîèçâîäèòñÿ ïîâòîðíûé ðàñ÷åò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé (íà-
ïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé).

Àíàëèç ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîâîäèòñÿ ïî íîðìå ðàçíîñòè ìåæ-
äó ôóíêöèÿìè íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, îïðåäåëåííûõ íà òåêóùåé è íà ïðåäûäó-
ùåé èòåðàöèè. Åñëè åå âåëè÷èíà íå ïðåâûøàåò îäíîé ñîòîé äëèíû íàèìåíüøåãî
ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ, è àëãîðèòì ïåðå-
õîäèò ê âûïîëíåíèþ ðàñ÷åòîâ íà ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè.

4. Ïðèìåð ðàñ÷åòà

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ íåñòàöèîíàðíóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó î âíåäðåíèè àáñî-
ëþòíî æåñòêîãî óäàðíèêà, èìåþùåãî ïðÿìîóãîëüíîå â ïëàíå ñå÷åíèå ñ ðàçìåðàìè
b = 0,5, a = 0,25, â ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëîñòüþ. Ãåîìåòðèÿ ïîëîñ-
òè õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëóîñÿìè, ðàâíûìè p1 = 0,25, p2 = 0,125, è óãëîì αe = π/4
ìåæäó áîëüøåé ïîëóîñüþ è îñüþ ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy.
Öåíòð ïîëîñòè ðàñïîëîæåí â òî÷êå O1(0,5, 0,7) (ðèñ. 4).

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðèìåì ñòàëü ñ η = 1,87. Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ óäàðíèêà V0 = 0,1. Ïîëîæèì âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 3, ÷èñëî øàãîâ ïî
âðåìåíè ðàâíûì 300, êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ýëëèïñå Me = 30, ïîä ïî-
äîøâîé øòàìïà M2 = 20, íà ó÷àñòêàõ ñâîáîäíîé ãðàíèöû âíå øòàìïà M1 = M3 = 60.

Êðèâûå íà ðèñ. 5 èëëþñòðèðóþò ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíîãî êîíòàêòíîãî äàâ-
ëåíèÿ p = –σxx|y=0 ïîä ïîäîøâîé óäàðíèêà â ìîìåíòû âðåìåíè τ = 1 (ñïëîøíàÿ
êðèâàÿ), τ = 2 (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) è τ = 3 (øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Èç ðåçóëüòà-
òîâ âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ íåñèììåòðè÷íî, ïîÿâëÿþòñÿ

Ðèñ. 4. Íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
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ïîäîáëàñòè, â êîòîðûõ êîíòàêòíîå äàâëåíèå ðàâíî íóëþ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðèõî-
äîì îòðàæåííûõ âîëí îò ãðàíèöû ýëëèïòè÷åñêîé ïîëîñòè.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ãðàíèöû ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà 0== ynuw  â ìîìåíòû âðåìåíè τ = 1 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), τ = 2 (øòðèõî-
âàÿ êðèâàÿ) è τ = 3 (øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Çäåñü òàêæå õîðîøî çàìåòíî âëèÿ-
íèå ïîëîñòè, âûçâàííîå ïðèõîäîì îòðàæåííûõ âîëí îò åå ãðàíèöû, ÷òî ïðîÿâëÿåò-
ñÿ â íåñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïðè τ > 1. Âèäíî, ÷òî ïðè τ = 3 ïðîèçîøåë
îòðûâ ïîäîøâû øòàìïà îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà,  ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå
ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè êîíòàêòà èìååò íåëèíåéíûé õàðàêòåð, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ìîìåíòó íà÷àëà îòñêîêà.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïî ãðàíèöå
ïîëóïðîñòðàíñòâà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ïî ïîäîøâå óäàðíèêà (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) â
ìîìåíò âðåìåíè τ = 2.

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ
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Âèäíî, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü îòñëîåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé â çîíå êîí-
òàêòà.

Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íîðìàëüíûõ (ñïëîøíàÿ êðè-
âàÿ) è òàíãåíöèàëüíûõ (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) ïåðåìåùåíèé â áëèæàéøåé ê ãðàíèöå
y = 0 òî÷êå ýëëèïòè÷åñêîé ïîëîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äî ìîìåíòà âðåìåíè
ïðèõîäà óïðóãèõ âîçìóùåíèé îò âîçäåéñòâèÿ øòàìïà â ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó ïå-
ðåìåùåíèÿ â ýòîé òî÷êå îòñóòñòâóþò. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ óïðó-
ãèõ âîëí, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà àëãîðèòìà ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì øàãà ïî âðåìåíè ïðî-
äîëæàëàñü áåç àâòîìàòè÷åñêîãî óòî÷íåíèÿ ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî ïîäáîðà øàãà è
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû äî ìîìåíòà âðåìåíè τ = 1,04. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà
âðåìåíè íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿëàñü ðàáîòà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû è ïðîâîäè-
ëîñü àäàïòèâíîå óòî÷íåíèå øàãà ïî âðåìåíè.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññà íåñòàöèîíàðíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àáñîëþòíî òâåðäîãî óäàðíèêà ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, èìåþùèì çàãëóáëåííóþ
ïîëîñòü. Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíèå ïîëîñòè íà ïðîöåññ íåñòàöè-
îíàðíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ñ ìîìåíòà ïðèõîäà
îòðàæåííûõ âîëí îò åå ãðàíèöû. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð íåñòà-
öèîíàðíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïåðåìåùåíèé. Óäàðíèê
íà÷èíàåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ çà ñ÷åò «îñåäàíèÿ ñðåäû» â íàïðàâëåíèè ãðàíèöû ïîëîñ-
òè, íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îñè
ñèììåòðèè óäàðíèêà, íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ è ðàçâèâàòüñÿ çîíû îòðûâà ïîäîøâû
óäàðíèêà îò ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà.
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TRANSIENT CONTACT INTERACTION OF A RIGID DIE
AND ELASTIC HALF-SPACE WITH A CAVITY

Arutyunyan A.M.1, Fedotenkov G.V.1,2

1Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
2Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation

A closed mathematical formulation of plane non-stationary contact problems for rigid dies and an
elastic half-space with deepened cavities is constructed. Using the dynamic theorem of reciprocity
of works, a system of resolving equations is obtained. It includes the basic boundary integral
equation arising from the principle of reciprocity and boundary conditions, as well as the equations
of translational and rotational motion of the die. The fundamental and singular solutions for the
elastic plane are the cores of the main resolving equation. They determine displacements and
stresses in the elastic plane from the applied single instantaneous concentrated force. An original
solution algorithm based on the method of boundary integrals with an additional iterative procedure
that allows one to take into account the partial separation of the boundary surfaces of the die and
the half-space in the contact area has been developed and implemented on a computer. In this case,
at each moment of time in the half-space, there is a region that is in a perturbed state and outside of
which there are no perturbations. The integral operators of the resolving system of equations are
replaced by discrete analogs in the spatial variable and in time. A parametric study of the process of
unsteady contact of an absolutely rigid rectangular die with a half-space having a recessed cavity is
carried out. Analysis of the calculation results revealed the manifestation of a significant effect of
the cavity on the process of non-stationary contact interaction. The influence of the cavity begins
to show itself from the moment the reflected waves arrive from its boundary. In this case, the
nature of the unsteady stress-strain state and displacements changes significantly. The developed
calculation algorithm can be used in engineering practice by design and research organizations in
the process of designing and calculating buildings and structures under the influence of natural
and man-made vibrations propagating in the soil.

Keywords: half-space, cavity, non-stationary contact problems, mixed boundary conditions,
superposition principle, boundary elements, integral transformations, numerical-analytical
algorithms.


