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Èññëåäîâàíèå ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìîé îáåñïå÷åíèÿ âèáðîïðî÷íîñòè òðóáî-
ïðîâîäîâ, ïîäâåðãàþùèõñÿ âîçäåéñòâèþ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê, äëÿ êîòîðûõ
ïîâûøåííàÿ âèáðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé.
Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñ-
òîò è ôîðì êîëåáàíèé ó÷àñòêà êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, çàïîëíåí-
íîé ñðåäîé, ðàññìàòðèâàåìîé â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ðåçóëüòàòû èñ-
ñëåäîâàíèé ïàðàìåòðîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷åíû êàê àíàëèòè÷åñêèì
ìåòîäîì ïî òåîðèè îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà, òàê è ñ ïðè-
ìåíåíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî êîìïëåêñà èíæåíåðíîãî àíàëèçà ANSYS. Ïî-
êàçàíî, ÷òî âëèÿíèå ïëîòíîñòè ñðåäû íà ïàðàìåòðû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáî-
ëî÷êè çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ òîëùèíû îáîëî÷êè ê åå ðàäèóñó, îíî îêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííûì òîëüêî äëÿ ôîðìû êîëåáàíèé, ñâÿçàííîé ñ äåôîðìàöèåé èçãè-
áà, è ìàëîçíà÷èìûì äëÿ ôîðì, ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèÿìè ñðåäèííîãî ñëîÿ.
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ìîäåëåé ñæè-
ìàåìîé è íåñæèìàåìîé ñðåäû, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñæèìàåìîñòüþ ñðåäû ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, òðåáóþùèõ ó÷å-
òà ïîëíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû îáîëî÷êà–ñðåäà, äîëæíà èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëü ñæèìàåìîé ñðåäû, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû î âëèÿíèè æåñòêîñòè îáîëî÷êè íà ñïåêòð ÷àñòîò îáúåìà ñðåäû. Ïðè ðåøå-
íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ î âèáðàöèè òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì
èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ðàññìîòðåòü âñå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ó÷åòîì
èõ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðîïðî÷íîñòü, öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, öèëèíäðè-
÷åñêèé îáúåì ñðåäû, àêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà, ñâÿçàííàÿ çàäà÷à, ñâîáîäíûå êîëåáà-
íèÿ, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, òåîðèÿ îáîëî÷åê, êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç, ïðî-
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Ââåäåíèå

Ïîâûøåííàÿ âèáðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé
òðóáîïðîâîäîâ êîìïðåññîðíûõ ñòàíöèé, â ñâÿçè ñ ÷åì îáåñïå÷åíèå èõ âèáðîïðî÷-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé [1, 2]. Ïðîáëåìà âèáðîïðî÷íîñòè âêëþ÷àåò â
ñåáÿ îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ñîâìåñòíûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè ñî
ñðåäîé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà âûíóæäåííîé âèáðàöèè.

Çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ êîíñòðóêöèé ñî ñðåäîé â òðóáîïðîâîäíîì òðàíñïîðòå
ïðåäñòàâëÿþò äëÿ èññëåäîâàòåëåé áîëüøîé èíòåðåñ. Ñâÿçàííûå çàäà÷è ïîçâîëÿþò
ðàññìîòðåòü âñå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ó÷åòîì èõ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äðóã íà äðó-
ãà. Îäíàêî ïîëó÷åíèå ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ êîíñòðóêöèè, âçàèìîäåéñòâóþùåé
ñî ñðåäîé, ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ-
÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè êîíñòðóêöèè è
ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé æèäêîñòü èëè ãàç. Ðàçðàáîòàííûå ê íàñòîÿùåìó âðå-
ìåíè àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåíèìû ïðåèìóùåñòâåííî ê óçêîìó êëàññó çàäà÷ ñ
ïðîñòåéøåé ãåîìåòðèåé è ðÿäîì äîïóùåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ
òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ è òîïîëîãè÷åñêóþ
êîíôèãóðàöèþ, îñíîâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Â ñòàòüå âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèé çàäà÷è î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ñîäåðæàùèõ ñðåäó.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî òåîðèè îáîëî÷åê èìååòñÿ îáøèðíàÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà.
Áîëüøîé âêëàä â ðàçðàáîòêó òåîðèè îáîëî÷åê âíåñëè Â.Ç. Âëàñîâ, À.Ë. Ãîëüäåíâåé-
çåð, Â.Â. Íîâîæèëîâ, À.Ñ. Âîëüìèð è äð. Îáùàÿ òåîðèÿ îáîëî÷åê ïðåäñòàâëåíà â
ìîíîãðàôèÿõ [3–9], äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ – â [4, 7–10]. Ðåøåíèþ çàäà÷ î äèíàìè-
÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè îáîëî÷åê è ñðåäû ïîñâÿùåíû ïóáëèêàöèè À.Ñ. Âîëüìèðà,
Ì.À. Èëüãàìîâà, Â.Ï. Øìàêîâà è äðóãèõ àâòîðîâ. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé
ïðåäñòàâëåíû â [3, 8, 9, 11, 12]. Â óêàçàííîé ëèòåðàòóðå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåò-
ñÿ îáîëî÷êàì âðàùåíèÿ, â ÷àñòíîñòè öèëèíäðè÷åñêèì. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé
äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, â òîì ÷èñëå è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñî ñðåäîé, ïðåä-
ñòàâëåí â ñòàòüÿõ è ìàòåðèàëàõ äèññåðòàöèé [13–23]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ëèòå-
ðàòóðå ìàëî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ îáîëî÷êàì êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ è ñðàâíèòåëüíîìó
àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè îáîëî÷åê, ïðèâåäåííûå â óêàçàííîé ëèòåðàòóðå, îñíî-
âûâàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ òîíêîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ òîë-
ùèíîé h è ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R èìåþò âèä:
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ãäå x, θ, r – öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ρ – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, ux, uθ,
ur – êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, Nx, Nθ, Sθx, Sxθ – ïîãîííûå óñèëèÿ, M1, M2,
H – ïîãîííûå ìîìåíòû, qx, qθ, qr – êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé ïîãîííîé íàãðóç-
êè, t – âðåìÿ.

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðè÷íîìó âèäó:
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ãäå {Lij} – ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ν – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, E –
ìîäóëü óïðóãîñòè.

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèíÿòû óñëîâèÿ Íàâüå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
àëüíûì îïîðàì òðóáîïðîâîäîâ è ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå,
ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ñ äàííûìè ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íàâüå ôîðìû êîëåáàíèé ïðèíèìàþò âèä:
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ãäå U, V, W – àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé, Ω = 2π f – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, f –
ëèíåéíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, k = πλR/l – ïðèâåäåííîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî, l –
äëèíà öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, λ è m – îñåâîå è îêðóæíîå âîëíîâûå ÷èñëà (ðèñ. 1).

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íàëè÷èå ñðåäû ó÷èòûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé qr â
ñèñòåìå óðàâíåíèé (2), à êîìïîíåíòû qx è qθ ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Â ñëó÷àå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé æèäêîñòü èëè
ãàç, åå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé, óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî â
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:
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Ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) è ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì äàâëå-
íèå ñðåäû íà ñòåíêó îáîëî÷êè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì:

                           m = 0           m = 1              m = 2           m = 3

                              λ = 0                     λ = 1                    λ = 2
Ðèñ. 1. Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
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ãäå ρf – ïëîòíîñòü æèäêîñòè, Jm(Rλ) – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (3) è (5) â ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (2) ïðè ôèêñèðîâàí-
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ER /1 222 )( Ωρν−=ω  – ïðèâåäåííûé ïàðàìåòð ÷àñòîòû, /12/ 2)( Rha =  – ïàðà-
ìåòð îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè. Ïðèðàâíèâàíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ê
íóëþ ïðè çàäàííûõ îñåâîì è îêðóæíîì âîëíîâûõ ÷èñëàõ λ è m ïðèâîäèò ê ÷àñòîò-
íîìó óðàâíåíèþ, ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðè çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì ôîðìàì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.

×èñëåííûé àíàëèç ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñî ñðåäîé
âûïîëíÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYS [24–26].

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðèìåíÿëèñü îáîëî÷å÷íûå ýëå-
ìåíòû SHELL181, ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â ôîð-
ìóëèðîâêå Áàòå – Äâîðêèíà. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âûáîðà ýëåìåíòîâ äëÿ îïèñà-
íèÿ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ïðåäñòàâëåí â ñòàòüå [27]. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäû èñ-
ïîëüçîâàëèñü àêóñòè÷åñêèå ýëåìåíòû FLUID30.

Àíàëèç ïàðàìåòðîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñî ñðåäîé

Èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé âûïîëíåíî äëÿ ó÷àñòêà öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè äëèíîé l = 5 ì èç ìàòåðèàëà ñ ïàðàìåòðàìè: E = 2,1.1011 Ïà, ν = 0,3, ρ =
= 7850 êã/ì3. Ïàðàìåòðû ñðåäû ïðèíèìàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé 1, ãäå c – ñêî-
ðîñòü çâóêà â ñðåäå, P – äàâëåíèå ãàçà, T – òåìïåðàòóðà ãàçà. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ
ïðîâîäèëñÿ äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë m = 0, 1,…, 5.

Òàáëèöà 1
Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ñðåäû

Ñðåäà ρf , êã/ì3 ñ, ì/ñ
Ãàç (P = 10 ÌÏà, T = 50 °Ñ) 70,655 450,61
Ãàç (P = 30 ÌÏà, T = 50 °Ñ) 200,307 623,89
Íåôòü 730 1330
Âîäà 1000 1485
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Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ANSYS òðè ôîðìû ñâî-
áîäíûõ êîëåáàíèé ïóñòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè (à) è îáîëî÷êè ñî ñðåäîé (á)
äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë λ = 4, m = 3. Ïîëó÷åííûå ôîðìû ñîîòâåòñòâóþò èõ àíàëèòè-
÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Èç ðèñóíêà ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñâÿçàíà ñ
äåôîðìàöèåé èçãèáà. Äâå äðóãèå ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëåå âûñîêèì çíà÷å-
íèÿì ÷àñòîòû, õàðàêòåðèçóþò äåôîðìàöèè ñðåäèííîãî ñëîÿ.

Â ðàìêàõ ìîäåëè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ
àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòîâ íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå çàâèñè-
ìîñòè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ÷àñòîòû ω îò áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà k äëÿ
ïåðâîé ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñ îòíîøåíèåì h/R ≈ 0,04 ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ρf /ρ è m = 3. Íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíî: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – ðåøåíèå ïî ANSYS.

Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ âîëíî-
âûõ ÷èñåë λ ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé ñðåäó, íèæå, ÷åì
äëÿ ïóñòîé îáîëî÷êè. Ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ñðåäû ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñíèæàåò-
ñÿ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ïðèñîåäèíåííîé ìàññû ñðåäû. Ïîäîáíûå çàêîíîìåð-
íîñòè íàáëþäàþòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé îêðóæíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë m. Èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûå êîëåáàíèÿ ïðè m = 0, íà ÷àñòîòó êîòîðûõ íàëè÷èå æèä-
êîñòè âëèÿíèÿ íå îêàçûâàåò è çàâèñèìîñòè ω(k) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ âàðèàöèé ρf /ρ.

Îòëè÷èå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåò 15%, ÷òî ñâÿçàíî,
ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ îòñóòñòâèåì ó÷åòà äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â àíàëèòè÷åñ-
êîì ðåøåíèè, à ñ äðóãîé – ñ åñòåñòâåííûì ðîñòîì îøèáêè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ
ðîñòîì ÷àñòîòû ïðè ñîõðàíåíèè äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè.

á)

à)

Ðèñ. 2. Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
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Âûïîëíåíà îöåíêà âëèÿíèÿ íà ÷àñòîòó êîëåáàíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ω/ω0 îò îòíî-
øåíèÿ h/R ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ρf /ρ (ω – ïðèâåäåííûé ïàðàìåòð ÷àñòîòû äëÿ
îáîëî÷êè ñî ñðåäîé, ω0 – ïðèâåäåííûé ïàðàìåòð ÷àñòîòû äëÿ ïóñòîé îáîëî÷êè).
Õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé ïðè m = 3.
Íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíî: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, øòðèõîâàÿ ëè-
íèÿ – ðåøåíèå â ANSYS. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû îáîëî÷êè ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé âîçðàñòàåò è çíà÷åíèå ÷àñòîòû äëÿ îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé ñðåäó, íà÷èíà-
åò ïðèáëèæàòüñÿ ê ÷àñòîòå äëÿ ïóñòîé îáîëî÷êè. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè ñâîéñò-
âåííû âñåìó ðàññìàòðèâàåìîìó äèàïàçîíó ÷èñåë m, çà èñêëþ÷åíèåì m = 0. Äëÿ m = 0
ïðè ëþáîì h/R íàëè÷èå æèäêîñòè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ÷àñòîòó.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ôîðì êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëåå âûñîêèì çíà-
÷åíèÿì ÷àñòîò è ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèÿìè ñðåäèííîãî ñëîÿ, ïîêàçûâàåò íåçíà÷è-
òåëüíîå âëèÿíèå íà íèõ îòíîøåíèé ρf /ρ è h/R, ïðè ýòîì îòëè÷èå äàííûõ àíàëèòè-
÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé äëÿ ðàññìîòðåííûõ äèàïàçîíîâ ïàðàìåòðîâ íå ïðå-
âûøàåò 5%.

0,1         0,3          0,5         0,7         0,9          1,1         1,3         1,5    k
Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ÷àñòîòû îò ïðèâåäåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà

äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè
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0,16

0,20

ω
Îáîëî÷êà áåç ñðåäû

Îáîëî÷êà ñî ñðåäîé – Íåôòü (ρf /ρ ≈ 0,09)

Îáîëî÷êà ñî ñðåäîé – Ãàç (ρf /ρ ≈ 0,01)
Îáîëî÷êà ñî ñðåäîé – Ãàç (ρf /ρ ≈ 0,03)

Îáîëî÷êà ñî ñðåäîé – Âîäà (ρf /ρ ≈ 0,13)

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ω/ω0 îò h/R äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé

0,01        0,06         0,11        0,16        0,21         0,26       0,31        h/R
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Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé ïîëó÷åíû
äëÿ îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé íåñæèìàåìóþ ñðåäó. Êàê ìîæíî âèäåòü, íàëè÷èå ñðåäû
âëèÿåò íà çíà÷åíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðè ýòîì ôîðìû êîëåáàíèé îñòàþòñÿ àíà-
ëîãè÷íûìè ôîðìàì êîëåáàíèé äëÿ ïóñòîé îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé ñæèìàåìóþ
ñðåäó, ðåøåíèå â ïðîãðàììå ANSYS äàåò, êðîìå ôîðì, èäåíòè÷íûõ ïóñòîé îáîëî÷-
êå, äîïîëíèòåëüíûå ôîðìû êîëåáàíèé.

Ïðèìåð äîïîëíèòåëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñî ñæèìàåìîé ñðåäîé, ïî-
ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ANSYS, ïîêàçàí íà ðèñ. 5, íà êîòîðîì äëÿ îäíîãî è òîãî æå
çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ïðåäñòàâëåíû îòäåëüíî ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè è îáúåìà ñðå-
äû. Èç àíàëèçà ôîðì êîëåáàíèé ñëåäóåò, ÷òî íàðÿäó ñ êîëåáàíèÿìè ñèñòåìû ñ ôîð-
ìàìè îáîëî÷êè (êîëåáàíèÿ îáîëî÷å÷íîãî òèïà, ðèñ. 5à), äîáàâëÿþòñÿ ôîðìû êîëå-
áàíèé îáúåìà ñðåäû (êîëåáàíèÿ æèäêîñòíîãî òèïà, ðèñ. 5á).

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí ÷àñòîòíûé ñïåêòð äî 500 Ãö äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ñî ñæèìàåìîé ñðåäîé ïðè ρf /ρ ≈ 0,01, îòðàæàþùèé íàëè÷èå äîïîëíèòåëü-
íûõ ôîðì æèäêîñòíîãî òèïà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ρf /ρ ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé æèäêîñòíîãî òèïà ñìåùàþòñÿ â çîíó áîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèé.

Õàðàêòåð âëèÿíèÿ ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ñðåäû ñ ðàçëè÷íûì îòíîøåíèåì ρf /ρ íà
èçìåíåíèå çàâèñèìîñòåé ÷àñòîòû îò îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà äëÿ ïåðâîé ôîðìû
êîëåáàíèé ïðè m = 3 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7. Íà ðèñóíêå ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò îáîëî÷êå ñ íåñæèìàåìîé ñðåäîé, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – îáîëî÷êå ñî ñæèìàåìîé
ñðåäîé. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ó÷åò ñæèìàåìîñòè ïðèâîäèò ê íåçíà-
÷èòåëüíîìó ïîíèæåíèþ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè äëÿ âñåãî ðàññìàò-

Ðèñ. 6. ×àñòîòíûé ñïåêòð äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñî ñæèìàåìîé ñðåäîé
0

Ôîðìà êîëåáàíèé, èäåíòè÷íàÿ ôîðìå êîëåáàíèé îáîëî÷êè
Ôîðìà êîëåáàíèé, èäåíòè÷íàÿ ôîðìå êîëåáàíèé ñðåäû
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Ðèñ. 5. Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñî ñðåäîé æèäêîñòíîãî òèïà

à)

á)



42

ðèâàåìîãî äèàïàçîíà m, çà èñêëþ÷åíèåì m = 0, ïðè êîòîðîì âëèÿíèå ñðåäû íå íà-
áëþäàåòñÿ. Â öåëîì îòëè÷èÿ ñîñòàâëÿþò íå áîëåå 2%.

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîäåðæàùåé ñðåäó, íå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ôîðìû êîëåáàíèé æèäêîñòíîãî òèïà è ïîë-
íûé ñïåêòð ÷àñòîò ñèñòåìû îáîëî÷êà–ñðåäà. ×àñòîòû êîëåáàíèé æèäêîñòíîãî òèïà
áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ íà íèõ æåñòêîñòè îáîëî÷êè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðå-
øåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû. Â ïóáëèêàöèÿõ
[28–32], êðîìå îáùèõ ïîëîæåíèé àêóñòèêè, ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êî-
ëåáàíèÿìè àêóñòè÷åñêîé ñðåäû, çàêëþ÷åííîé â êðóãëûé öèëèíäð.

Äëÿ ïðîäîëüíûõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû çíà÷å-
íèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

,
2l
qcfq = (6)

ãäå q – ÷èñëî âàðèàöèé ïîëÿ âäîëü öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû.
Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè, îðòî-

ãîíàëüíîé ê îñè òðóáû, îñíîâàíî íà ïîèñêå êîðíåé yp ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Áåññå-
ëÿ: .0)( =′ pyJ  Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäàííîé ôîðìå êîëåáàíèé,
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

,
2 ppn y

R
cf
π

= (7)

ãäå p – ÷èñëî âàðèàöèé ïîëÿ ïî óãëó (÷èñëî óçëîâûõ äèàìåòðàëüíûõ ïëîñêîñòåé), n –
÷èñëî âàðèàöèé ïîëÿ âäîëü ðàäèóñà (÷èñëî âíóòðåííèõ óçëîâûõ öèëèíäðîâ). Êàæäàÿ
ïàðà ÷èñåë p, n îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ âîëíîâóþ ìîäó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü
âñåé äëèíû òðóáû áåç èçìåíåíèÿ.

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû òàêæå èìåþò ìåñòî êîëåáàíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà. Âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû äëÿ òàêîãî òèïà êîëåáàíèé
èìååò âèä:

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ÷àñòîòû îò ïðèâåäåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà
äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé

0,1          0,3         0,5          0,7         0,9          1,1         1,3         1,5     k

ω

0

ρf /ρ ≈ 0,01   h/R ≈ 0,23

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

ρf /ρ ≈ 0,13   h/R ≈ 0,23

ρf /ρ ≈ 0,01   h/R ≈ 0,12
ρf /ρ ≈ 0,13   h/R ≈ 0,12

ρf /ρ ≈ 0,01   h/R ≈ 0,04

ρf /ρ ≈ 0,13   h/R ≈ 0,04
ρf /ρ ≈ 0,01   h/R ≈ 0,01

ρf /ρ ≈ 0,13   h/R ≈ 0,01
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Ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèÿ (6)–(8) è çàäàâàÿñü ÷èñëàìè âàðèàöèé ïîëÿ q, p, n (ðèñ. 8),
îïðåäåëèì ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çàäàííûì ôîðìàì êîëåáàíèé.

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû ñ ïàðàìåòðàìè, èäåíòè÷íûìè ïàðàìåòðàì
ñðåäû â öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêè è ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ANSYS,
ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äîïîëíèòåëüíûì ôîðìàì öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñî ñðåäîé. Íà ïðèìåðå ïðîäîëüíûõ íîðìàëüíûõ êîëåáà-
íèé íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíà õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ qq ff /∗ ∗

qf( – ÷àñ-
òîòà êîëåáàíèé æèäêîñòíîãî òèïà,  fq – ÷àñòîòà êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà
ñðåäû) îò îòíîøåíèÿ h/R.

Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòû êîëåáàíèé æèäêîñòíîãî òèïà îáî-
ëî÷êè ñî ñðåäîé íåçíà÷èòåëüíî íèæå ÷àñòîò êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà
ñðåäû ïðè ñîõðàíåíèè ôîðì êîëåáàíèé. Ñ ðîñòîì òîëùèíû îáîëî÷êè çíà÷åíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé îáîëî÷êè ïðèáëèæàþòñÿ ê çíà÷åíèÿì äëÿ îáúåìà
ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùèì àáñîëþòíî æåñòêèì ñòåíêàì.

Åñëè ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé äëÿ öèëèí-
äðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû, òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äèàïàçîíà ÷èñåë p, n, q íàáëþ-
äàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå – îòëè÷èå â ïðåäåëàõ 7%.

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü  f *
q / fq îò h/R äëÿ ïðîäîëüíûõ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé

0,01           0,05          0,09           0,13            0,17          0,21  h/R
0,993

f *
q /fq

0,995

0,997

0,999

Ðèñ. 8. Ôîðìû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî îáúåìà ñðåäû

p = 0       p = 1             n = 0        n = 1               q = 0                q = 1

p = 2       p = 3             n = 2        n = 3                q = 2                q = 3
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Çàêëþ÷åíèå

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé ñðåäîé, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ñðåäû îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå òîëüêî íà ôîð-
ìû êîëåáàíèé, ñâÿçàííûå ñ äåôîðìàöèåé èçãèáà, ñíèæàÿ èõ ÷àñòîòû ñ ðîñòîì ïëîò-
íîñòè. Äëÿ äðóãèõ ôîðì, ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèÿìè ñðåäèííîãî ñëîÿ, âëèÿíèå ñðå-
äû íåçíà÷èòåëüíî.

Ñïåêòð ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñî ñæèìàåìîé ñðåäîé, ïîëó÷àå-
ìûé â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæèò ÷àñòî-
òû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìàì êîëåáàíèé îáîëî÷å÷íîãî òèïà è æèäêîñòíîãî òèïà.
Ðàññìîòðåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëíûé ñïåêòð ÷àñ-
òîò ñèñòåìû îáîëî÷êà–ñðåäà íåçàâèñèìî îò ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ñðåäû. Ñïåêòð ÷àñ-
òîò îáîëî÷å÷íîãî òèïà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç àíàëèòè÷åñ-
êîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè íåñæèìàåìîé ñðåäû. Äëÿ îöåíêè
÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé æèäêîñòíîãî òèïà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èñïîëüçîâà-
íèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè îáúåìà ñðåäû, èìåþùåãî ôîðìó îáîëî÷êè.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ î âèáðàöèè òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ñâÿçàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçäåëüíîì
ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè çàäà÷ î ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ è åãî äåéñòâèè íà òðóáî-
ïðîâîä, ìîæåò ïðèâîäèòü äëÿ ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì.
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ANALYTICAL AND NUMERICAL STUDIES OF FREE VIBRATIONS
OF CYLINDRICAL SHELL WITH ACOUSTIC MEDIUM

Dyachenko I.A. 1, Mironov A.A.2

1LLC “Gazprom proektirovanie”, Nizhny Novgorod, Russian Federation
2Nizhny Novgorod State Technical University n.a. R.E. Alekseev,

Nizhny Novgorod, Russian Federation

The research materials are related to the problem of ensuring vibration resistance of pipelines
exposed to dynamic loads, for which increased vibration is the main cause of damage. The solution
to this problem involves studying the parameters of free vibrations of the structure. The paper
solves the problem of determining the natural frequencies and forms of vibrations of a section of a
circular cylindrical shell filled with an medium considered in the acoustic approximation. The
results of studies of the parameters of free vibrations were obtained both by the analytical method
of shell theory based on the Kirchhoff-Love hypotheses, and using the finite element complex of
engineering analysis ANSYS. It is shown that the influence of the medium density on the parameters
of free vibrations of the shell depends on the ratio of the shell thickness to its radius it turns out to
be significant only for the shape of vibrations associated with bending deformation, and insignificant
for forms associated with deformations of the middle layer. A comparative analysis of the results
of calculations obtained for models of compressible and incompressible medium shows that when
solving the problem of determining the parameters of free vibrations of the shell, the compressibility
of the medium can be neglected. At the same time, to solve practical problems that require taking
into account the full spectrum of natural frequencies of the shell–medium system, a compressible
medium model should be used, in which the results on the effect of shell stiffness on the frequency
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spectrum of the medium volume are obtained. When solving practical problems of pipeline systems
vibration, the use of the finite element method in a coupled formulation is an effective tool that
allows us to consider all physical processes taking into account their mutual influence on each
other.

Keywords: vibration resistance, cylindrical shell, cylindrical volume of the medium, acoustic
medium, associated problem, free vibrations, natural frequency, shell theory, finite element analysis,
ANSYS software package.


