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УДК 539.3

АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСНЫХ КРИВЫХ
НЕЛИНЕЙНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

И АНАЛИЗ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ
В КРАТНЫХ КРИТИЧЕСКИХ ТОЧКАХ

О.А. Сергеев, В.Г. Киселев
Нижний Новгород

Проводится аналитический анализ чувствительности кратной критической
нагрузки, кратной низшей формы потери устойчивости конструкции и нели-
нейных перемещений. Для анализа чувствительности применяется прямой ме-
тод. Приводятся примеры исследований геометрически нелинейных конструк-
ций с двукратной предельной точкой и двукратной точкой бифуркации.

1. Введение
Находящаяся под действием возрастающей нагрузки нелинейная упругая конс-

трукция  деформируется в режиме, для которого сохраняется единственное решение
для перемещений и устойчивость состояния равновесия. Для вычисления нелиней-
ных перемещений используются метод последовательных нагружений, метод обоб-
щенных перемещений и метод длины дуги. На некотором этапе, для достаточно
большого значения нагрузки, достигается критическое состояние, например, прос-
тая или кратная предельная точка, или точка бифуркации. Касательная матрица
жесткости конструкции становится сингулярной в критической точке, что соот-
ветствует многозначному решению для перемещений. Сингулярность касательной
матрицы жесткости трактуется как общая потеря устойчивости конструкции.

Важной задачей является рассмотрение поведения конструкции и после общей
потери устойчивости. Это позволяет полно оценить ее несущую способность, так
как конструкция может быть работоспособной и после потери устойчивости. С
использованием дифференциального уравнения второго порядка исследуются рав-
новесные кривые в окрестности кратных критических точек. Это позволяет устано-
вить количество исходящих ветвей из кратных критических точек и отслеживать
их в закритической области.

В данной работе записывается выражение для приращения полной потен-
циальной энергии, позволяющее исследовать устойчивость равновесных кривых
и ответить на вопрос: будет ли закритическое поведение конструкции устойчивым
или неустойчивым?

Анализ чувствительности критической нагрузки для простых точек бифуркации
и предельных точек рассматривается в работах [1−5]. В статье рассматривается
аналитический анализ чувствительности кратной критической нагрузки, кратной
низшей формы потери устойчивости конструкции и нелинейных перемещений. Для
анализа чувствительности применяется прямой метод. Искомые производные необ-
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ходимы в задачах оптимизации с ограничениями на критическую нагрузку потери
устойчивости конструкции, где используются аппроксимации активных огра-
ничений и предположение о том, что конструкция так же может терять устойчивость
по кратной низшей форме.

2. Основные уравнения
Рассмотрим нелинейную упругую конструкцию, для которой полная потенци-

альная энергия  Π(u, Λ, X) зависит от вектора нелинейных перемещений u, множи-
теля нагрузки Λ, варьируемого параметра X. Для упрощения уравнений рассмотрим
конструкцию с одним варьируемым параметром  X. Уравнения равновесия для такой
конструкции имеют вид:

,,1,0),,( ni
u

X
i

==
∂
Π∂

=Λur (1)

где r(u, Λ, X) − вектор невязки или вектор неуравновешенных сил, если вектор
перемещений u не является истинным.

Рассмотрим кривую деформирования (равновесную кривую) в зависимости от
значения варьируемого параметра X в (n + 1)-размерном пространстве (u, Λ).  На
рис. 1 обозначено: 1 − кривая деформирования, 2 − кривая критических состояний,
3 − траектория преобразования.

Параметрические уравнения кривой деформирования:

),(),( tt Λ=Λ= uu (2)

где t − параметр продвижения вдоль кривой деформирования.
Можно рассмотреть три альтернативы для выбора параметра t:
1) t = Λ;
2) t = ui;       (3)
3) t = s,

где s − длина кривой деформирования. Важно отметить, что параметрическая форма
(2) не работает в критических точках, где пересекаются две или более кривых.
Дифференцируя уравнение равновесия (1) по параметру продвижения t, можно
записать

,0=Λ+= Λ
��� ruKr (4)

где точка сверху и нижний индекс Λ обозначают соответственно дифференцирова-
ние по t и частную производную по Λ, urK ∂∂= /  − касательная матрица жесткости.
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Дифференцируя (1) еще два раза, получаем еще два уравнения:

,0=Λ+Λ++= ΛΛ
���������� rruKuKr (5)

,022 =Λ+Λ+Λ+++= ΛΛΛ
��������������������� rrruKuKuKr (6)

где

, ,Λ ΛΛ
∂ ∂= + Λ = + Λ = + Λ
∂ ∂Λ
K KK u Lu N r Nu r
u

� � �� �� � �

, ,Λ ΛΛ ΛΛ= + + Λ + Λ = + + Λ + ΛK Lu Lu N N r Nu Nu r r� �� � ���� � � ��� �� �� � ��

L − пакет матриц.
Уравнение (4) может быть использовано для отслеживания кривой деформи-

рования в (n + 1)-размерном пространстве (u, Λ) по известной формуле

.)()()1( tsss ∆+=+ uuu � (7)

Однако в некоторых точках кривой деформирования касательная матрица K
является сингулярной и нахождение вектора )(su�  из (4) и соответственно примене-
ние (7) невозможно.

3. Условие потери устойчивости
Сингулярность касательной матрицы K трактуется как потеря устойчивости

конструкции. Соответствующие точки (uc, Λc) кривой деформирования называются
критическими точками, а достигнутый множитель нагрузки Λc(X) называется крити-
ческим. Следовательно, критическая точка определяется с использованием условия:

.0)],,([det =Λ XccuK (8)

Альтернативным подходом для определения критической точки является равенство
нулю первого собственного значения касательной матрицы жесткости, которое
является решением следующей проблемы собственных значений:

1( , , ) 0.c c XΛ =K u Φ (9)

где ΦΦΦΦΦ1 − первая форма потери устойчивости конструкции.

4. Аналитический анализ чувствительности кратной критической
          нагрузки и нелинейных перемещений

Для простоты рассмотрим двукратное собственное значение 0~
21 =λ=λ=λ .

Для двукратной критической точки имеется бесконечное множество собственных
векторов ΦΦΦΦΦ1 и ΦΦΦΦΦ2, то есть они не являются уникальными. Любая линейная комбина-
ция ΦΦΦΦΦ1 и ΦΦΦΦΦ2 будет удовлетворять проблеме собственных значений (9). Используем
такие собственные векторы Φ

~
, которые остаются дифференцируемыми по варьиру-

емому параметру  X. Для этой цели представим линейную комбинацию собственных
векторов ΦΦΦΦΦ1 и ΦΦΦΦΦ2:

,~
2211 ΦΦΦ α+α= (10)

где α1, α2 − неизвестные коэффициенты. Собственные векторы Φ
~

 нормализуются
так, что их длина равна единице, то есть выполняется

,1~~ =ΦΦT (11)
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откуда следует

.12
2

2
1 =α+α (12)

Рассмотрим задачу определения производных по варьируемому параметру X
кратной критической нагрузки dΛc/dX и перемещений duc/dX. Искомые производ-
ные необходимы в задачах оптимизации с ограничениями на критическую нагрузку
потери устойчивости конструкции [1−5], где используется аппроксимация активных
ограничений.

Рассмотрим прямой метод дифференцирования. Для двукратного критического
состояния имеем

( , , ) ,c c XΛ = λK u �� �Φ Φ (13)

где 0~
21 =λ=λ=λ . Предположим, что собственный вектор Φ~  является дифферен-

цируемым по X в критической точке, то есть производная dXd /~Φ  существует.
Дифференцируя (13) по X, получим для кривой критических состояний (см. рис.1)

.0~~
=


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


∂
∂

+
Λ

Λ∂
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d cc KKu

u
KK (14)

Производная duc/dX может быть записана как

.
XdX

d
dX
d cccc

∂
∂

+
Λ

Λ∂
∂

=
uuu (15)

Определим производную Λ∂∂ /cu . Для этого рассмотрим процесс деформации
под нагрузкой, то есть 0,1, ==Λ=Λ=ΛΛ= …������t . Из уравнения (4) имеем

.0/ =+Λ∂∂ Λ
cc ruK (16)

Матрица K является сингулярной в критическом состоянии, и нахождение Λ∂∂ /cu
из линейной системы (16) становится невозможным. Требуются два дополнитель-
ных уравнения. Поэтому обратимся за помощью к уравнению (5) и получим эти
уравнения после умножения (5) слева на T

1
~Φ  или T

2
~Φ . Два дополнительных урав-

нения имеют вид:

1 2 0,
c c

T c
ΛΛ

 ∂ ∂ ∂+ + = ∂Λ ∂Λ ∂Λ 

u u uL N rΦ
c

(17)

2 2 0.
c c

T c
ΛΛ

 ∂ ∂ ∂+ + = ∂Λ ∂Λ ∂Λ 

u u uL N rΦ
c

(18)

Заметим, что уравнения (17)−(18) являются квадратичными относительно Λ∂∂ /cu .
Следовательно, в двукратной критической точке можно получить до двух решений
для производной Λ∂∂ /cu .

Теперь найдем производную Xc ∂∂ /u . Для этого рассмотрим процесс преобра-
зования, то есть Λ = const, 0==Λ=Λ …��� , см. рис. 1. Дифференцируя уравнение
(1) по X, имеем

,0=+
∂
∂ c

X

c

X
ruK (19)
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где нижний индекс  X обозначает частную производную по варьируемому параметру
X. Два добавочных условия получим после дифференцирования уравнения (19) по
X и последующего его умножения слева на T

1
~Φ  или T

2
~Φ .  Дополнительные условия

для двукратной предельной точки и точки бифуркации также являются квадратич-
ными относительно Xc ∂∂ /u  и имеют вид:

1 2 0,
c c c

T c
XXX X X X

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

u u K uL rΦ (20)

2 2 0.
c c c

T c
XXX X X X

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

u u K uL rΦ (21)

Теперь рассмотрим определение производной dΛc/dX. Умножая уравнение (14)
сначала на 1 ,TΦ  а затем на 2

TΦ , получим систему двух линейных уравнений относи-
тельно коэффициентов α1, α2:

,0
2

1

2212

1211 =







α
α









AA
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(22)

где

,2,1,2,1, ==+Λ= jiDdXdLA ij
c

ijij

i i 1 2 2 1, , .
c c

T T T T
ij j ij jL D

X X
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = + =   ∂ ∂Λ ∂Λ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

K u K K u K K K
u u u u

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

Ненулевые решения для α1 и α2 существуют, если определитель системы равен
нулю:

−++






 Λ−=− 11222211

2
2
122211

2
122211 ()( DLDL

dX
dLLLAAA

c

.0)()2 2
1222111212 =−+







 Λ
− DDD

dX
dDL

c

(23)

Из уравнения (23) определяем производные кратного критического множителя
нагрузки:

,
)(2

2
2
122211

1122221112121

LLL
dDLDLDL

dX
d c

−
−−−

=
Λ

(24)

,
)(2

2
2
122211

1122221112122

LLL
dDLDLDL

dX
d c

−
+−−

=
Λ

(25)

где дискриминант d для (23) определяется как

.)()(4)( 2212122211121211
2

11222211 DLDLDLDLDLDLd −−+−= (26)

После нахождения dXd c
1Λ и dXd c

2Λ из системы уравнений (22) находим две
пары решений для коэффициентов α1 и α2 с учетом уравнения (12), а затем про-
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изводную duc/dX из уравнения (15). Две пары коэффициентов α1 и α2 дают из (10)
два собственных вектора 1

~Φ  и 2
~Φ , дифференцируемых по параметру X в критичес-

кой точке.
Важно отметить, что когда ,21 dXddXd cc Λ=Λ  то в этом случае возникает новая

проблема с определением коэффициентов α1 и α2. Дискриминант d квадратного
уравнения (23) должен быть равен нулю, чтобы сохранять двукратное критическое
состояние при варьировании параметра X.

5. Классификация кратных критических точек
Классификация критических точек, когда нулевое первое собственное значение

является простым, рассматривается в работах [1, 2, 4−6]. Проведем классификацию
кратных критических точек. Умножение слева уравнений (27), (28) на 

T
1

~Φ и
T
2

~Φ приводит к условиям потери устойчивости (29), (30):

1 1 1 0,c c c
Λ= + Λ =r K u r�� � (27)

,0222 =Λ+= Λ
ccc ruKr ��� (28)

1 1 0,c T c
ΛΛ =r� �Φ (29)

2 2 0,c T c
ΛΛ =r� �Φ (30)

которые будем использовать для классификации двукратных критических точек.
Точка, для которой выполняется

,0~,0~
21 ≠≠ ΛΛ

cTcT rr ΦΦ (31)

,021 =Λ=Λ cc �� (32)

называется двукратной предельной точкой.
Точка, для которой выполняется

,0~,0~
21 == ΛΛ

cTcT rr ΦΦ (33)

называется обычной (постоянной) двукратной точкой бифуркации. Для нее 
c
1Λ�  и

c
2Λ�  остаются неопределенными.

6.Представление приращения вектора нелинейных перемещений
в окрестности кратной критической точки

Рассмотрим методику отслеживания равновесной кривой после кратной кри-
тической точки. В двукратной точке бифуркации B вектор перемещений и множи-
тель нагрузки принимают значения c

Bu  и .c
BΛ  Мы изучаем малые отклонения пере-

мещений и множителя нагрузки в окрестности точки B. Для малых отклонений от
двукратной точки бифуркации связь между 

cu∆ и 
c∆Λ  может быть представлена

так [6]:

,~
1111 yu cc sA ∆Λ+∆=∆ Φ (34)

,~
2222 yu cc sA ∆Λ+∆=∆ Φ (35)

или в дифференциальной форме



132

,~
1111 yu cc A Λ+= �� Φ (36)

,~
2222 yu cc A Λ+= �� Φ (37)

где вектор y определяется как

3 3
3

1 1( ) ( ) ,T c T c
n n

n
Λ Λ

 
= − + + λ λ 

y r r…Φ Φ Φ Φ (38)

A1, A2 − неизвестные коэффициенты, ∆s − приращение длины кривой равновесных
состояний.

Вектор y может находиться из следующей системы уравнений, полученной с
помощью уравнения (27) или (28) с учетом (36) или (37):

.0~,0~, 21 ==−= Λ yyrKy TTc ΦΦ (39)

Использование двух последних уравнений системы (39) позволяет обойти сингуляр-
ность касательной матрицы жесткости K. Представление (36) или (37) аналогично
разложению движения конструкции как твердого целого и деформирования конст-
рукции, где 21

~,~ ΦΦ  − моды движения конструкции как твердого целого.
Аналогично для двукратной предельной точки имеем:

,~
111 ΦAc =u� (40)

.~
222 ΦAc =u� (41)

Чтобы найти коэффициенты A1, A2 для кратных критических точек, будем исполь-
зовать дифференциальное уравнение второго порядка (5), поскольку, используя
уравнение (27) или (28), нельзя получить эту информацию.

7. Определение амплитуды формы потери устойчивости
и исследование устойчивости равновесных кривых
для кратной предельной точки

Для удобства запишем еще раз уравнение (5) в форме

.011111 =Λ+Λ++= ΛΛ
cccccc ���������� rruKuKr (42)

Умножая уравнение (42) слева на T
1

~Φ и учитывая условия двукратной предельной
точки, получим

.0~~
1111 =Λ+ Λ
ccTcT ���� ruK ΦΦ (43)

Подставляя в уравнение (43) выражения для 1
c=K Lu� �  и 1 1 1,

c A=u �� Φ  получаем

2
1 1 1 1 1 1 0.T T c cA Λ+ Λ =L r ��� � � �Φ Φ Φ Φ (44)

Из (44) находим коэффициент A1:

1 1
1

1 1 1

.
T c c

TA Λ Λ= ± − r
L

���
� � �
Φ
Φ Φ Φ

(45)

Подкоренное выражение в (45) может быть отрицательным. Это трактуется как
отсутствие закритической ветви, то есть равновесная кривая не имеет продолжения
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после критической точки. Определение кривизны  
c
1Λ��  представляет собой отдельную

задачу и в этой статье не рассматривается.
Еще раз умножая уравнение (5) слева на ,~

2
TΦ  получаем коэффициент A2. Подста-

новка коэффициентов A1, A2 в (40), (41) дает направления ответвлений для двукрат-
ной предельной точки. Следовательно, для двукратной предельной точки имеем
самое большее − две исходящие равновесные кривые.

Исследуем устойчивость положения равновесия, близкого к двукратной пре-
дельной точке. Умножая уравнение (44) на  ∆s2, имеем

2 2 2
1 1 1 1 1 1 0.T T c cA s sΛ∆ + Λ ∆ =L r ��� � � �Φ Φ Φ Φ (46)

Обозначим .11 sAs ∆=∆  Тогда уравнение (46) перепишем как

2 2
1 1 1 1 1 1 0.T T c cs Λ∆ + ∆ Λ =L r� � � �Φ Φ Φ Φ (47)

Из (47) имеем
2

1 1
1

1 1 1

.
T c c

Ts Λ∆ Λ∆ = ± − r
L

�
� � �

Φ
Φ Φ Φ

(48)

Исследование устойчивости первой равновесной кривой, исходящей из дву-
кратной предельной точки, будем проводить с помощью приращения полной потен-
циальной энергии. Выражение для приращения полной потенциальной энергии
имеет вид [6]:

3 41
1 1( ),

6
B s O s∆Π = ∆ + ∆ (49)

где 1 1 1 1.TB = L� � �Φ Φ Φ  Если B1 > 0, тогда приращение полной потенциальной энергии
положительно для  01 >∆s  (устойчивое закритическое поведение) и отрицательно
для 01 <∆s  (неустойчивое закритическое поведение). Аналогично, если B1 < 0, тогда
приращение энергии отрицательно для 01 >∆s  и положительно для .01 <∆s   Иссле-
дование на устойчивость второй равновесной кривой, исходящей из двукратной
предельной точки, проводится аналогично.

8. Определение амплитуды формы потери устойчивости
и исследование устойчивости равновесных кривых
для кратной точки бифуркации

Умножая (42) слева на T
1

~Φ и учитывая условия двукратной точки бифуркации,
получаем

.0~~
1111 =Λ+ Λ
ccTcT ���� ruK ΦΦ (50)

Подставляя в уравнение (50) выражения для 1 1 ,c c= + ΛK Lu N �� �  cccc
11 Λ+= ΛΛΛ
��� ruNr  и

выражение для ,~
1111 yu cc A Λ+= �� Φ  получаем квадратное уравнение для определения

коэффициента A1:

,01
2
1 =++ cAbAa (51)

где 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1à, 2 ( ) , ( 2 ) ,T c T c T ca b c ΛΛ= = Λ + =Λ + + =L Ly N Lyy Ny r Ly� �� � � � � � �Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

1 .=L y�Φ Квадратное уравнение (51) дает до двух корней. Мы предполагаем, что
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A1(1) и A1(2) − действительные корни.
Рассмотрим особые случаи. Если a = 0,  тогда один корень, например A1(2), ра-

вен ∞, а другой корень A1(2) = −c/b, когда b ≠ 0. Тогда 
c

)2(1u� и 1
~Φ  являются колли-

неарными. Если a = b = c = 0, тогда дифференциальное уравнение второго порядка
(42) не даст информации относительно исходящих равновесных кривых из дву-
кратной точки бифуркации. Поэтому необходимо использовать дифференциальное
уравнение третьего порядка (6), которое приведет к кубическому уравнению относи-
тельно коэффициента A1 с четырьмя действительными коэффициентами. Если все
четыре действительных коэффициента равны нулю, тогда будем использовать
дифференциальное уравнение четвертого порядка и т.д.

Аналогично, умножая слева уравнение (5) на ,~
2
TΦ  получаем еще два действи-

тельных корня A2(1) и A2(2). Подстановка коэффициентов A1(1), A1(2), A2(1), A2(2) в
уравнения (36)−(37) предоставляет направления ответвлений в двукратной точке
бифуркации:

1(1) 1(1) 1 1 1(2) 1(2) 1 1, ,c cA A= + Λ = + Λu y u y� �� �� �Φ Φ

2(1) 2(1) 2 2 2(2) 2(2) 2 2, .c cA A= + Λ = + Λu y u y� �� �� �Φ Φ
(52)

Следовательно, имеется самое большее четыре − исходящих равновесных кривых
из двукратной точки бифуркации.

Исследуем устойчивость положения равновесия, близкого к двукратной точке
бифуркации. Умножая уравнение (51) на ∆s2, имеем

,0111
2

1 =+∆+∆ csbsa (53)

где 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, 2 ( ) , ( 2 ) ,T c T c T ca b c sΛΛ= = ∆Λ + =∆Λ + + ∆ =L Ly N Lyy Ny r� � � � � �Φ Φ Φ Φ Φ Φ

= A1∆s. Анализ устойчивости равновесных кривых, исходящих из двукратной точки
бифуркации, проводится с помощью приращения полной потенциальной энергии
[6]:

,
246

4
1

53
1

1 sBsB
∆+∆=∆Π (54)

где
3

5 1 1 1 1( ) ( ) ( ) .
c

T

i j k
B i j k

u u u
 ∂ =  ∂ ∂ ∂  

r� � � �Φ Φ Φ Φ

9. Примеры
Пример 1. Рассмотрим механическую систему с двумя степенями свободы,

состоящую из трех жестких стержней, соединеных шарнирами (рис. 2). До нагру-
жения оси стержней расположены на одной вертикали, и сила P прикладывается
вдоль нее. На рис. 2 показано положение механической системы при положительных
обобщенных координатах U1 и U2. Представим безразмерные параметры для меха-
нической системы следующим образом: di = Di /L, ui = Ui /L, wi = Wi /L, u = U/L, ki =
= Ki /K, множитель нагрузки Λ = P/KL, где ,)(1 2

211 uuLD −−=  ,41 2
22 uLD −=

,)(1 2
213 uuLD +−=  U = 3L − D1 − D2 − D3 ,4/)34()3( 2

2
2
1

2
2

2
1 uuuuL +++≈  Ki −

жесткости пружин, K − исходная жесткость. Геометрические величины Di, W3 =
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= L(u1 − u2) 2/2 , W4 = L(u1 +u2)cos(π/8), 2
2 2 2arctg (2 / 1 4 )u uϕ = −  = 2u2 + 4u2

3/3 +
+ ..., U, L показаны на рис. 2. Коэффициенты жесткости пружин принимают следу-
ющие значения:

2

1 2 3 2
4 cos ( /8)3 cos 4 cos , 3 4 cos , ,
3 8 8 8 cos ( / 4)

k X k mX kπ π π π  = + − + = + + =   π  

4 1,k =
где X − варьируемый параметр, m − подбираемый скалярный параметр.

Полная потенциальная энергия механической системы записывается в форме

.
2
1

2
1

2
1

2
1 2

44
2
33

2
22

2
11 uwkwkkuk Λ−++ϕ+=Π (55)

Взяв производные от полной потенциальной энергии по u1 и u2, получим нели-
нейные уравнения равновесия:

,0
8

cos2)32(
8

cos4
8

cos3
3
4

1
22

2
2
1 =







 π
++++Λ−














 π

−
π

+ uXuu (56)







 +

π
+

π
+++++Λ−

8
cos

8
cos8262)32(3 22

2
2
1 mXuu

.0
3
8

3
16

8
cos43 2

4
2

2
2 =


















 +

π+++ uuumX (57)

Тогда двa критических значения множителя нагрузки определяются так:

,
8

cos
8

cos8623
6
1 2

1 













 π

+
π

++=Λ Xc (58)

.2
8

cos
8

cos86
3
1 2

2 





 +

π
+

π
+=Λ mXc (59)

Двукратная точка бифуркации появляется, когда ).748,4(0 21 =Λ=Λ= ccX  Равно-
весные кривые, исходящие из двукратной точки бифуркации, показаны на рис. 3,
где сплошными и пунктирными линиями отмечены ветви устойчивых и неустой-
чивых состояний. На рис.4−5 показаны кривые уровней полной потенциальной
энергии механической системы для двух значений множителя нагрузки (Λ = 4,748,
Λ = 4,77).

Производные критических множителей нагрузки по варьируемому параметру
равны

.
3

2,
2
1 21 m

dX
d

dX
d cc

=
Λ

=
Λ

(60)

Если в (57) положить m = 3/4, тогда производные критических множителей нагрузки
равны и двукратная точка бифуркации сохраняется при варьировании параметра
X. При X = 0,1 и m = 0,5 двукратная точка бифуркации расщепляется на две простые
точки бифуркации, рис. 3.
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Пример 2. На рис. 6 изображена ферма с двумя степенями свободы (uz1
, uz2

 =
= uz3

), состоящая из четырех стержней. В узлах 2 и 3 прикладываются сосредото-
ченные вертикальные силы. Модуль упругости Е = 7028 кГ/мм2, площади стержней
А1 = А2 = 120 мм2 и А3 = А4 = 120 + mX, где m − подбираемый скалярный параметр,
Х − варьируемый параметр, S = 2H, H = 110 мм.

Две двукратные предельные точки появляются, когда варьируемый параметр
Х = 0 ( 1 2 162305,c cΛ = Λ =  рис. 7, 8). На рис. 8 или на виде сверху (рис. 7) показаны
равновесные кривые, исходящие из двукратных предельных точек L1 и L2. При
варьировании параметра Х (Х = 10 мм) двукратные предельные точки исчезают,
рис. 9.
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Заключение
Дифференциальное уравнение второго порядка дает возможность установить

количество исходящих равновесных кривых из кратных предельных точек и крат-
ных точек бифуркации и исследовать их устойчивость с помощью записанного
выражения для приращения полной потенциальной энергии. Производные кратной
критической нагрузки и нелинейных перемещений выводятся с использованием
прямого метода.
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NONLINEAR ANALYSIS OF STABILITY OF EQUILIBRIUM PATHS
AND SENSITIVITY ANALYSIS AT MULTIPLE CRITICAL POINTS

O.A. Sergeyev, V.G. Kiselev

The sensitivity analysis of multiple buckling load, multiple buckling modes and nonlinear dis-
placements is applied. The direct approach is used for the analytical sensitivity analysis. Examples
of geometrically nonlinear structures exhibiting bimodal bifurcation points and a bimodal limit
point are provided.


