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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû ïðè
óäàðíîì íàãðóæåíèè. Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ â ïå-
ðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Ïðèâåäåíà îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â òðåõìåð-
íîé ïîñòàíîâêå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà âèðòóàëüíûõ ìîù-
íîñòåé ðàáîòû. Äðåâåñèíà ìîäåëèðóåòñÿ êàê îäíîíàïðàâëåííî àðìèðîâàííûé
ìàòåðèàë ñ îïèñàíèåì íèñõîäÿùåé âåòâè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Äåôîð-
ìàöèè è íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ëîêàëüíîì áàçèñå, ïîëîæåíèå êîòîðîãî â
ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíî ñ íàïðàâëåíèåì âîëîêîí äðåâåñèíû. Ìàòåðèàë äðåâå-
ñèíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè àðìèðóþùèõ âîëîêîí è ìàòðèöû,
óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êîìáèíèðîâàííûì êèíåìàòè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óïðî÷íå-
íèåì. Äåôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèöû è âîëîêîí îïðåäåëÿþòñÿ íà
îñíîâå ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
äðåâåñèíû âäîëü è ïîïåðåê âîëîêîí. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðèìå-
íÿåòñÿ ìîìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò». Äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îñíîâàíà
íà âîñüìèóçëîâîì èçîïàðàìåòðè÷åñêîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå, àäàïòèðîâàííîì
ê ñïåöèôèêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îñóùåñòâëåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçà-
öèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ÷èñëåííîé ìåòîäèêè â ðàìêàõ
âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà «Äèíàìèêà-3». Âûïîëíåíî êîìïüþòåðíîå ìîäå-
ëèðîâàíèå ñæàòèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà åëè âäîëü è ïîïåðåê âîëîêîí.
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ õîðîøèì ñîîòâåòñòâè-
åì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðåâåñèíà, ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, àíèçîòðîïèÿ,
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ââåäåíèå

Áëàãîäàðÿ ñâîèì äåôîðìàöèîííûì è ïðî÷íîñòíûì ñâîéñòâàì, äðåâåñèíà øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå àìîðòèçàòîðà â ïðîòèâîóäàðíûõ êîíñòðóêöèÿõ [1–4].
Äëÿ äîñòîâåðíîãî àíàëèçà ïðî÷íîñòè è ãåðìåòè÷íîñòè êîíñòðóêöèé ñ äåìïôèðóþ-
ùèìè ýëåìåíòàìè èç äðåâåñèíû íåîáõîäèìî ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ìå-
òîäèêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû ïðè óäàðíûõ âîçäåéñòâèÿõ è îñíàùå-
íèå èõ äåôîðìàöèîííûìè è ïðî÷íîñòíûìè ïàðàìåòðàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå
ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäõîäà.

Â ïóáëèêàöèÿõ [5–14] ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå âàðèàíòû ïîñòàíîâîê è ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû ïðèâåäåíû â [15–26]. Ðåçóëüòàòû òåîðåòè-
÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé èçëîæåíû â [27–30].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ è îáîñíîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè, ìåòîäèêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ, àëãîðèòìà è ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé
èññëåäîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç äðåâåñèíû ïðè äèíà-
ìè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñ ó÷åòîì çàêðèòè÷åñêîé ñòàäèè, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ âñëåä-
ñòâèå ðàçâèòèÿ ïîâðåæäåíèé è õàðàêòåðèçóåòñÿ íèñïàäàþùèì ó÷àñòêîì äèàãðàì-
ìû «íàãðóçêà–óäëèíåíèå». Ýòà îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíîé ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ óñëîâèé ðàçðóøåíèÿ. Îïèñàíèå ïîëíîé äèàãðàììû óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ è ìàëîèçó÷åííóþ
ïðîáëåìó.

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ äèíàìè÷åñêîå
äåôîðìèðîâàíèå äðåâåñèíû, è ìåòîä åå ðåøåíèÿ

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: U
N

i i1=
Ω=Ω  – ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü;  U

N

i i1=
Γ=Γ  –

åå ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ìîæåò äåéñòâîâàòü ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà
èëè çàäàíà ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ; X = [X1 X2 X3]

T – íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îðòîãî-
íàëüíûõ êîîðäèíàò; x = [x1 x2 x3]

T – ëîêàëüíûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ nij: xi = nijXj,
3,1, =ji  (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå); U = [U1 U2 U3]

T

è u = [u1 u2 u3]
T – ïåðåìåùåíèÿ â îáùåé X è ïîäâèæíîé x ñèñòåìàõ êîîðäèíàò; P =

= [P1 P2 P3]
T – ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà;  Γp – çîíû ïðèëîæåíèÿ P; ε =  [ε11, ε22, ε33,

ε12, ε23, ε21]
T

 è σ = [σ11, σ22, σ33, σ12, σ23, σ21]
T – òåíçîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â

ëîêàëüíîì áàçèñå; pevv ε′ε′σ′ε′σε ,,,,,  – øàðîâûå, äåâèàòîðíûå óïðóãèå è ïëàñòè-
÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèé íàïðÿæåíèé, ije& – ñêîðîñòü äåôîðìàöèé â îá-
ùåì áàçèñå. Òî÷êà íàä ïåðåìåííîé – ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, T – îïåðà-
öèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé – ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå.

Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà èìååò âèä [31–33]:
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Çäåñü K – êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ; G – ìîäóëü ñäâèãà; Sij – êîìïîíåíòû
òåíçîðà àêòèâíûõ íàïðÿæåíèé; ρij – òåíçîð ìèêðîíàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿþùèé êî-
îðäèíàòû öåíòðà ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè; g1 = const è )æ(22 gg = – ìîäóëè êèíåìà-
òè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ; æ  – ïàðàìåòð Îäêâèñòà. Ïàðàìåòð λ òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè è îïðåäåëÿåòñÿ ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äå-
ôîðìèðîâàíèè èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ìãíîâåííîé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ÷åðåç
êîíåö âåêòîðà äîãðóçêè.

Äðåâåñèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ (ìàò-
ðèöû è âîëîêîí), êîòîðûå ðàáîòàþò ñîâìåñòíî. Âîëîêíà ó÷èòûâàþò òîëüêî ïðî-
äîëüíûå óñèëèÿ ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Â (6) 

a
ij

m
ij σσ ,  – íàïðÿæåíèÿ â ìàòðèöå è â âî-

ëîêíàõ äðåâåñèíû, 0 < β < 1 – îòíîøåíèå îáúåìîâ ìàòðèöû è âîëîêîí. Êîìïîíåíòû
òåíçîðîâ 

a
ij

m
ij σσ ,  îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé òåîðèè òå÷åíèÿ (3)–(5). Îïðåäåëå-

íèå äåôîðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû, âîëîêîí è ïàðàìåòðà β îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ äðå-
âåñèíû â íàïðàâëåíèè àíèçîòðîïèè è â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åìó.

Äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)–(6) ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ìîìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [32, 34–38].
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èñïîëüçóþòñÿ 8-óçëîâûå êîíå÷íûå ýëåìåí-
òû (ÊÝ). Â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ U, ñêîðîñòè U&  è óñêîðåíèÿ U&&
â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X. Â êàæäîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ ëîêàëüíûé ïðÿìîóãîëü-
íûé áàçèñ x, îòñëåæèâàþùèé åãî âðàùåíèå êàê æåñòêîãî öåëîãî ïîøàãîâûì ïåðå-
ñ÷åòîì íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ åãî îñåé.

Êîíå÷íûé ýëåìåíò îòîáðàæàåòñÿ íà êóá :3,111 )( =≤ξ≤− ii

,
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/1/1/1,,, ))()(( 332211
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kkk
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k
k
ii NNxx ξξ+ξξ+ξξ+

=ξξξ= ∑
=

(7)

ãäå k
i

k
ix ξ,  – êîîðäèíàòû óçëîâ â áàçèñàõ {x}, {ξ}.

Äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé óçëîâ âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

.),,(
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1
321∑

=

ξξξ=
k

k
k
ii Nuu && (8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) àïïðîêñèìàöèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòè äåôîðìàöèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
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0
12

0
33

0
22

0
11 331

][ ,,,,,
=ξ=ξ=ξ

ε=εεεξεε &&&&&&  – áåçìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå êîìïîíåíò
ñêîðîñòè äåôîðìàöèé – çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå ÊÝ

][][][ 00,0,00,0,000;const 3,123,223,112,312,332,111,231,331,22
0 )( εεεεεεεεε=ξ &&&&&&&&&&
ik  – ìî-

ìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå (ãðàäèåíò) ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå ÊÝ =ε lik ,(&
.const)/ =ξ∂ε∂= lik&  Â iε&  îñòàâëåíû òîëüêî êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáà-

þùèì è êðóòÿùèì ìîìåíòàì â òåîðèè îáîëî÷åê, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ñäâèãîâîå
çàïèðàíèå [32, 34].

Ìîùíîñòü âèðòóàëüíîé ðàáîòû â êàæäîì ÊÝ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó ìàññ,
óçëîâûå óñêîðåíèÿ è óçëîâûå ñèëû, ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿì â ìàò-
ðèöå è âîëîêíàõ äðåâåñèíû ,, a

ij
m
ij σσ  à òàêæå âíåøíåé íàãðóçêå [35–37]. Èíòåãðèðî-

âàíèå ïî îáëàñòè Ω çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (6):

},{][ }{ FUM =&& (10)

ãäå [M] – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ìàññ; },{U&&  [F] – âåêòîðû óñêîðåíèé óçëîâ êîíå÷-
íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè (ÊÝ-ñåòêè) è ðåçóëüòèðóþùèå óçëîâûå ñèëû â îáùåé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10) èíòåãðèðó-
åòñÿ ïî ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà «êðåñò». Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðå-
ìåíè Δtk+1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà
ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû «Äèíàìèêà-3» [39].

2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ âåðèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòîäèêè ðå-
øåíèÿ òðåõìåðíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû êàê óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêîãî îäíîíàïðàâëåííî àðìèðîâàííîãî ìàòåðèàëà è îñíàùåíèÿ èõ äåôîðìàöè-
îííûìè è ïðî÷íîñòíûìè ïàðàìåòðàìè ðåøåíà çàäà÷à î ñæàòèè ýêñïåðèìåíòàëüíî-
ãî îáðàçöà ñì211 ××  [5] ïîïåðåê âîëîêîí (ðèñ. 1à) è âäîëü âîëîêîí (ðèñ. 1á). Íèæ-
íèé òîðåö îáðàçöà îïèðàëñÿ íà íåïîäâèæíîå íåäåôîðìèðîâàííîå îñíîâàíèå. Íà
âåðõíåì òîðöå çàäàâàëàñü ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ V = 0,1 ì/ñ.

Â [5] äðåâåñèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îðòîòðîïíàÿ ñðåäà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû îñíîâàíà íà òåêóùåé ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêå

Ðèñ. 1. Ñõåìà èñïûòàíèé íà ñæàòèå ïîïåðåê âîëîêîí (à) è âäîëü âîëîêîí (á)

à) á)

V V
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ñ ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíîé ßóìàíà. Îíà ó÷èòûâàåò ñâÿçü ìåæäó àíèçîòðîïíîé
ïëàñòè÷íîñòüþ è âÿçêèì óïëîòíåíèåì ïðè ñæàòèè ïåðïåíäèêóëÿðíî âîëîêíó. Óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå äðåâåñèíû îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé òå÷åíèÿ ñ èçîò-
ðîïíûì óïðî÷íåíèåì. Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè äðåâåñèíû èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåí-
íûå êðèòåðèè îòêàçà, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé. ×èñ-
ëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
äèíàìè÷åñêîãî ÿâíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, ðåàëèçîâàííîãî â êîì-
ìåð÷åñêîì ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè ABAQUS / Explicit.

Èññëåäóåìûé îáðàçåö âûïîëíåí èç åëè, ïëîòíîñòü êîòîðîé ρ = 0,445 ã/ñì3. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äðåâåñèíû èñïîëüçîâàëèñü äàííûå, ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìå-
òîäîì ïðè èñïûòàíèÿõ îáðàçöîâ âäîëü è ïîïåðåê âîëîêîí è ïðåäñòàâëåííûå â [5] â
âèäå ìîäóëåé óïðóãîñòè E0, E90 è êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà 900 ,μμ  âäîëü è ïîïåðåê
âîëîêîí: E90 = 17000 ÌÏà, E0 = 135000 ÌÏà, .29,0,036,0 090 =μ=μ  Ïî ýòèì çíà÷å-
íèÿì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ñíèæåíèÿ ðàñõîæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ýêñïå-
ðèìåíòà áûëè îïðåäåëåíû ìîäóëè îáúåìíîãî ñæàòèÿ K è ìîäóëè ñäâèãà G äëÿ ìàò-
ðèöû è âîëîêîí, âõîäÿùèå â (3), (5).

Çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû è âîëîêîí äðåâåñèíû çàäàâàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ äèàãðàì-
ìàìè äåôîðìèðîâàíèÿ èç [5], ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 2.

Ïî ýòèì äèàãðàììàì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1)–(6) ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ìåòîäîì áûëè ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè σT îò ïàðàìåòðà
Îäêâèñòà

∫ ε′ε′=
t

p
ij

p
ij dt

03
2æ &&

äëÿ ìàòðèöû è âîëîêîí åëè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî âàðèàíòà çàäà÷è (îáðàçåö âûðåçàí ïî-

ïåðåê âîëîêîí) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4–6. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ÊÝ-ñåòêè îáðàçöà
íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ íàãðóæåíèÿ. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èí-
òåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σi îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé εi â öåíòðå çîíû íàãðó-
æåíèÿ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [5],
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè,
øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû
ABAQUS [5].

Ðèñ. 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçöà
ïîïåðåê âîëîêîí (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âäîëü âîëîêîí (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
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Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå ÊÝ-ñåòêè îáðàçöà â ïðîöåññå åãî íàãðóæåíèÿ ïîïåðåê âîëîêîí:
à) 0 ìêñ, á) 500 ìêñ (εi = 0,273), â) 1000 ìêñ (εi = 0,67)

Íàïðàâëåíèå
âîëîêîí

Íàïðàâëåíèå
íàãðóçêè

à)

â)á)

À

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòðèöû äðåâåñèíû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
è âîëîêîí äðåâåñèíû (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò ïàðàìåòðà Îäêâèñòà
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé
â öåíòðå çîíû íàãðóæåíèÿ
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Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ε i
ñìåùåíèÿ â óãëîâîé òî÷êå íàãðóæàåìîãî òîðöà îáðàçöà (òî÷êà À íà ðèñ. 4à). Ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 6 – ñìåùåíèå â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, øòðèõîâàÿ è ïóíêòèð-
íûå ëèíèè – ñìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îðòîãîíàëüíî âîëîêíàì è
âäîëü âîëîêîí ñîîòâåòñòâåííî.

Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü äå-
ôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç äðåâåñèíû îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü
ñ÷åòà è õîðîøóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ (ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è ýêñïåðè-
ìåíòà íà ðèñ. 5 íå ïðåâûøàåò 2%). Ïðè ñæàòèè îáðàçöà îðòîãîíàëüíî âîëîêíàì
èçìåíåíèå åãî ðàçìåðîâ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðîèñõîäèò íåïðîïîðöèîíàëüíî.
Âäîëü âîëîêîí ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ, à â
îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò åãî ðàñøèðåíèå, ÷òî êà÷åñòâåííî ñîîòâåò-
ñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [5]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïðèìåíåíèåì ÊÝ, ðå-
àëèçóþùåãî â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ABAQUS ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâå-
ñèíû, ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà çàâåðøàþùåé ñòàäèè.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî âàðèàíòà çàäà÷è (ñæàòèå îáðàçöà, âû-
ðåçàííîãî âäîëü âîëîêîí äðåâåñèíû) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7–9. Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà
çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σi îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé εi â öåí-
òðå çîíû íàãðóæåíèÿ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7 ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì [1], ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åòó ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ
îðòîãîíàëüíî âîëîêíàì è ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ âäîëü âîëîêîí

îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé â óãëîâîé òî÷êå À
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé
â öåíòðå çîíû íàãðóæåíèÿ
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Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíà ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ U óãëîâîé òî÷êè A íà-
ãðóæàåìîãî òîðöà îáðàçöà îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé εi. Íà ðèñ. 8 ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñìåùåíèþ âäîëü âîëîêîí, à ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ñìåùåíèþ â
ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Ðèñóíîê 9 èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå ÊÝ-ñåòêè îá-
ðàçöà â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé âî âòî-
ðîì âàðèàíòå çàäà÷è çíà÷èòåëüíî ïðåâûñèëà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, ñ êîòîðîãî íà÷è-
íàåòñÿ íèñõîäÿùàÿ ÷àñòü äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 7). Ïî ðàñ÷åòíûì
äàííûì íà íèñõîäÿùåé âåòâè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ â çîíå íàãðóæåíèÿ îá-
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ âäîëü è ïîïåðåê âîëîêîí îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé
â óãëîâîé òî÷êå

à) á) â)

À

Íàïðàâëåíèå íàãðóçêè
è âîëîêîí

ã)

Ðèñ. 9. Èçìåíåíèå ÊÝ-ñåòêè îáðàçöà â ïðîöåññå åãî íàãðóæåíèÿ âäîëü âîëîêîí: à) 0 ìêñ,
á) 400 ìêñ (εi = 0,179), â) 600 ìêñ (εi = 0,45), ã) 700 ìêñ (εi = 0,584), ä) 900 ìêñ (εi = 0,776)

ä)
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ðàçöà ïðîèñõîäèò ðàññëîåíèå äðåâåñèíû âäîëü âîëîêîí. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðàçðàáî-
òàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷è-
âîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è õîðîøóþ òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçâèòû è âåðèôèöèðîâàíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòî-
äèêà, àëãîðèòì è ïðîãðàììíûå ìîäóëè ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ äðåâåñèíû êàê óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî îäíîíàïðàâëåííî àðìèðîâàí-
íîãî ìàòåðèàëà ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè. Ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì
îïðåäåëåíû äåôîðìàöèîííûå ïàðàìåòðû. Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
ìåòîäèêà ðåøåíèÿ è ïðîãðàììíûé êîä îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà è õîðî-
øóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ (ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è ýêñïåðèìåíòà íå ïðå-
âûøàåò 2%).
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FINITE ELEMENT METHOD FOR NUMERICAL MODELING
OF ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION OF WOOD UNDER SHOCK LOADING

Bezhentseva M.V.1, Vutsin L.I.1, Kibets A.I.1, Kruszka L.2

1Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

2Military University of Technology, Warsaw, Poland

The 3D problem of wood deformation under shock loading is considered. The governing system of
equations is formulated in Lagrange variables. A defining system of equations in a three-dimensional
formulation is presented. The equation of motion is derived from the balance of the virtual powers
of work. Wood is modeled as a unidirectionally reinforced material with a description of the
descending branch of the deformation diagram. Deformations and stresses are determined in a
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local basis, the position of which in space is related to the direction of the wood grain. Wood
material is represented as a combination of reinforcing fibers and a matrix, the elastoplastic
deformation of which is described by the relations of the theory of flow with combined kinematic
and isotropic strengthening. The deformation characteristics of the matrix and fibers are determined
on the basis of a computational and experimental study of the mechanical properties of wood
along and across the fibers. In numerical simulation, the moment scheme of the finite element
method and an explicit time integration scheme of the “cross” type are used. Discretization of the
computational domain is based on an eight-node isoparametric finite element adapted to the specifics
of the problem under consideration. Software realization of the developed mathematical model
and numerical methodology is implemented within the computing complex “Dynamics-3”.
Computer simulation of compression of an experimental specimen of spruce along and across the
fibers has been performed. The reliability of the calculation results is confirmed by good agreement
with the experimental data.

Keywords: wood, plastic deformation, anisotropy, finite element method.


