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Ïðåäñòàâëåíà ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà òðåõìåðíûõ ïðîöåññîâ óäàð-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë ñ áîëüøèìè ïåðåìåùåíèÿìè è
äåôîðìàöèÿìè, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ðàñïàäà ðàçðûâîâ, ïî ñõåìå Ãîäóíîâà.
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû èñïîëü-
çóåòñÿ ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì.
Ïîëó÷åíû è ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà äëÿ óïðóãîé ñðåäû â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ íà ýòàïå
«ïðåäèêòîð» ñõåìû Ãîäóíîâà. Îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû, ïîçâîëÿþùàÿ ïî-
ëó÷àòü ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ ãëàäêîñòè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè íà êîì-
ïàêòíîì øàáëîíå äëÿ ïîäâèæíûõ ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ ñåòîê. Ìîäèôèêà-
öèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ñáëèæåíèÿ îáëàñòåé âëèÿíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé è
ðàçíîñòíîé çàäà÷ ïðè ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Ýòàï «êîððåêòîð»  îñ-
òàåòñÿ íåèçìåííûì äëÿ ñõåìû êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Èñïîëüçóþòñÿ òðè âèäà ðàçíîñòíûõ ñåòîê. Ïåðâàÿ – ïîäâèæíàÿ ïîâåðõíîñò-
íàÿ ñåòêà – ñîñòîèò èç íåïðåðûâíîãî íàáîðà òðåóãîëüíèêîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ
è ñîïðîâîæäàþùèõ äâèæåíèå òåë; ðàçìåðû è êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â ïðî-
öåññå äåôîðìèðîâàíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ òåëà ìîãóò ìåíÿòüñÿ. Âòîðàÿ – ðåãó-
ëÿðíàÿ íåïîäâèæíàÿ ýéëåðîâà ñåòêà – îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòíîé ñåòêîé; îò-
äåëüíî ñòðîèòñÿ äëÿ êàæäîãî òåëà; íà ýòîé ñåòêå ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå
óðàâíåíèé; êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â ýòîé ñåòêå ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåìåùåíèè
òåëà. Òðåòüÿ ñåòêà – íàáîð ëîêàëüíûõ ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ ñåòîê, ïðèâÿçàí-
íûõ ê êàæäîìó ïîäâèæíîìó òðåóãîëüíèêó ïîâåðõíîñòè ñî ñòîðîíû òåë è ïî-
çâîëÿþùèõ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû íà ãðàíè÷íûõ è êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.
Çíà÷åíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ âáëèçè êîíòàêòíûõ ãðàíèö íà âñåõ
âèäàõ ñåòîê íàõîäÿòñÿ èíòåðïîëèðîâàíèåì. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé
ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè ïî ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûì è ëàãðàíæåâûì ìåòîäè-
êàì, à òàêæå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçûâàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
è äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåííîé òðåõìåðíîé ìåòîäèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ñðåäà, ìîäåëèðîâàíèå, ýéëåðîâî-
ëàãðàíæåâ ïîäõîä, ñõåìà Ãîäóíîâà, ðàñïàä ðàçðûâà, ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì,
èíòåðïîëÿöèÿ, âûñîêîñêîðîñòíîé óäàð.
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Ââåäåíèå

Ñõåìà Ñ.Ê. Ãîäóíîâà [1], îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ðàñïàäà ðàçðûâà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðîöåññîâ â ãàçîâîé äèíàìèêå, äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå ëàã-
ðàíæåâûõ, ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ. Ïîïóëÿðíîñòü ñõåìû âî
ìíîãîì îáúÿñíÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà, ÷òî
äàåò âîçìîæíîñòü âûäåëÿòü óäàðíûå ôðîíòû è êîíòàêòíûå ðàçðûâû è ïðèâÿçûâàòü
ê íèì ïîäâèæíûå ðàñ÷åòíûå ñåòêè. Êðîìå òîãî, ñõåìà îáëàäàåò ìîíîòîííîñòüþ íà
ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ. Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ìîäèôèêàöèè ñõåìû ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â óïðóãèõ [2, 3], óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ
[4–6] è ìíîãîôàçíûõ [7] ñðåäàõ. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ñõåìû Ãîäóíîâà – çíà÷èòåëü-
íàÿ íåðåãóëèðóåìàÿ ñõåìíàÿ âÿçêîñòü, îáóñëîâëåííàÿ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñè-
ìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ïîâûñèòü òî÷íîñòü ñõåìû ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äëÿ çàäà÷ ãèäðîãàçîäèíàìèêè – ýòî ìîäèôèêàöèè [8–10], â
êîòîðûõ ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ðàçíîñòíîãî øàáëîíà. Â
ïóáëèêàöèÿõ [11, 12] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ñõåìû Ñ.Ê. Ãîäó-
íîâà, íå òðåáóþùèé óâåëè÷åíèÿ ðàçíîñòíîãî øàáëîíà ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàãðàí-
æåâûõ è ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ ïîäõîäîâ. Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äî
âòîðîãî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñáëèæåíèÿ îáëàñòåé âëèÿíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé è ðàç-
íîñòíîé çàäà÷ íà íåðàâíîìåðíîé ïîäâèæíîé ñåòêå. Ïîäõîäû ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñ-
òè ñõåìû Ñ.Ê. Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ èçëîæåíû â ñòàòüÿõ
[12–14]. Ïî÷òè âñå îòìå÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ
çàäà÷ ïîëó÷åíû â äâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû Ñ.Ê. Ãîäóíîâà ïîâûøåí-
íîé òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ àäèàáàòè÷åñêîå íåñòàöèîíàðíîå óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ñïëîøíîé ñðåäû, ïðè îòñóòñòâèè âÿçêîñòè è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè â ýéëåðîâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Îxyz èìååò âèä:
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Ñèñòåìà (1) çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (ÓÐÑ) â ôîðìå

).,(,
2
1 )( 22 ρε=ε⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ερ= pvue (2)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (1), (2): p – äàâëåíèå, ρ – ïëîòíîñòü, u, v, w – êîìïîíåíòû ñêîðîñ-
òåé ïî x, y è z; ε – âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû, e – ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû, sxx, syy, szz, sxy, sxz, syz – êîìïîíåíòû äåâè-
àòîðà òåíçîðà èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Ýéëåðà, μ  – ìîäóëü ñäâèãà. Ïåðâûå ïÿòü óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåð-
ãèè. Ñëåäóþùèå øåñòü óðàâíåíèé – ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè è ïëàñ-
òè÷íîñòè ñ ó÷åòîì ïîâîðîòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ (ïðîèç-
âîäíàÿ ßóìàíà), çàïèñàííûå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Ê ñèñòåìå (1), (2) äîáàâ-
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ëÿþòñÿ íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïåðåõîäà èç óïðóãîãî
ñîñòîÿíèÿ â ïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå òåêó÷åñòè Ìèçåñà. Èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìà ñèñòåìû (1), íà áàçå êîòîðîé ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, èìååò
âèä

,∫∫∫∫∫∫∫
Ωω

=+++ dxdydzdtdxdydtdxdzdtdydzdtdxdydz khgfu (3)

ãäå Ω – ëþáîé çàìêíóòûé îáúåì, ïîâåðõíîñòü ω êîòîðîãî ãîìåîìîðôíà ñôåðå â
÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z, t). Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñ-
òåìû (3) ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî [1]. Îáëàñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîêðûâàåòñÿ ðåãó-
ëÿðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óïðîùåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé â óïðóãîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷àåìîé èç (1), åñëè ïîëîæèòü λ = 0. Èñõîä-
íóþ ñèñòåìó (1), (2) ëèíåàðèçóåì â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè x è âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëü-
êî îò x. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç îäèííàäöàòè óðàâíåíèé. Ïîñëå ââåäåíèÿ àâòîìîäåëü-
íîé ïåðåìåííîé ξ = x/t ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé [15]. Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

,,,,,, 654321 zzyy uuuuauau β−=ξβ+=ξβ−=ξβ+=ξ−=ξ+=ξ

u=ξ=ξ=ξ=ξ=ξ 1110987

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñêîðîñòè ñëàáûõ ðàçðûâîâ, îáðàçóþùèõ óñòîé÷èâóþ êîíôèãó-
ðàöèþ. Çäåñü
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ñ – àäèàáàòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà,  ïàðàìåòð f çàäàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Â ïëîñêîñòè (x, t) òðàåêòîðèè ðàçðûâîâ (õàðàêòåðèñòèêè) èçîáðàæàþòñÿ ëó÷à-

ìè, èñõîäÿùèìè èç òî÷êè x = x0, è äåëÿò ïîëóïëîñêîñòü t > 0 íà 8 çîí (ðèñ. 1).
t

x0                                x

Ðèñ. 1

dx/dt = u + a

dx/dt = u + βy

dx/dt = u + βz
dx/dt = udx/dt = u – βz

dx/dt = u – βy

dx/dt = u – a
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Ñîîòíîøåíèÿ íà ýòèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ,11,1, =lRl  èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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Çäåñü âåëè÷èíû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû, ïîëó-
÷åííûå ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé è îïðåäåëÿåìûå ïî óñðåäíåííûì ïàðàìåò-
ðàì â ÿ÷åéêàõ.

Ñõåìà ïîâûøåííîé òî÷íîñòè

Ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé
äèíàìèêè [11]. Äëÿ ýòîãî ïåðåä ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà òðåáóåòñÿ ïðåä-
ïîëîæèòü ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà [12] ìåæäó öåíòðàìè ðàç-
íîñòíûõ ÿ÷ååê. Êîîðäèíàòû òî÷åê èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãðàíèöû îáëàñ-
òåé âëèÿíèÿ èíâàðèàíòîâ íà ïîëîæåíèå ãðàíè â ìîìåíò âðåìåíè Δt/2 (ðèñ. 2):
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= u – βz, c7 = c8 = c9 = c10 = c11 = u.
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Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ «ïîòîêîâûõ»
âåëè÷èí. Ýòàï ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (ýòàï «êîððåêòîð») îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [16], èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà â
òàêîì óïðóãîì ïðèáëèæåíèè íà ýòàïå «ïðåäèêòîð» ðàçíîñòíîé ñõåìû è ó÷åò ïëàñ-
òè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íà ýòàïå «êîððåêòîð» ñîõðàíÿåò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íî-
ñòè â öåëîì.

Ðèñ. 2

Δt/2
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x1         x3    x5                      x7                                                x6       x4           x2                                x
xi–1 xi
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Ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà çàäà÷
ñ ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè

Ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåä ñ êîíñò-
ðóêöèåé â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ ïðåäëîæåí â [17] è ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1) êîíñòðóêöèè è ñðåäû çàäàþòñÿ â âèäå ïîâåðõíîñòåé èç íàáîðîâ òðåóãîëüíè-
êîâ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ – â âèäå ôàéëîâ STL-ôîðìàòà, ñîäåðæàùèõ êîîðäè-
íàòû âíåøíèõ íîðìàëåé è âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ;

2) êàæäàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè çàêëþ÷àåòñÿ â îêàéì-
ëÿþùèé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä è ïîêðûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé äåêàðòîâîé
ñåòêîé. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå âèäà ÿ÷ååê äëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè: ïåðâûé âèä – ÿ÷åéêè,
ñåêóùèåñÿ òðåóãîëüíèêàìè ïîâåðõíîñòè, èëè ãðàíè÷íûå ÿ÷åéêè; âòîðîé âèä – ÿ÷åéêè
ñíàðóæè ïîâåðõíîñòè; òðåòèé è ÷åòâåðòûé âèäû – ÿ÷åéêè âíóòðè ïîâåðõíîñòè, äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðûõ õâàòàåò èëè íå õâàòàåò ðàçíîñòíîãî øàáëîíà èç öåëûõ ÿ÷ååê,
íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ïîâåðõíîñòè [12];

3) íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå ïîâåðõíîñòè ñòðîèòñÿ ëîêàëüíàÿ äåêàðòîâà ñåòêà
âíóòðü îáúåìà îò ïîâåðõíîñòè. Ðàçìåðû ÿ÷ååê ýòîé ëîêàëüíîé 3D-ñåòêè áåðóòñÿ
áëèçêèìè ê äåêàðòîâîé. Â ñëó÷àå êîíòàêòà òðåóãîëüíèêà ñ äðóãîé ïîäîáëàñòüþ ëî-
êàëüíàÿ ñåòêà ñèììåòðè÷íî äîñòðàèâàåòñÿ íàðóæó îò ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà. Òà-
êîãî øàáëîíà äîñòàòî÷íî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ öåíòðàëüíûõ ÿ÷ååê ñî âòîðûì ïîðÿä-
êîì òî÷íîñòè ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå Ñ.Ê. Ãîäóíîâà. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ëîêàëüíîé ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèåé ïàðàìåòðîâ èç îñíîâíîé ñåòêè. Ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïàäà ðàçðûâà íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ ñðåä. Ðåçóëüòàòîì åå
ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòè è ñèëû íà ïîëîâèííîì âðåìåííîì ñëîå â öåíòðå òðå-
óãîëüíèêà. Ñ íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ äâèãàåì êîíòàêòíóþ ãðàíèöó è ïîëó÷àåì ëî-
êàëüíóþ ñåòêó íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå. Ïðîâîäèì ñòàíäàðòíîå èíòåãðèðîâàíèå
ïàðàìåòðîâ â ïîäâèæíûõ äåêàðòîâûõ ñåòêàõ;

4) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîðîñòåé â öåíòðå êàæäîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷åííûõ èç
ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà íà ýòàïå 3), âû÷èñëÿåì ñêîðîñòè â âåðøèíàõ òðå-
óãîëüíèêîâ STL-ôàéëà ñ âåñàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïëîùàäÿì òðåóãîëüíèêîâ.
Ïîëó÷àåì ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå (íîâûé STL-ôàéë);

5) â ÿ÷åéêè âèäà 4 èíòåðïîëèðóåì ïàðàìåòðû èç ÿ÷ååê âèäà 3 è ãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê;
6) ïðîèçâîäèì ïåðåñòðîéêó áàçèñíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â ñîîòâåòñòâèè ñ íî-

âûì STL-ôàéëîì.
Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ñóïåð-ÝÂÌ «Ëîáà÷åâñêèé» Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.

Òåñòîâûå ðàñ÷åòû

1. Óäàð ïëàñòèíû ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó (òåñò Óèëêèíñà). Ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à âûñîêîñêîðîñòíîãî óäàðà ïëàñòèíû î ïîêîÿùååñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî [18].
Ìàòåðèàë ïëàñòèíû è ïðåãðàäû àëþìèíèé, òîëùèíà ïëàñòèíû 5 ìì, ëåâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïëàñòèíû ñâîáîäíà, âíåøíåå äàâëåíèå 0,1 MÏa. Äëÿ àëþìèíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:
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ãäå P(ρ) – ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â ÃÏa, ρ0 = 2700 êã/ì3, ìîäóëü ñäâèãà μ  =
= 24,8 ÃÏà, ïðåäåë òåêó÷åñòè σS = 2,2976 ÃÏà. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñêîðîñòåé
ñîóäàðåíèÿ 0,8 êì/ñ íà ðàâíîìåðíîé ðàçíîñòíîé ñåòêå 500500500 ××  ÿ÷ååê (10 ÿ÷å-
åê íà ìèëëèìåòð). Ïî òîëùèíå ïëàñòèíû ïðèíèìàëîñü 50 ÿ÷ååê. Íà÷àëüíîå ïîëî-
æåíèå êîíòàêòíîé ãðàíèöû xk = 0,5 ñì. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëü-
íûõ íàïðÿæåíèé σn â ïëàñòèíå (à) è ïîëóïðîñòðàíñòâå (á) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ðåøåíèå ïî ñõåìå Ñ.Ê. Ãîäóíîâà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè, ïóíêòèðîì – ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, øòðèõïóíêòèðîì – ïî ñõå-
ìå Óèëêèíñà, èìåþùåé âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè [18]. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîò-
âåòñòâèå ðåøåíèÿ ïî ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ðåøåíèåì Óèëêèíñà. Ðåøå-
íèå ïî ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò àìïëèòóäû
âîëíîâûõ ôðîíòîâ è êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ.

2. Ìîäåëèðîâàíèå âûíóæäåííûõ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî
äèñêà. Ñòàëüíîé äèñê âûñîòîé H = 1,5 ñì, ðàäèóñîì R = 14,85 ñì (ðèñ. 4) íàãðóæà-
åòñÿ íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì â íàïðàâëåíèè îñè Oz. Ñâîéñò-
âà ìàòåðèàëà: ρ0 = 7,8 ã/ñì3, E = 210 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0,3. Ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ: æåñòêîå çàêðåïëåíèå ïî êîíòóðó ïëàñòèíû, íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè
çàäàâàëîñü äàâëåíèå p = 0,17 ÃÏà, âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü – ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà, p = 0.
Ðàçìåð ÿ÷åéêè 0,1 ñì. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå ñðàâíèâà-
ëèñü ñ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì ïî LS-DYNA.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè öåíòðà ïëàñòèíû íà âåðõíåé ïîâåðõ-
íîñòè îò âðåìåíè. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïî ñõåìå Ñ.Ê. Ãîäóíîâà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷-
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íîñòè ïîêàçàíî êðàñíûì öâåòîì, ñèíèì öâåòîì ïîêàçàíî ðåøåíèå ïî LS-DYNA.
Íàáëþäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèé ïî àìïëèòóäàì è ôàçàì êîëåáàíèé.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîíèêàíèÿ ìåäíîãî óäàðíèêà â àëþìèíèåâóþ ïðåãðàäó.
Ìåäíûé öèëèíäð âûñîòîé H = 2 ñì, ðàäèóñîì R = 0,4 ñì, íà÷àëüíàÿ âåðòèêàëüíàÿ
ñêîðîñòü 870 ì/c; àëþìèíèåâûé öèëèíäð âûñîòîé H2 = 6 ñì, ðàäèóñîì R2 = 3 ñì íà
æåñòêîì îñíîâàíèè (ðèñ. 6). Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ: îòîææåííàÿ ìåäü ρ0 = 0,9 êã/ì3,
îáúåìíûé ìîäóëü K = 178 ÃÏà, ìîäóëü ñäâèãà G = 48,7 ÃÏà, ïðåäåë òåêó÷åñòè σS =
= 75 ÌÏà, îòîææåííûé àëþìèíèé ρ0 = 2,7 êã/ì3, îáúåìíûé ìîäóëü K = 63,9 ÃÏà,
ìîäóëü ñäâèãà G = 27 ÃÏà, σS = 80 ÌÏà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ èäåàëüíàÿ ïëàñòè÷íîñòü
îáîèõ ìàòåðèàëîâ. Ðàçìåð ÿ÷åéêè ïî ìåäè 0,011 ñì, ïî àëþìèíèþ – 0,025 ñì. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è ñðàâíèâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
äàííûìè Í.À. Çëàòèíà [19]. Íàáëþäàþòñÿ áîëüøèå ôîðìîèçìåíåíèÿ êàê óäàðíèêà,
òàê è ìèøåíè.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû êîíòóðû óäàðíèêà è ìèøåíè â îñåâîì ñå÷åíèè íà ìîìåíòû
âðåìåíè 0, 9, 21 è 100 ìêñ. Ìîìåíò îñòàíîâêè óäàðíèêà tk = 100 ìêñ è êîíå÷íàÿ
ãëóáèíà åãî ïðîíèêàíèÿ hk = 3,6 ñì áëèçêè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì [19].

 Íà ðèñ. 7 â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ êðàñíûì öâåòîì ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû òðåõìåðíûõ ðàñ÷åòîâ, ñèíèì öâåòîì îòìå÷åíû ðàñ÷åòû ïî äâóìåðíîìó êîìï-
ëåêñó UPSGOD [20] ïî ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâîé ìåòîäèêå â ïîäâèæíûõ êðèâîëèíåé-
íûõ ñåòêàõ, çåëåíûì – ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû [19].
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Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà òðåõìåðíîé çàäà÷è ñ òåìè æå ïàðà-
ìåòðàìè óäàðíèêà è ïðåãðàäû ïðè óäàðå áîêîâîé ãðàíüþ ìåäíîãî öèëèíäðà ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ.

Êðàñíûì öâåòîì îòìå÷åí óäàðíèê, ñèíèì – ïðåãðàäà. Ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ òðåõ-
ìåðíûì, íàáëþäàåòñÿ ñïëþùèâàíèå óäàðíèêà ñ ôîðìèðîâàíèåì áîêîâîé ñòðóè.

Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåíà ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ âîëíîâûõ óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êèõ çàäà÷, îñíîâàííàÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå Ñ.Ê. Ãîäó-
íîâà ïîâûøåííîé òî÷íîñòè è ìíîãîñåòî÷íîì àëãîðèòìå ðàñ÷åòà. Ìåòîäèêà ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè áîëüøèõ
äåôîðìàöèÿõ è ïåðåìåùåíèÿõ â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè ïî ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûì è ëàãðàíæåâûì ìå-
òîäèêàì, à òàêæå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçûâàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
è äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåííîé òðåõìåðíîé ìåòîäèêè.
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IN THE THREE-DIMENSIONAL DYNAMICS OF ELASTOPLASTIC MEDIA
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A numerical method for calculating the three-dimensional processes of impact interaction of
elastoplastic bodies with large displacements and deformations based on the method of disintegration
of discontinuities according to the Godunov scheme is presented. To integrate the equations of
dynamics of an elastoplastic medium, the principle of splitting in space and in physical processes
is used. The Riemann's solver for an elastic medium in the case of an arbitrary stress state are ob-
tained and presented. A modification of the scheme is described that allows one to obtain solutions in
smoothness domains with a second order of accuracy on a compact template for moving Eulerian –
Lagrangian grids. Three types of difference grids are used. The first – a moving surface grid –
consists of a continuous set of triangles that limit and accompany the movement of bodies; the size
and number of triangles in the process of deformation and movement of the body can vary. The
second – a regular fixed Eulerian grid – is limited to a surface grid; separately built for each body;
integration of equations takes place on this grid; the number of cells in this grid can change as the
body moves. The third grid is a set of local Eulerian – Lagrangian grids attached to each moving
triangle of the surface from the side of the bodies and allowing to determine the parameters on the
boundary and contact surfaces. The values of the underdetermined parameters near the contact
boundaries on all types of grids are interpolated. Comparison of the obtained solutions with the
known solutions and with the experimental data, shows the efficiency and sufficient accuracy of
the presented three-dimensional methodology

Keywords: elastoplastic medium, modeling, Eulerian – Lagrangian approach, Godunov scheme,
discontinuity decay, multigrid algorithm, interpolation, high-speed impact.


