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Èññëåäîâàíî ïîñòðîåííîå àâòîðîì îáùåå òî÷íîå ðåøåíèå êâàçèñòàòè÷åñ-
êîé çàäà÷è î íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè íàãðóæåííîé äàâëå-
íèÿìè òîëñòîñòåííîé òðóáû èç èçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷è-
íÿþùåãîñÿ íåëèíåéíîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ âÿçêîóïðóãîñòè Ðà-
áîòíîâà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ôóíêöèåé ïîë-
çó÷åñòè è ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè), ñîäåðæàùåå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû îò
ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ôóíêöèè âðåìåíè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ôóíê-
öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò èñòîðèè èçìåíåíèÿ âíåøíåãî è âíóò-
ðåííåãî äàâëåíèé è ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé. Ðåøåíèå äîâåäåíî äî ïðîñòûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ëþáîé òî÷êå òðóáû â
ñëó÷àå âûáîðà ñòåïåííîé ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ñ ïðîèçâîëü-
íûì ïîêàçàòåëåì â ðåçóëüòàòå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
è âû÷èñëåíèÿ âñåõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â îáùåå ïðåäñòàâëå-
íèå äëÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèè ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòè è ïîêàçàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè àíàëèòè-
÷åñêè èçó÷åíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ òðóáû (â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, îïèðàþùåéñÿ íà äîïóùåíèÿ î íåñæèìàåìî-
ñòè ìàòåðèàëà è ïëîñêîé äåôîðìàöèè). Äîêàçàíî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò
îò ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè (îò íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèà-
ëà), à çàâèñÿò ëèøü îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé äàâëåíèé (â îòëè÷èå îò äåôîðìà-
öèé, çàâèñÿùèõ îò ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè) è ñîâïàäàþò ñ íàïðÿæåíèÿìè â òðóáå
èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé óïðî÷íåíèÿ. Èñ-
ñëåäîâàíû èíòåðâàëû è óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ íàïðÿæåíèé è äå-
ôîðìàöèé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ
òðóáû, âåëè÷èí äàâëåíèé è ïîêàçàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ
ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñëó÷àå íàãðóæåíèé òðóáû âíóòðåííèì äàâ-
ëåíèåì, ðàñòóùèì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, âûâåäåíî óðàâíåíèå ñåìåéñòâà
äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ ìàòåðèàëà òðóáû ïî èçìåðåíèÿì îêðóæíîé äåôîðìà-
öèè íà âíåøíåé èëè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáû.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 82, ¹ 2, 2020 ã.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ âÿçêîóïðóãîñòü, óïðóãîïëàñòè÷íîñòü, îïðå-
äåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà, ôóíêöèÿ íåëèíåéíîñòè, íåñæèìàåìûé
ìàòåðèàë, ñâîéñòâà ïîëÿ íàïðÿæåíèé, ñåìåéñòâî êðèâûõ íàãðóæåíèÿ, ïîëçó-
÷åñòü, ïðîäîëüíàÿ ñèëà.

Ââåäåíèå

Êâàçèñòàòè÷åñêèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ (ÍÄÑ) òîëñòîñòåííîé òðóáû ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äàâëåíèé
â ðàìêàõ òåîðèè óïðóãîñòè (çàäà÷à Ëàìå) è ðàçíûõ âàðèàíòîâ óïðóãîïëàñòè÷íîñòè
ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè èç-çà îáèëèÿ ïðèëîæåíèé èõ ðåçóëüòàòîâ (ðàñ÷åò àðòèëëå-
ðèéñêèõ ñòâîëîâ, ãàçîïðîâîäîâ, îáäåëîê òóííåëåé, øëàíãîâ, ñêâàæèí, øàõò, ïðî-
öåññîâ çàïðåññîâêè è ò.ï.) è áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå (ïðè
òåõ èëè èíûõ óïðîùàþùèõ äîïóùåíèÿõ) èëè õîòÿ áû äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è àíàëè-
òè÷åñêè ïðîðàáîòàííûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ýòè çàäà÷è õîðîøî
èññëåäîâàíû â ñëó÷àå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà áåç óïðî÷íåíèÿ è ñ ëèíåé-
íûì óïðî÷íåíèåì [1−7] è â òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè (êàê ïðàâèëî, äëÿ
ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè îò íàïðÿæåíèÿ) [6, 8−10]. Ñòðîèëèñü
è ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, íî, êàê ïðàâèëî, íå äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ôóíêöèé ðåëàêñàöèè (ïîëçó÷åñòè), à òîëüêî äëÿ èõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ, çàäàâà-
åìûõ êîíå÷íûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, ñóììàìè ýêñïîíåíò, ðÿäàìè Ïðî-
íè) è â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà (èëè Ëàïëàñà − Êàðñîíà) [11−14];
êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ ïîëåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé íå ïîäâåð-
ãàëèñü ñèñòåìíîìó àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ â îáùåì âèäå ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèÿõ, à, êàê ïðàâèëî, ðàññ÷èòûâàëèñü íà êîìïüþòåðàõ äëÿ
êîíêðåòíûõ ôóíêöèé ðåëàêñàöèè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè è àíàëèçå ÍÄÑ òîëñòîñòåííîé òðó-
áû èññëåäóåòñÿ (â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå) äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïîä-
÷èíÿþùåãîñÿ íåëèíåéíîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè
Þ.Í. Ðàáîòíîâà:
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Ñîîòíîøåíèå ñîäåðæèò ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè (ÌÔ) Π(t),
Φ(x), Π0(t), Φ0(x) (Π è Π0 − ôóíêöèè ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ïîëçó÷åñòè, Φ è Φ0 −
ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè) è îïèñûâàåò èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ
íåñòàðåþùèõ èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ñâÿçûâàÿ èñòîðèè èçìåíåíèÿ
òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σσσσσ(t) è ìàëûõ äåôîðìàöèé εεεεε(t) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òåëà; σ0 =
= σii(t)/3 − ñðåäíåå íàïðÿæåíèå (ïåðâûé èíâàðèàíò σσσσσ(t)), σ = (1,5sijsij)0,5 − èíòåí-
ñèâíîñòü íàïðÿæåíèé (âòîðîé èíâàðèàíò äåâèàòîðà s = σσσσσ − σ0I). Íàïðÿæåíèå è âðå-
ìÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè.

ÎÑ (1) − îäèí èç ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ îäíîîñíîãî ñîîòíîøåíèÿ
Ðàáîòíîâà [9, 13, 15−21] ñ äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ϕ, Π (ϕ = Φ−1):
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íà ñëîæíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ïðåäïîëîæåíèÿõ èçîòðîïíîñòè è òåíçîðíîé
ëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà, îòñóòñòâèÿ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ øàðîâûõ è äåâèàòîðíûõ ÷àñ-
òåé òåíçîðîâ (íåçàâèñèìîñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ = 3ε0 = εii(t) îò êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, à ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé − îò σ0) è ïðåíåáðåæåíèÿ âëèÿíèåì èõ òðå-
òüèõ èíâàðèàíòîâ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [22−27] ïî ñèñòåìíîìó àíàëèòè÷åñ-
êîìó èññëåäîâàíèþ ÎÑ (1) ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ ÎÑ (1)
ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ è ãðàíèö îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè, ñôåð âëèÿíèÿ åãî ìàòå-
ðèàëüíûõ ôóíêöèé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà íèõ, ðàçðàáîòêè ñïîñî-
áîâ èäåíòèôèêàöèè, âåðèôèêàöèè è íàñòðîéêè ÎÑ. Òàêîé àíàëèç äî ñèõ ïîð íå áûë
ïðîâåäåí äëÿ ÎÑ (1). Ïîäðîáíûå îáçîðû ëèòåðàòóðû è îáëàñòåé ïðèëîæåíèÿ ÎÑ (3)
ïðèâåäåíû â ïóáëèêàöèÿõ [23−26].

Îñíîâíûå çàäà÷è ñòàòüè: 1) ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëåé äåôîðìàöèé è íà-
ïðÿæåíèé â ïîëîì öèëèíäðå èç ðåîíîìíîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ÎÑ (1) ñî
ñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè Φ(x), ïðè íàãðóæåíèè âíóòðåííèì è âíåøíèì
äàâëåíèÿìè, äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè, ñóùåñòâåííî óïðîñ-
òèòü â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåííîå àâòîðîì â [27] îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ÌÔ ÎÑ (1), äîâåñòè åãî äî ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë; 2) àíàëèòè-
÷åñêè èçó÷èòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ÍÄÑ òðóáû ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ñäâè-
ãîâîé ïîëçó÷åñòè ÎÑ è ïðîèçâîëüíîì ïîêàçàòåëå ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè, â ÷àñòíî-
ñòè, õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ íàïðÿ-
æåíèé è äåôîðìàöèé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ðàäè-
óñîâ òðóáû, âåëè÷èí äàâëåíèé è ïîêàçàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè; 3) âûâåñòè óðàâ-
íåíèå ñåìåéñòâà äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ ìàòåðèàëà òðóáû ïî èñïûòàíèÿì ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ ðîñòà âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ; 4) ïîäãîòîâèòü ôóíäàìåíò äëÿ àíàëèçà
ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ òðóá è äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î íà-
ãðóæåíèè ïåðåìåííûìè äàâëåíèÿìè (â ÷àñòíîñòè â óñëîâèÿõ âèáðîïîëçó÷åñòè).

1. ÎÑ Ðàáîòíîâà è îãðàíè÷åíèÿ íà åãî ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè

Îäíîîñíûé âàðèàíò ÎÑ (3) áûë ïðåäëîæåí Þ.Í. Ðàáîòíîâûì [9, 13, 15−18] äëÿ
îïèñàíèÿ íåëèíåéíîé ïîëçó÷åñòè êàê îáîáùåíèå îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî ÎÑ âÿç-
êîóïðóãîñòè
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ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ÌÔ ϕ(u). Â (4) è (3) ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è
ðåëàêñàöèè Π(t), R(t) ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì [11]

,0),h()h( èëè >==Π ttRt ΠR (5)

(h(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà), âûðàæàþùèì óñëîâèå âçàèìíîé îáðàòíîñòè îïåðàòî-
ðîâ (4) (è (3)). Â àíãëîÿçû÷íûõ ðàáîòàõ ÎÑ (3) èìåíóåòñÿ óðàâíåíèåì êâàçèëèíåé-
íîé âÿçêîóïðóãîñòè (QLV), à åãî àâòîðîì ñ÷èòàåòñÿ Y.C. Fung [28−37]. Â ïóáëèêàöè-
ÿõ [9, 13, 15−21] è äð. ÎÑ (3) ïðèìåíÿëîñü ê îïèñàíèþ îäíîìåðíîãî ïîâåäåíèÿ
ãðàôèòà, ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ, êîìïîçèòîâ, à â [28−37] − ñâÿçîê, ñóõîæèëèé è äðóãèõ
áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (3) îáðàòíîå ÎÑ èìååò âèä σ = Rϕ(ε) (êîìïîçèöèÿ îïåðà-
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òîðà äåéñòâèÿ ôóíêöèè ϕ è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà R èç (4)). Îáðàùåíèå òðåõìåðíîãî
ÎÑ (1) äëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ÌÔ Φ è Φ0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

),()()(
3
2)(),(),( 1

000 tettts ijij
−εσ=εϕ=σθϕ=σ RR (6)

ãäå ϕ = Φ−1, ,1
00
−Φ=ϕ  e = εεεεε − ε0I è ε = (2/3eijeij)0,5 − äåâèàòîð è èíòåíñèâíîñòü äå-

ôîðìàöèé, à ôóíêöèè ðåëàêñàöèè R(t), R0(t) ñâÿçàíû ñ Π è Π0 óðàâíåíèÿìè âèäà
(5). Èç òðåõ ÌÔ ϕ, Π, R â ÎÑ (3) ëèøü äâå íåçàâèñèìû, à â ÎÑ (1) − ÷åòûðå íåçàâè-
ñèìûõ ÌÔ.

Íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ÎÑ (3) è (1) íàëàãàåì òå æå ìèíèìàëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè [38−40]: Π(t), Π0(t),
R(t), R0(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà (0; ∞), ôóí-
êöèè Π è Π0 − âîçðàñòàþùèìè è âûïóêëûìè ââåðõ, à R è R0 − óáûâàþùèìè è
âûïóêëûìè âíèç íà (0; ∞), R(t) è R0(t) ìîãóò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü
èëè δ-ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå t = 0 (ñëàãàåìîå ηδ(t), η > 0, δ(t) − äåëüòà-ôóíêöèÿ).
Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà Π(0) = inf Π(t) ≥ 0 ( y(0) = y(0+) −
ïðåäåë ôóíêöèè y(t) ñïðàâà â òî÷êå t = 0). Íà ÌÔ ϕ è ϕ0 â ÎÑ (3) è (6) è íà ÌÔ Φ(x)
è Φ0(x) â ÎÑ (1) íàëàãàåì ñëåäóþùèå ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ [23−26]: ôóíêöèÿ
ϕ(u) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (0; ω), ω > 0, à ϕ0(u) − íà
ìíîæåñòâå 0);(0);( +− ωω U  (ãäå ω−ω+ < 0), ïðè÷åì ϕ(0+) = 0 è ϕ0(0+) = ϕ0(0−) = 0
(èíà÷å ïðîöåññó εεεεε(t) = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîé îòêëèê σσσσσ(t)). Èç âîçðàñòàíèÿ ϕ(u)
è ϕ0(u) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíûõ ôóíêöèé Φ(x) = ϕ−1, x ∈ (0; X), X = sup ϕ(u),
è ,)( 1

00
−ϕ=Φ x ,; )( xxx∈  ãäå ),0(0 +ωϕ= −x ),0(0 −ωϕ= +x è îáðàòèìîñòü ÎÑ (1).

Ïðèìåðû ñåìåéñòâ ôóíêöèé, êîòîðûå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàäàíèÿ ÌÔ Φ, Φ0
èëè ϕ, ϕ0, ïðèâåäåíû â [23−26].

 Åñëè çàäàòü ÔÏ ïîñòîÿííîé (ïðåíåáðå÷ü ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòüþ), òî ÎÑ (1)
äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà âûðîäèòñÿ â ÎÑ äëÿ óïðî÷íÿþùåãîñÿ óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (áåç íàñëåäñòâåííîñòè) ñ ïðîèçâîëüíîé ÌÔ Φ(x),
ñâÿçûâàþùåé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â òî÷íîñòè òàê, êàê â äå-
ôîðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Òîãäà ïîñòðîåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ÍÄÑ
òðóáû èç íàñëåäñòâåííîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ÎÑ (1), ïðåâðàòèòñÿ â êëàñ-
ñè÷åñêîå ðåøåíèå [1−5].

2. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î ÍÄÑ òîëñòîñòåííîé òðóáû
äëÿ íåëèíåéíîãî ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè
ôóíêöèÿìè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ïîëîì öèëèí-
äðå èç íàñëåäñòâåííîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ íåëèíåéíîìó
ÎÑ Ðàáîòíîâà (1), ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèé p1(t) è p2(t), çàäàííûõ íà âíóòðåííåé è
âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà ïðè t > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî äàâëåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåä-
ëåííî, òàê, ÷òî âëèÿíèåì èíåðöèîííûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü (êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà). Èñïîëüçóåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò, îñü z íàïðàâèì âäîëü îñè öèëèíäðà. Ïóñòü r1 è r2 − âíóòðåííèé è âíåø-
íèé ðàäèóñû íåíàãðóæåííîãî öèëèíäðà. Òîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå:

.0,0),(),(
221121 21 =σ=σ=σ=σ−=σ−=σ θθ rrzrrrrzrrrrrr tptp (7)
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Çàäà÷à îñåñèììåòðè÷íà, è ïîòîìó â ëþáîé òî÷êå (r, θ, z) â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè âñå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé íå çàâèñÿò îò óãëà θ è

,)(),(,0,0,0 1
,

1
rrzr uruurtru −

θθ
−

θθθθ =+=ε==σ=σ

.),(,),( ,, zzzrrr utrutr =ε=ε
(8)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðóáà çàêðåïëåíà íà òîðöàõ òàê, ÷òî uz = 0 è êàñàòåëüíûå
íàïðÿæåíèÿ íà òîðöàõ îòñóòñòâóþò: σzθ  = 0 è  rrz = 0. Òîãäà òðóáà íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè ïëîñêîé äåôîðìàöèè, ur è σz íå çàâèñÿò îò z è (ïîìèìî (8)) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà:

,0,0,0,0,0 ==ε=ε=ε=σ θθ zzrzrz u
(9)

.0
2
1,0)

2
1 )( ,

1
,,,( =+=ε=+=ε θ

−
θθ zzzrzzrrz uruuu

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé äèàãîíàëüíû:

εεεεε = diag{εr, εθ, 0},      σσσσσ = diag{σr, σθ, σz},

à çàâèñèìîñòè íåíóëåâûõ êîìïîíåíò îò êîîðäèíàò èìåþò âèä: ur(r, t), εr(r, t), εθ(r, t),
σr(r, t), σθ(r, t), σz(t). Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë íåñæèìàåìûì. Òîãäà e = εεεεε, s =
= diag{σr  − σ0, σθ − σ0, σz − σ0}, à ÎÑ (1) (è îáðàòíîå åìó ÎÑ (6)) ñâîäèòñÿ ê îäíî-
ìåðíîìó ÎÑ ε = Φ(ΠΠΠΠΠσ) ñ äâóìÿ ÌÔ (Φ è Π èëè ϕ è R), ñâÿçûâàþùåìó èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, è óñëîâèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äåâèàòîðîâ (6):

sij(t) = 2/3σ(t)ε−1(t)eij(t), σ = Rϕ(ε)
(ïåðâîå óðàâíåíèå ÎÑ (6) íå èñïîëüçóåòñÿ, è ñðåä-íåå íàïðÿæåíèå σ0 íàõîäèòñÿ èç
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, êàê îáû÷íî áûâàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîâèÿ íåñæèìà-
åìîñòè).

Â ñòàòüå [27] (â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè òðóáû è îäíîðîäíîñòè,
èçîòðîïíîñòè è íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà) ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé è íà-
ïðÿæåíèé â òðóáå èç ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ÎÑ (1) ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè
ÌÔ Π(t) è Φ(x) (èëè R(t) è ϕ(x) â (6)), âûðàæåíû ÷åðåç îäíó (èñêîìóþ) ôóíêöèþ
âðåìåíè y(t):

;0,0,)(
2
3),( 1 === θ zr uu

r
r

tytru (10)

;0,)(
2
3),(),(,)(

2
3),( 22 =ε−=ε−=ε=ε −

θ
−

θ zr rtytrtrrtytr (11)

,|)(||))((|)(
3

1),( 21 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−=σ

r
tyFtyFtzptrr R (12)

,|)(|2|)(||))((|)(
3

1),( 221 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−=σθ r

ty
r

tyFtyFtzptr R (13)

.|)(||)(||))((|)(
3

1),( 221 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−=σ

r
ty

r
tyFtyFtzptrz R (14)

Ïðè ýòîì σz = (σr + σθ)/2 è σ0 = σz, à èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé èìå-
þò âèä:
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.|)(|||
2
3),(,|)(|

3
2),( 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ=σ−σ=σ=ε=ε θθ r

tytr
r

tytr r R (15)

Â ôîðìóëàõ (10)−(15) ),()()(),(sgn)(],/,1[/ 21121 tptptptptzrrrrr −==∈=

,0,)()(
0

1 >ϕ= ∫ − sdxxxsF
s

(16)

èç ϕ(x) > 0 ïðè x > 0 ñëåäóåò âîçðàñòàíèå F(s), à ôóíêöèÿ y(t) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

][ )()( |)(||)(|)(
3

1
21 tyqFtyFtzpp −=− R

(êîíå÷íî, ôóíêöèÿ y çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò ïàðàìåòðà q è îò ìàòåðè-
àëüíûõ ôóíêöèé ÎÑ), èëè

.0,)(3)(3)(),()()( ||][)()( >===− ttptzptPtPtYFtYF q ΠΠ (17)

Çäåñü Y = | y(t)|, q = (r1/r2)2 ∈ (0; 1), à P(t) − èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, åñëè çàäàíà ôóíê-
öèÿ ïîëçó÷åñòè è ðàçíîñòü äàâëåíèé p(t). Èç (15) è (11) ñëåäóåò, ÷òî Y(t) = ε(t, r1) =
= ε(t, r2)/q − èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé, à y(t) − èçìåðÿåìàÿ â èñïûòàíèÿõ ôèçè-
÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îêðóæíîé äåôîðìàöèè íà ïîâåðõíîñòè òðóáû:

./),(3/2)( )( 2 qtrty θε=   Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà íàéäåííîãî ÍÄÑ
òðóáû (11)−(14).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) Y(t) ñóùåñòâóåò (â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè (t, Y), t,
Y > 0) ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, èáî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f (t, Y ) = F(Y ) −
− F(qY ) − P(t) ïî Y ñóùåñòâóåò è îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ t, Y > 0:

,0)()()()( 1][ >ϕ−ϕ=′−′=
∂
∂ −YqYYqYFqYF
Y
f

òàê êàê F′(s) = ϕ(s)/s, à èç âîçðàñòàíèÿ ϕ(x) ñëåäóåò, ÷òî ϕ(Y ) − ϕ(qY ) > 0 ïðè Y > 0.
Èç óðàâíåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Y(t, q) äèôôåðåíöèðóåìà ïî t è ïî ïàðàìåò-
ðó q:

).()()(,0)()()( 111 ][][ tPqYYYYqYYqYYq
q
Y && −−− ϕ−ϕ=>ϕ−ϕϕ=
∂
∂

(18)

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ y(t) èç óðàâíåíèÿ (17) (â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîãî, õîòÿ
äàëåå ïîëó÷åíî è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ âàæíîãî êëàññà ÌÔ) ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé (10)−(14). Âìåñòî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (17) ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (18).

Ïðîäîëüíàÿ ñèëà âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì íàïðÿæåíèÿ (14) ïî ñå÷åíèþ
òðóáû:

)]()([ 21
2
2 tptqprN −π= (19)

(ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëîâ îïóùåíû). Çíàê ïðîäîëüíîé ñèëû (19) ñîâïàäàåò ñî
çíàêîì ðàçíîñòè qp1 − p2, îíà ðàâíà íóëþ ëèøü â ñëó÷àå p2 = qp1. Ïðèìå÷àòåëüíî,
÷òî ïðîäîëüíàÿ ñèëà (â îòëè÷èå îò íàïðÿæåíèé) íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè èçìå-
íåíèÿ íàãðóçêè è îò ÌÔ ÎÑ (1), à òîëüêî îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé äàâëåíèé è ðàäè-
óñîâ òðóáû, è ñîâïàäàåò ñ ñèëîé, íàéäåííîé èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëàìå äëÿ ëèíåéíî-
óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà.
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Ïðè äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ïðè ó÷åòå èíåðöèîííûõ ÷ëåíîâ â óðàâ-
íåíèè ðàâíîâåñèÿ) ýòî óæå íå òàê. Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé îòëè÷àþòñÿ îò ôîðìóë
(12)−(14) ëèøü îäèíàêîâûì ñëàãàåìûì ,ln)(23 2

1/ rtyr &&ρ  ãäå ρ − ïëîòíîñòü; ôîðìó-
ëû äëÿ äåôîðìàöèé (10), (11) è äëÿ èíòåíñèâíîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñî-
õðàíÿòñÿ, íî ôóíêöèÿ Y(t) (âõîäÿùàÿ è â èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå ôîðìóë (12)−
(14)) áóäåò äðóãîé, ïîñêîëüêó èçìåíèòñÿ óðàâíåíèå (17) äëÿ íåå (îíî ñòàíåò èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì è áóäåò ñîäåðæàòü .)( )ty&&  Ïðîäîëüíàÿ ñèëà îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè-
÷åñêîé ñèëû (19) ñëàãàåìûì ñ :)(ty&&

).1ln(
4
3),()( 2

1
2
221

2
2 −−ρ=μμπ+−π= qqrtyrpqprN &&

Î÷åâèäíî, ÷òî μ > 0 ïðè ëþáûõ ρ, r1, r2 > 0, ïîñêîëüêó ln x + 1 < x ïðè x > 0, è ïî-
òîìó çíàê âòîðîãî (äèíàìè÷åñêîãî) ñëàãàåìîãî ñîâïàäàåò ñî çíàêîì )(ty&&  â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ïðîäîëüíàÿ ñèëà, â îòëè÷èå îò
êâàçèñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, òåïåðü çàâèñèò íå òîëüêî îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé p1(t) è
p2(t) è ðàäèóñîâ öèëèíäðà, íî è îò ïðåäûñòîðèè èçìåíåíèÿ íàãðóçêè è îò ÌÔ, òàê
êàê îíà ñîäåðæèò ñëàãàåìîå ñ ),(ty&&  à y(t) çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè èçìåíåíèÿ íà-
ãðóçêè è îò ÌÔ â ñèëó óðàâíåíèÿ (17).

3. Ñïåöèôèêà ÍÄÑ òðóáû äëÿ ìîäåëåé
ñî ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè íåëèíåéíîñòè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êâàçèñòàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå òðóáû èç ìàòåðèàëà,
ñëåäóþùåãî ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè è ôóíêöèåé íåëèíåéíîñ-
òè âèäà

.0,)( >α=ϕ αAxx (20)

Ýòà ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò êëàññè÷åñêóþ ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü êðèâûõ ïîëçó÷åñ-
òè è ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè îò óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ (îò åãî èíòåíñèâíîñòè ïðè òðåõîñ-
íîì íàãðóæåíèè) [23, 25] è ñòåïåííóþ àïïðîêñèìàöèþ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ
[26]. Ïî (16) F(s) = Aα−1sα, óðàâíåíèå (17) ïðèíèìàåò âèä Aα−1(1 − qα)| y(t)|α = P(t),
è åãî ðåøåíèå y(t) íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè
è ëþáîãî íàãðóæåíèÿ pi(t):

.0|,)(|3)(,1,)()()( /111/1 ][ )( >=−α== α−α−α ttptPqAataPtzty Π (21)

Ïîäñòàíîâêà y(t) â ôîðìóëû (10), (11) äàåò âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è äå-
ôîðìàöèé:

,)(,;)()(
2
3;)()(

2
3 /12/12/11

1
α−

θ
α−

θ
α− =εε−=ε=ε= tPratPtzratPtzraru r (22)

ãäå q = (r1/r2)2 ∈ (0; 1), ]./,1[/ 121 rrrrr ∈=  Çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé îò âðåìåíè
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé P(t)1/α, çàâèñÿùåé îò ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ
p(t) è ÔÏ. Âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû òðóáû õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîæèòåëåì
a(q, α), âîçðàñòàþùèì ïî ïàðàìåòðó q. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ìîäóëè âñåõ äåôîð-
ìàöèé (22) − óáûâàþùèå ôóíêöèè r.

Îäíîðîäíîñòü ÌÔ (20) è F = ϕ(x)/α ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âñå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû â ôîðìóëàõ (12)−(14) è ïîëó÷èòü äëÿ íàïðÿæåíèé â ëþáîé òî÷êå òðóáû
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ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìóëû. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ôóíêöèè, íà êî-
òîðûå äåéñòâóåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð R â ôîðìóëàõ (12)−(14):

,)()( 1111 1),(),()(1|))((| ][ −α−α−− −=α=−αα= qwtPqwtPqAAtyF

),()1()/|(||)(|),()/|(|),()/|(| 222222 tPrwryFyFtPrawrytPrwryF α−α−α− −=−=ϕ=

).()21()/|(|2)/|(||)(| 2222 tPrrwryryFyF α−α− α+−=ϕ+−

Âñå ýòè ôóíêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû |,)(|3)( tptP Π=  è ïîòîìó âû÷èñëåíèå âñåõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî âðåìåíè â (12)−(14) ñâîäèòñÿ ê == |)(|3)( tptP RΠR

|)(|3 tp=  (ïîñêîëüêó RΠΠΠΠΠ = I). Ïîýòîìó ôîðìóëû (12)−(14) ïðèíèìàþò âèä (ïî-
ñêîëüêó z|p | = p):

,1),()()(),( ][ 2
1

α−−α+−=σ rqwtptptrr (23)

,)12(1),()()(),( ][ 2
1

α−
θ −α+α+−=σ rqwtptptr (24)

,)1(1),()()(),( ][ 2
1

α−−α+α+−=σ rqwtptptrz (25)

ãäå 1)1(]1;0(]1;[),1;0(/ 122
21 è)( >−=⊂∈∈= −ααα− qwqrrrq  ïðè âñåõ α > 0.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ÔÏ íå âõîäèò â ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé (23)−(25), òî
åñòü íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò îò íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ïðåäûñòî-
ðèè íàãðóæåíèÿ, à çàâèñÿò ëèøü îò âåëè÷èí äàâëåíèé pi(t) â äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè (íàïðÿæåíèÿ òàêèå æå, êàê â êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷å äëÿ òðóáû èç íåëèíåéíî-
óïðóãîãî ìàòåðèàëà).

Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé (23)−(25) îò r â ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ðàçíîñòè p(t) = p1 − p2 è âåëè÷èíîé α.

Åñëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè p(t) > 0, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â êàæäîé èç ôîð-
ìóë (23)−(25) ïîëîæèòåëüíî (òàê êàê ,01)1(1)12(1 )222 >−>−α+>−α+ α−α−α− rrr
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî σθ(r, t) > σz(r, t) > σr(r, t), íàïðÿæåíèå σr(r) âîçðàñòàåò
ïðè âñåõ α > 0 è −p1(t) ≤ σr(r) ≤ −p2(t) ≤ 0 (è ïîòîìó |σr(r) | óáûâàåò), îêðóæíîå íà-
ïðÿæåíèå σθ(r) âîçðàñòàåò ïðè α ∈ (0; 0,5), óáûâàåò ïðè α > 0,5 è íå çàâèñèò îò
êîîðäèíàò ïðè α = 0,5, à îñåâîå íàïðÿæåíèå σz(r)  âîçðàñòàåò ïðè α ∈ (0; 1), óáû-
âàåò ïðè α > 1 è ïîñòîÿííî ïî ñå÷åíèþ ëèøü ïðè α = 1 (òî åñòü â ñëó÷àå ëèíåéíî-
âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà).

Åñëè p(t) < 0 â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â êàæäîé èç ôîð-
ìóë (23)−(25) îòðèöàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî σθ(r, t) < σz(r, t) < σr(r, t), íà-
ïðÿæåíèå σr(r) óáûâàåò ïðè âñåõ α > 0 è −p2(t) ≤ σr (r, t) ≤ −p1(t) ≤ 0 (è ïîòîìó
|σr(r) | âîçðàñòàåò), îêðóæíîå íàïðÿæåíèå σθ(r) óáûâåò ïðè α ∈ (0; 0,5), âîçðàñòà-
åò ïðè α > 0,5 è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò ïðè α = 0,5, à îñåâîå íàïðÿæåíèå σz(r) óáû-
âàåò ïðè α ∈ (0;1), âîçðàñòàåò ïðè α > 1 è ïîñòîÿííî ïî ñå÷åíèþ ëèøü ïðè α = 1.

Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè p1(t) = p2(t), òî âñå íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò
îò r è îäèíàêîâû: σθ(r, t) = σz(r, t) = σr(r, t) = −p1(t).

Åñëè p2(t) = 0, òî σθ > 0 è σz > 0 ïðè r ∈ [r1, r2] â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà
p1(t) > 0. Åñëè æå p2(t) > 0, òî îêðóæíîå íàïðÿæåíèå (24) è îñåâîå (25) íå îáÿçàòåëü-
íî ïîëîæèòåëüíû: ïðè ìàëîì p = p1 − p2 âòîðîå ñëàãàåìîå â êàæäîé èç ôîðìóë (23)−
(25) ìàëî, è σθ(r, t) < 0, σz(r, t) < 0. Çíàê ïðîäîëüíîé ñèëû (19) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì
âåëè÷èíû qp1(t) − p2(t).

Òàê êàê ïðè ëþáîì α > 0 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè σθ(r, t) è σz(r, t) ìîíîòîííû
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ïî r, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îíè ïðèíèìàþò ïðè r = r1 èëè r = r2, òî åñòü ïðè
12 =−r  èëè :2 qr =−

;121)()(),(),()1(2)(),( ][ 1
12

1
11 )( −αα

θ
−α

θ −α++−=σ−α+−=σ qqtptptrtpqtptr
σθ(r1, t) > 0 ðàâíîñèëüíî p2(t)/p1(t) < 1 − 0,5(1 − qα)α−1, èëè p1(t) > α[α − 0,5×
×(1 − qα)]−1p2(t); σθ(r2, t) > 0 ðàâíîñèëüíî p2/p < 2αqα(1 − qα)−1, òî åñòü p1(t) >
> α−1[α + 0,5(q−α −1)]p2(t).

Èç òî÷íîé îöåíêè 12 ≤≤ α−α rq  ñëåäóåò, ÷òî αα− −≤− qr 11 2 è ïî (23) è (24) èìååì

|,)(|),(||5,0),( 2
max tpqwrtr r αα=σ−σ=τ α−

θ

.||),(),(||),( max pqwtrpqwq αα≤τ≤αα α

Èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé âûðàæàåòñÿ ïî (15):

.|)(|),(3),(3),( 2
max

α−αα=τ=σ rtpqwtrtr (26)
Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà p(t) = 0, èíòåíñèâíîñòü íà-

ïðÿæåíèé (êàê è τmax(r, t)) óáûâàåò ïî r ïðè ëþáîì α > 0 è ìàêñèìàëüíà íà âíóòðåí-
íåé ãðàíèöå òðóáû.

Ïðè α = 1 (òî åñòü â ñëó÷àå ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà) âñå êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé (23)−(25) ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Ëàìå äëÿ íåñæèìàå-
ìîãî ëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà, â ÷àñòíîñòè σz íå çàâèñèò îò r. Îòìåòèì, ÷òî ÎÑ
(1) ñ Φ(x) = x, Φ0(x) = x â òðåõìåðíîì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ÎÑ âÿçêî-
óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä, òàê êàê ïîñëåäíåå íå îáåñïå÷èâàåò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòü äåâèàòîðîâ òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå ñëîæíûõ íàãðóæå-
íèé. Ýòè äâà ÎÑ ñîâïàäàþò òîëüêî íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ ïðîöåññîâ íàãðóæåíèÿ
èëè äåôîðìèðîâàíèÿ, êîãäà ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè îáåñïå÷èâàåò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü äåâèàòîðîâ òåíçîðîâ. Èç ôîðìóë (11) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷å î ÍÄÑ òðóáû èìååò ìåñòî ïðîöåññ ïðîñòîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, è ïîòîìó ðåøå-
íèå çàäà÷è äëÿ ÎÑ (6) ñ ÌÔ  ϕ(x) = Ax äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì äëÿ
ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà.

Ïðè α → 0 èìååì )/ln(/5,0ln/1)1/( 12 rrqq =−→−α α
 è →−− αα− )1/()1( 2 qr

,ln/ln2 qr−→  è ïîòîìó ïîëå íàïðÿæåíèé (23)−(25) ñòðåìèòñÿ ïðè α → 0 ê êëàñ-
ñè÷åñêîìó ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé äëÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà [1−3], õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ ïîñòîÿíñòâîì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé
σ(r) = σT:

),1(ln
ln
2,ln

ln
2 *

1
*

1 +−−=σ−−=σ θ r
q

ppr
q

ppr

,
ln

||3),5,0(ln
ln
2 **

1 q
pr

q
ppz −=σ+−−=σ

ãäå ïðåäåëüíàÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé p* íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ σ = σT:

.ln
3

2
3

ln||
1

2
* r

rqp TT σ=σ−=

Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû ãðàôèêè íàïðÿæåíèé (23)−(25) â çàâèñèìîñòè îò êîîðäè-
íàòû 1/rrr =  äëÿ òðóáû ñ r1/r2 = 4/5 (òî åñòü q = 0,64, )]4/5;1[∈r  â òîò ìîìåíò,
êîãäà p1 = 1 è p2 = 0 ( p = 1), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòåðèàë îïèñûâàåòñÿ ÎÑ (1) ñî
ñòåïåííîé ÌÔ (20) ñ A = 1 è ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè α = 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0 (êðè-
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âûå 1−5). Ýïþðû )(rrσ−  ïîêàçàíû ñèíèì öâåòîì, σz = σ0 − ãîëóáûì, )(rθσ  − êðàñ-
íûì, ýïþðû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (26) − ÷åðíûå øòðèõîâûå ëèíèè 1−5. Ýïþðû
äëÿ α = 1 ïîìå÷åíû ñòðåëêàìè (êðèâûå 3). Îòìåòèì, ÷òî σθ è σ â íåñêîëüêî ðàç ïðå-
âûøàþò ïðèëîæåííîå äàâëåíèå.

Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû ãðàôèêè íàïðÿæåíèé (23)−(26) â çàâèñèìîñòè îò r  äëÿ
áîëåå òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 0,5 (òî åñòü q = 0,25, )]2;1[∈r  ïðè òîé æå íàãðóçêå
(p1 = 1, p2 = 0) è äëÿ òåõ æå ìîäåëåé (20) ñ α = 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,0 (êðèâûå 1−5).
Îòëè÷èå îò ðèñ. 1à − ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå ìîäóëåé σθ, σ è σz = σ0 (òàê êàê
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ óâåëè÷èëàñü â 2 ðàçà: îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî
(1 − q2)/(1 − q1) = 0,75/0,36) è ñíèæåíèå σθ ïî ñðàâíåíèþ ñ σ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÌÔ ϕ (íå ñòåïåííîé) èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæå-
íèé è âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé çàâèñÿò îò âðåìåíè, à èõ çàâèñèìîñòü îò
ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû ìîæåò áûòü íåìîíîòîííîé.

4. Ðîñò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå íàãðóæåíèå òðóáû
0,0,0)(,)( 21 >≥== bttpbttp (27)

(ýòî íàãðóæåíèå ìîäåëèðóåò, íàïðèìåð, ðåæèì ìåäëåííîãî ïóñêà ãàçîïðîâîäà èëè
çàêà÷êó ãàçà â ñêâàæèíó). Òîãäà p(t) = bt, z(t) = 1 è ñîãëàñíî (23)−(25) èìååì:

.[][)( ])1(,)12(, 222 α−αα−α
θ

αα− −α+=σ−α+=σ−−=σ rqwbtrqwbtqrwbt zr

Âñå íàïðÿæåíèÿ ðàñòóò ëèíåéíî ïî âðåìåíè, ñêîðîñòü ðîñòà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêî-
ðîñòè ðîñòà äàâëåíèÿ b è ìíîæèòåëþ, çàâèñÿùåìó îò ,r q è α. Èíòåíñèâíîñòü íà-
ïðÿæåíèé:

.1,313 1221 )()( −αα−α−−α −=α=−α=σ qwbtrwbtrq (28)

Ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå è äåôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (22), ãäå â
ñèëó (21)

σ/p
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α
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σ/p
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.0,)()(),(33)(
0

>ττΠ=== ∫ tdtQtbQtbtP
t

Π

Ïîñêîëüêó Π(t) > 0 è 0)( >Π t&  ïðè t > 0, òî ,0)(3)( >Π= tbtP& ,0)(3)( >Π= tbtP &&&

ôóíêöèÿ P(t) âîçðàñòàåò è âûïóêëà âíèç, è ïîòîìó â ñèëó (22) â ëþáîé òî÷êå òðóáû
ur(r, t), εθ(r, t) è |εr(r, t)| âîçðàñòàþò è âûïóêëû âíèç ïî âðåìåíè ïðè t > 0 (äëÿ ëþ-
áîé ÔÏ, ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ α è ëþáîãî q). Ôîðìóëû

,),(3 2 btrqw α−αα=σ    α−α− α=ε /12/11 ][ )(3][ tbQrwA
çàäàþò ñåðèþ äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ ìàòåðèàëà òðóáû â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå
(ñì. (28), (22)). Ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òðóáû ïîñòîÿííà, íî
çàâèñèò îò åå êîîðäèíàòû r  (ïðîïîðöèîíàëüíà ,)2α−r  ïîýòîìó èç îäíîãî èñïûòà-
íèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äèàãðàììû äëÿ äâóõ ñêîðîñòåé, èçìåðÿÿ îêðóæíóþ äåôîðìà-
öèþ (è ðàññ÷èòûâàÿ íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ) íà âíóòðåííåé è âíåøíåé
ïîâåðõíîñòÿõ òðóáû:
− ïðè ,)(3),(,3,3),(: /1/11

1111 ][][ αα− α=εα=α=σ= tbQwAtrwbbwbttrrr
− ïðè .)(3),(,3,3),(: /1/11

2222 ][][ αα−αα α=εα=α=σ= tbQqwAtrwbqbwbtqtrrr
Î÷åâèäíî, ÷òî b2/b1 = qα, ε(r2, t)/ε(r1, t) = q. Èñêëþ÷èì t: ε/εα = At/Q(t), t = bi /σ,

,2,1),/()/( 11 =σσ=ε −−α ibQbA ii (29)

òî åñòü ñâÿçü ìåæäó σ, bi è εα òàêàÿ æå, êàê â ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ìåæäó σ, bi
è ε [38].

Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû ãðàôèêè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé íà âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè òðóáû ε(r1, t) = | y(t)| â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ òðóáû ñ r1/r2 = 4/5
ïðè íàãðóæåíèè (27) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ b = 0,1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòåðè-
àë îïèñûâàåòñÿ ÎÑ (1) ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè âèäà (20) ñ A = 1 è
ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè α = 0,5; 0,7; 0,9; 1,0; 1,1; 1,5 (êðèâûå 1−5) è ñ ÔÏ

01,0,015,0,e =γ=βγ−β=Π λ− t (30)

(ÔÏ êàê ó ìîäåëè Êåëüâèíà, âðåìÿ ðåòàðäàöèè 1/λ = 10, à âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ =
= (β − γ)/(βλ) = 10/3). Ýòè êðèâûå ñîâïàäàþò ñ ãðàôèêàìè ôóíêöèé | y(t) | (ñì. (21)).
Ñ óâåëè÷åíèåì α êðèâûå ñìåùàþòñÿ ââåðõ. Êðèâûå 1′−6′ − ãðàôèêè ε(r1, t) äëÿ
áîëåå òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 1/2 ïðè òîé æå íàãðóçêå è äëÿ òåõ æå ìîäåëåé. Êðèâûå
4 è 4′ ñîîòâåòñòâóþò α = 1, òî åñòü ñëó÷àþ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ãðà-
ôèêè äåôîðìàöèé εθ(r1, t) è εr = −εθ îòëè÷àþòñÿ îò ε(r1, t) ëèøü ìíîæèòåëåì 2.3/±

Íà ðèñ. 2á ïðèâåäåíû ãðàôèêè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ε(r1, t) = | y(t) | â òî÷-
êå âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ñ r1/r2 = 4/5 ïðè ðàçíûõ âåëè÷èíàõ ñêîðîñòè íà-
ãðóæåíèÿ b = 0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3 äëÿ ìîäåëè ñ α = 0,9 è òîé æå ÔÏ (30), ÷òî è íà
ðèñ. 2à. Êðèâûå 1′ − 5′ − ãðàôèêè ε(r1, t) = | y(t) | äëÿ áîëåå òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 1/2.

Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåíû äèàãðàììû σ−ε (29) ïðè íàãðóæåíèè (27) ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ b = 0,1, ïîñòðîåííûå â òî÷êå íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ñ r1/r2 =
= 4/5 ïî êðèâûì äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ðèñ. 2à, äëÿ òåõ æå ìîäåëåé ñ ðàçíûìè ïîêàçàòå-
ëÿìè α = 0,5; 0,7; 0,9; 1,0; 1,1; 1,5; 2,0 (êðèâûå 1−7). Îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà,
òàê êàê ñêîðîñòè ðîñòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé bqwb ),(31 αα=  ïðîïîðöèî-
íàëüíû b, íî çàâèñÿò åùå îò α è q. Ãîëóáûå êðèâûå 1′−7 ′ − äèàãðàììû σ−ε äëÿ
áîëåå òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 1/2.
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Íà ðèñ. 3á ïðèâåäåíû äèàãðàììû íàãðóæåíèÿ σ−ε (29) (â òî÷êå ñ r = r1), ïîðîæ-
äàåìûå ìîäåëüþ ñ α = 0,9 è òîé æå ÔÏ (30), ÷òî è íà ðèñ. 2á ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ
ðîñòà äàâëåíèÿ b = 0,01; 0,05; 0,1 (òåõ æå, ÷òî è íà ðèñ. 2á: êðèâûå 1−3 − äëÿ òðóáû
ñ r1/r2 = 4/5, ãîëóáûå êðèâûå 1′−3′ − äëÿ òðóáû ñ r1/r2 = 1/2) è äîïîëíèòåëüíî − ïðè
b = 0,001 (øòðèõîâûå ëèíèè 0; îíè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ïðåäåëüíîé êðèâîé
ïðè b → 0). Êðèâûå 10−13 − äèàãðàììû íàãðóæåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ α = 1,5 ïðè òåõ
æå ñêîðîñòÿõ b = 0,001; 0,01; 0,05; 0,1.

5. Íàãðóæåíèå ïîñòîÿííûìè âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèÿìè.
Êðèâûå ïîëçó÷åñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà òðóáû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé
ðàçíîñòè äàâëåíèé p(t) = ph(t), òî åñòü p(t) = const ïðè t > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ P(t) â
(21) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ: ),(||3)( tptP Π=  è åå ïîäñòàíîâêà â ôîðìóëû (22) äàåò
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âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè (äëÿ ñòåïåííîé
ÌÔ (20) è ïðîèçâîëüíîé ÔÏ):

.)(,,)(
2
3;)(

2
3 /12/12/11

1
α−

θ
α−

θ
α− =εε−=ε=ε= tPratPratPraru r (31)

Åñëè p > 0, â ñèëó (31) êðèâûå ïîëçó÷åñòè ε(r, t), εθ(r, t) è |εr(r, t) | âîçðàñòàþò ïî âðå-
ìåíè ïðè ëþáîì r è îãðàíè÷åíû íà ïîëóîñè t ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îãðàíè-
÷åíà Π(t); ïðè α ≥ 1 âñå îíè âûïóêëû ââåðõ, òàê êàê 0)( ≤Π t&&  è .0)( ≤ty&&  Èõ çàâèñè-
ìîñòü îò äàâëåíèÿ è òîëùèíû òðóáû õàðàêòåðèçóåò ìíîæèòåëü α(1 − qα)−1/α| p |1/α,
âîçðàñòàþùèé ïî | p | è q. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t  ìîäóëè âñåõ äåôîðìàöèé (31) −
óáûâàþùèå ôóíêöèè r.

Íà ðèñ. 4à ïðèâåäåíû ãðàôèêè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé (31) íà âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòè òðóáû ε(r1, t) = | y(t) | â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (êðèâûå ïîëçó÷åñòè)
äëÿ òðóáû ñ r1/r2 = 4/5, íàãðóæåííîé ðàçíîñòüþ äàâëåíèé p = 1, â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ìàòåðèàë îïèñûâàåòñÿ ÎÑ (1) ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè âèäà (20) ñ A
= 1 è ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè α = 0,5; 0,7; 0,9; 1,0 (êðèâûå 1−4) è ñ ôóíêöèåé ïîëçó-
÷åñòè (30). Øòðèõîâûå ïðÿìûå − èõ ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ïðè t → ∞ (ÔÏ
(30) èìååò ïðåäåë Π(∞) = β). Êðèâûå 1′−4 ′ − êðèâûå ïîëçó÷åñòè ε(r1, t) äëÿ áîëåå
òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 1/2 ïðè òîé æå íàãðóçêå è äëÿ òåõ æå ìîäåëåé. Êðèâûå 4 è 4 ′
ñîîòâåòñòâóþò α = 1, òî åñòü ñëó÷àþ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.

Íà ðèñ. 4á ïðèâåäåíû ãðàôèêè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé (31) ε(r1, t) = | y(t) |
íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû ñ r1/r2 = 4/5 ïðè ðàçíûõ âåëè÷èíàõ äàâëåíèÿ p =
= 1; 2; 3; 4; 5 äëÿ ìîäåëè ñ α = 0,5 è òîé æå ÔÏ (30), ÷òî è íà ðèñ. 4à. Êðèâûå 2′, 4 ′,
6 ′, 8 ′, 10 ′ − êðèâûå ïîëçó÷åñòè äëÿ áîëåå òîëñòîé òðóáû ñ r1/r2 = 1/2 ïðè p = 2; 4; 6;
8; 10.

Çàêëþ÷åíèå

Â êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î íàãðóæåíèè ïåðåìåííû-
ìè âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèÿìè òîëñòîñòåííîé òðóáû èç îäíîðîäíîãî èçî-
òðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ íåëèíåéíîìó îïðåäåëÿþùå-
ìó ñîîòíîøåíèþ âÿçêîóïðóãîñòè Ðàáîòíîâà (1) ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè (ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè è ôóíêöèåé íåëèíåéíîñòè). Â ñëó÷àå âû-
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áîðà ñòåïåííîé ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè (20) ñ ïðîèçâîëüíûì ïîêàçà-
òåëåì ïîñòðîåííîå ðàíåå â [27] òî÷íîå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëåé ïåðåìåùå-
íèé, íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (10)−(14) äîâåäåíî äî ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôîð-
ìóë (22)−(25) äëÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ëþáîé òî÷êå òðóáû â ðåçóëüòàòå ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (17) è âû÷èñëåíèÿ âñåõ èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â îáùåå ïðåäñòàâëåíèå (10)−(14) äëÿ ïîëåé ïåðåìåùå-
íèé, äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòè
è ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû êà÷åñò-
âåííûå ñâîéñòâà ÍÄÑ òðóáû (â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, îïèðàþùåéñÿ íà äîïóùåíèÿ î
ïëîñêîé äåôîðìàöèè òðóáû è íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà). Äîêàçàíî, ÷òî íàïðÿæå-
íèÿ íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè (îò íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîãî
ìàòåðèàëà), à çàâèñÿò ëèøü îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé äàâëåíèé (â îòëè÷èå îò äåôîð-
ìàöèé, çàâèñÿùèõ îò ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè) è ñîâïàäàþò ñ íàïðÿæåíèÿìè â òðóáå èç
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé óïðî÷íåíèÿ. Èññëåäîâàíû
èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïî ðàäèàëüíîé
êîîðäèíàòå â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ òðóáû, âåëè÷èí äàâëåíèé è ïîêà-
çàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè. Îñóùåñòâëåíà ðåäóêöèÿ ÍÄÑ òðóáû â ÷àñòíûõ è
ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ê êëàññè÷åñêèì ðåøåíèÿì äëÿ ëèíåéíî-óïðóãîãî, íåëèíåéíî-
óïðóãîãî è æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëçó÷å-
ñòè è ïðîèçâîëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòè ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîé-
ñòâà ïîñòðîåííûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñëó÷àå íàãðóæåíèé òðóáû âíóò-
ðåííèì äàâëåíèåì, ðàñòóùèì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (ñì. ï. 4), âûâåäåíî óðàâíå-
íèå ñåìåéñòâà äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ ìàòåðèàëà òðóáû ïî èçìåðåíèÿì îêðóæíîé
äåôîðìàöèè íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ òðóáû, óêàçàíû èõ ñâîéñòâà.

 Íàéäåííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ áóäóò ïîëåçíû äëÿ âåðèôèêàöèè ïðîöåäóðû ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) è ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ òðóá ïðè ïðîèçâîëüíûõ ìàòå-
ðèàëüíûõ ôóíêöèÿõ (íàéäåííûõ â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè ïî äàííûì èñïûòà-
íèé ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ), ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ ïðè îòêàçå îò íåêîòîðûõ óïðî-
ùàþùèõ äîïóùåíèé (íåñæèìàåìîñòü, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ, îäíîðîäíîñòü ìàòåðè-
àëà) è èññëåäîâàíèÿ (è âåðèôèêàöèè) ðåøåíèé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î íàãðóæåíèè
(ìíîãîñëîéíûõ) òðóá ïåðåìåííûìè äàâëåíèÿìè, â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ öèêëè-
÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è âèáðîïîëçó÷åñòè.
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THE EXACT SOLUTION FOR STRAINS AND STRESSES IN A HOLLOW CYLINDER
OF NON-LINEAR VISCOELASTIC MATERIAL SUBJECT TO INTERNAL

AND EXTERNAL PRESSURES IN THE CASE OF POWER MATERIAL FUNCTION
GOVERNING NON-LINEARITY

Khokhlov À.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
JSC “Composite”, Korolev, Moscow region, Russian Federation

We study analytically the exact solution of the quasi-static problem for a thick-walled tube of
physically non-linear viscoelastic material obeying the Rabotnov constitutive equation with two
arbitrary material functions (a creep compliance and a function which governs physical non-
linearity). We suppose that a material is homogeneous, isotropic and incompressible and that a
tube is loaded with time-dependent internal and external pressures (varying slowly enough to neglect
inertia terms in the equilibrium equations) and that a plain strain state is realized, i.e. zero axial
displacements are given on the edge cross sections of the tube. We previously have obtained the
closed form expressions for displacement, strain and stress fields via the single unknown function
of time and integral operators involving this function, two arbitrary material functions of the
constitutive relation, preset pressure values and radii of the tube and derive functional equation to
determine this unknown resolving function.
Assuming creep complience is arbitrary and choosing the material function governing non-linearity
to be power function with a positive exponent, we construct exact solution of the resolving non-
linear functional equation, calculate all the convolution integrals involved in the general
representation for strain and stress fields and reduce it to simple algebraic formulas convenient for
analysis and use. Strains evolution in time is characterized by creep compliance function and
loading history. The stresses in this case depend on the current magnitudes of pressures only, they
don't depend on creep compliance (i.e. viscoelastic properties of a material) and on loading history.
The stress field coincides with classical solution for non-linear elastic material or elastoplastic
material with power hardening (for non-decreasing pressure difference). We obtain criteria for
increase, decrease or constancy of stresses with respect to radial coordinate in form of inequalities
for the exponent value and for difference of pressures. Assuming creep compliance is arbitrary, we
study analytically properties of strain and stress fields in a tube under internal pressure growing
with constant rate and properties of corresponding stress-strain curves implying measurement of
strains at a surface point of a tubular specimen.

Keywords: non-linear viscoelasticity, elastoplasticity, the Rabotnov constitutive equation, creep
compliance, non-linearity material function, incompressible material, stress field properties, stress-
strain curves family, creep curves.


