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Ñôîðìóëèðîâàíà äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ãèáêèõ ïëàñòèí ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ñòðóêòóðàìè àðìèðîâàíèÿ.
Ïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
òåîðèè òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì ïðè ó÷åòå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ýòèõ
ìàòåðèàëîâ ê ñêîðîñòè èõ äåôîðìèðîâàíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü
çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè Êàðìàíà. Èñïîëüçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ
ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïèñûâàþò ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå èçãèáàåìûõ
ïëàñòèí è ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü âîçìîæíîå îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå àð-
ìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðè-
âåäåííûå óðàâíåíèÿ, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåäóöèðóþòñÿ â ñîîòíî-
øåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåìîé íåêëàññè÷åñêîé òåîðèè Ðåääè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ïîøàãîâûé àë-
ãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ÿâíîé ÷èñëåííîé ñõåìû òèïà «êðåñò».
Èññëåäîâàíî óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïðè äåéñòâèè íà-
ãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùåé èçáûòî÷íîìó äàâëåíèþ â âîçäóøíîé âçðûâíîé âîë-
íå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòåêëîïëàñòèêîâûå è ìåòàëëîêîìïîçèòíûå êîíñòðóêöèè.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà
0,1 ðàñ÷åò ïî òåîðèè Ðåääè çàíèæàåò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè
äåôîðìàöèé êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè áîëåå ÷åì íà 12% ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ-
÷åòîì ïî óòî÷íåííîé òåîðèè. Äëÿ ðàñ÷åòà îòíîñèòåëüíî òîíêèõ êîíñòðóêöèé
âïîëíå ïðèåìëåìà äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ òåîðèÿ Ðåääè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî,
÷òî äëÿ ñòåêëîïëàñòèêîâûõ ïëàñòèí ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 0,1
çàìåíà òðàäèöèîííîé ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âåëè÷èíó ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðîãèáà áîëåå ÷åì íà 20%, à íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñ-
òè äåôîðìàöèé êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè − íà 10−20% è áîëåå. Äëÿ ìåòàëëî-
êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí ëþáîé òîëùèíû è äëÿ ñòåêëîïëàñòèêîâûõ êîíñòðóêöèé,
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* Âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ãîñóäàð-
ñòâåííûõ àêàäåìèé íàóê íà 2017−2020 ãîäû (ïðîåêò 23.4.1 − Ìåõàíèêà äåôîðìèðîâàíèÿ è
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è õèìè÷åñêè àêòèâíûõ ñðåä).
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èìåþùèõ ìàëóþ îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó, ïîëîæèòåëüíûé ýôôåêò îò òàêîé
çàìåíû ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþäàåòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèáêèå ïëàñòèíû, ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîå àðìèðîâàíèå,
ïðîñòðàíñòâåííîå àðìèðîâàíèå, óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå,
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, òåîðèÿ Ðåääè, óòî÷íåííûå òå-
îðèè èçãèáà, íàãðóçêè âçðûâíîãî òèïà, ÷èñëåííàÿ ñõåìà «êðåñò».

Ââåäåíèå

Òîíêîñòåííûå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ (ÊÌ) øèðî-
êî èñïîëüçóþòñÿ â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ [1−6], ïîýòîìó àêòóàëüíà ïðîáëåìà
àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ èõ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè äåéñòâèè äè-
íàìè÷åñêèõ íàãðóçîê âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè [3, 6], ïðè êîòîðûõ êîìïîíåíòû êîì-
ïîçèöèè ìîãóò äåôîðìèðîâàòüñÿ íåóïðóãî. Ñòåïåíü ïðîðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ó÷èòûâàåìûõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ
è òî÷íîñòüþ èñïîëüçóåìîé òåîðèè ðàñ÷åòà.

Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèé (ñ èçîòðîïíûìè
ñëîÿìè) ðàññìàòðèâàëîñü â [7], âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àðìèðîâàííûõ
ïîëîãèõ îáîëî÷åê èññëåäîâàëîñü â [8]. Ïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìíîãèõ ìàòåðèà-
ëîâ ÷óâñòâèòåëüíî ê ñêîðîñòè èõ äåôîðìèðîâàíèÿ [9, 10], ïîýòîìó â ñòàòüå [11] áû-
ëà ïîñòðîåíà ìîäåëü óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáíîãî ïîâåäåíèÿ âîëîêíèñòûõ
ïëàñòèí.

Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîãî ñëàáîãî ñîïðîòèâëåíèÿ òîíêîñòåííûõ ÊÌ-êîíñòðóêöèé
ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò òåîðèè Ðåéññíåðà [5−7, 12] èëè Ðåä-
äè [1, 11, 13, 14], ðåæå ïðèìåíÿþò òåîðèè áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè [5, 7, 8], êàê
ïðàâèëî, îñíîâàííûå íà êèíåìàòè÷åñêîé ãèïîòåçå ëîìàíîé ëèíèè. Â ìîíîãðàôèÿõ
[13, 14] áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíî-óïðóãîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ ÊÌ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé óòî÷íÿòü ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå ïî
òåîðèè Ðåääè, íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîì äèíàìè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ïîëîãèõ îáîëî÷åê
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íóþ, ÷åì òåîðèÿ Ðåääè, ìîäåëü èçãèáíîãî ïîâå-
äåíèÿ òîíêîñòåííûõ ÊÌ-êîíñòðóêöèé. Â [11] óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìè-
ðîâàíèå àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí îïðåäåëÿëîñü ïî òåîðèè Ðåääè, ïîýòîìó îòêðûòûì
îñòàëñÿ âîïðîñ: íåîáõîäèìî ëè óòî÷íÿòü òåîðèþ Ðåääè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòåðèàëû
êîìïîçèöèè ÷óâñòâèòåëüíû ê ñêîðîñòè èõ äåôîðìèðîâàíèÿ?

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè òîíêî-
ñòåííûõ êîíñòðóêöèé îñóùåñòâëÿþò, ïðèìåíÿÿ ÿâíûå ñõåìû, íàïðèìåð òèïà «êðåñò»
[7, 8, 11], èëè íåÿâíûå ìåòîäû Íüþìàðêà [3, 15].

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìîäåëèðîâàíèþ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêî-
ãî äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ óòî÷íåííîé
òåîðèè èçãèáà. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïî-
ñòðîåíî ïî ÿâíîé ñõåìå òèïà «êðåñò».

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêàÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé 2h (ðèñ. 1), ñ êîòîðîé ñâÿçàíà
äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xi òàê, ÷òî îòñ÷åòíàÿ ïëîñêîñòü Ox1x2
(x3 = 0) − ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü (| x3 | ≤ h). Êîíñòðóêöèÿ óñèëåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíî
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èëè ïðîñòðàíñòâåííî K ñåìåéñòâàìè âîëîêîí ñ ïëîòíîñòÿìè àðìèðîâàíèÿ ωk (1 ≤
≤ k ≤ K). Ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû îäíîðîäíà. Íà ðèñ. 1à èçîá-
ðàæåíà òðàäèöèîííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà 2D-àðìèðîâàíèÿ (K = 2) [16, 17]; íà
ðèñ. 1á − ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà 4D-àðìèðîâàíèÿ (K = 4) [17].

Ñ êàæäûì k-ì ñåìåéñòâîì àðìàòóðû ñâÿæåì ëîêàëüíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ,)(k

ix  ïðè÷åì îñü ,)(
1

kx  íàïðàâëåííàÿ âäîëü âîëîêíà, îïðåäåëÿåòñÿ óã-
ëàìè ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò θk è ϕk (ðèñ. 2). Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

)(k
ijl  ìåæäó îñÿìè 

)(k
ix  è )( 3,1, =jix j  âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.12) èç [11].

Â ñòàòüå [11] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè êîì-
ïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó «êðåñò» ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðèè
Ðåääè äëÿ èçãèáàåìûõ ïëàñòèí ìîæíî ðàçðàáîòàòü òîëüêî äëÿ ÷àñòíûõ, íî ïðàêòè-
÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ è íàãðóæåíèÿ ÊÌ-êîíñòðóê-
öèé. À èìåííî: íà ëèöåâûõ ïëîñêîñòÿõ âíåøíèìè êàñàòåëüíûìè ñèëàìè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü; ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãî
k-ãî íàêëîííîãî (0 < θk < π/2) ñåìåéñòâà âîëîêîí îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ l-å íàêëîí-
íîå ñåìåéñòâî âîëîêîí èç òîãî æå ìàòåðèàëà ñ ïàðàìåòðàìè àðìèðîâàíèÿ θl = π − θk,
ϕl = ϕk è ωl = ωk, 1 ≤ k, l ≤ K, l ≠ k (ñì. ðèñ. 2). Ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ, îáëàäàþùèå
òàêèìè ñâîéñòâàìè, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ [17]. Òàê, ê íèì îòíîñèòñÿ
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ñòðóêòóðà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1á, à òàêæå îðòîãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà 3D-àðìèðîâà-
íèÿ [18, 19]. Èñïîëüçóÿ ýòè îáñòîÿòåëüñòâà, äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàñàòåëüíûå
íàãðóçêè íà ëèöåâûõ ïëîñêîñòÿõ ïëàñòèíû îòñóòñòâóþò, à ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ
îòâå÷àåò óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâàì. Ñîãëàñíî [8], îñðåäíåííûå äåôîðìàöèè êîì-
ïîçèöèè εij è ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãèáêîé ÊÌ-ïëàñòèíû Ui â ðàìêàõ óòî÷íåííîé òå-
îðèè èçãèáà àïïðîêñèìèðóåì òàê:
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äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé xi (i = 1, 2); M − öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå çàäàåò
êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, óäåðæèâàåìûõ â ÷àñòè÷íûõ ñóììàõ ïî ñòåïåíÿì ïîïåðå÷-
íîé êîîðäèíàòû x3; Ω − îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé â ïëàíå. Ïðè M = 0 èç (1) è
(2) ñëåäóþò êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè Ðåääè [1, 11]. Â âûðàæåíèÿõ (1) è
(2) íåèçâåñòíû ôóíêöèè w, ui, 

)(
3
m

iε  (0 ≤ m ≤ M ), çàâèñÿùèå îò âðåìåíè t è äâóõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ xi (i = 1, 2).

 Ïîñêîëüêó ìîäåëèðóåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÊÌ-ïëàñòèíû êàê ãèáêîé
òîíêîñòåííîé ñèñòåìû, òî íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå σ33(t, r) ñ ïðèåìëåìîé äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òî÷íîñòüþ ìîæíî ëèíåéíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïî êîîðäèíà-
òå x3 [11, 12]:
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33 htt ±σ=σ ± xx  − èçâåñòíûå èç ñèëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íîðìàëü-
íûå íàïðÿæåíèÿ íà íèæíåé (−) è âåðõíåé (+) ëèöåâûõ ïëîñêîñòÿõ ïëàñòèíû.

Ïðèâåäåííûå äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà ãèá-
êîé ïëàñòèíû ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2) è (3) èìåþò âèä [8]:
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;10,2,1,3,1, +≤≤== Mlsji (5)

ρ0, ρk − îáúåìíûå ïëîòíîñòè ñâÿçóþùåãî è âîëîêîí k-ãî ñåìåéñòâà; σij − îñðåäíåí-
íûå íàïðÿæåíèÿ â êîìïîçèöèè ïëàñòèíû; òî÷êà − ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t. Îáúåì-
íûå íàãðóçêè â (4) íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Êàê è â [11], ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàëû êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ïëàñòèíû
èçîòðîïíû, à èõ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå îïèñûâàåòñÿ ìåõàíè-
÷åñêîé ìîäåëüþ, ïðåäëîæåííîé â [10]. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èç [11], â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ ÊÌ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

,pεBσ += && (6)

ãäå

,}2,2,2,,,{,},,,,,{ T
123123332211

T
123123332211 εεεεεε=σσσσσσ= &&&&&&&&&&&&&& εσ (7)

εσ && ,  − øåñòèêîìïîíåíòíûå âåêòîðû-ñòîëáöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ − ñêîðîñòè îñðåä-
íåííûõ íàïðÿæåíèé σ&  è äåôîðìàöèé ε&  â êîìïîçèöèè; øåñòèêîìïîíåíòíûé âåê-
òîð-ñòîëáåö p è 6×6-ìàòðèöà B îïðåäåëÿþòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ôîðìóëàì (2.17) èç
[11], èõ ýëåìåíòû çàâèñÿò îò òåêóùåãî óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è ìåõà-
íè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ àðìèðî-
âàíèÿ (óãëîâ θk, ϕk è ïëîòíîñòåé ωk àðìèðîâàíèÿ); èíäåêñ T − îïåðàöèÿ òðàíñïîíè-
ðîâàíèÿ.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñëåäóåò çàäàòü íà-
÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íà òîé ÷àñòè êðîìêè ïëàñòèíû (îáîçíà÷èì åå Γσ),
ãäå çàäàíû âíåøíèå ñèëû, â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé óòî÷íåííîé òåîðèè âûïîëíÿþòñÿ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñèëîâûõ ôàêòîðàõ (5) [8]:
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íà ÷àñòè êðîìêè (îáîçíà÷èì åå Γu), ãäå çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ, íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ââåäåííûõ â (5) [8]:
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pj − âíåøíèå ðàñïðåäåëåííûå íàãðóçêè, çàäàííûå íà òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòè-
íû; U*3 − ïðîãèá, çàäàííûé íà Γu; U*i − çàäàííûå òàíãåíöèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ íà
òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè; γ − óãîë, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê
êîíòóðó ,uΓΓ=Γ σ U  êîòîðûé îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü Ω.

Ïðè t = t0 íóæíî èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (ñì. (2) è (5)) [8]:
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)( 3,1, 00 =jVU jj  − çàäàííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïåðåìåùåíèÿ è ñêî-
ðîñòè òî÷åê ÊÌ-ïëàñòèíû.

Ìåæäó êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè w, ui, )(
3
m

iε  (0 ≤ m ≤ M ), èñïîëüçîâàí-
íûìè â âûðàæåíèÿõ (1) è (2), è îáîáùåííûìè êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè )(l

iu
(i = 1, 2, 0 ≤ l ≤ M + 1), êîòîðûå ââåäåíû ñîîòíîøåíèÿìè (5), ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íàÿ
ñâÿçü (ñì. (14) â [8]), íå çàâèñÿùàÿ îò ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

2. Ìåòîä ðàñ÷åòà

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ïîøàãîâûé àë-
ãîðèòì [3, 7, 8, 11,  15], òî åñòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè áóäåì âû÷èñëÿòü â ìîìåíòû
âðåìåíè tn+1 = tn + τ (n = 0, 1, 2, …), ãäå τ = const > 0 − øàã ïî âðåìåíè. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè tm óæå îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé [8, 11]:
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,||,,0,10 3 hxKkMl ≤Ω∈≤≤+≤≤ x
ãäå 

)()( , k
ij

k
ij εσ  − êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â k-ì ìàòåðèàëå

êîìïîçèöèè (k = 0 − ñâÿçóþùàÿ ìàòðèöà, k ≥ 1 − âîëîêíà k-ãî ñåìåéñòâà); χ(k) −
ïàðàìåòð Îäêâèñòà òîãî æå êîìïîíåíòà. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (5) ïðè ó÷åòå (13), â
ìîìåíò âðåìåíè tn ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ñèëîâûå ôàêòîðû ,)(l

ijM  êîòîðûå âõîäÿò â
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4), è ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8).

Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, îãîâîðåííûõ ôîðìóëàìè (2.8) è (2.9) â [11], ïðîèçâîä-
íûå ïî âðåìåíè t àïïðîêñèìèðóåì öåíòðàëüíûìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè íà òðåõ-
òî÷å÷íîì øàáëîíå {tn−1, tn, tn+1} [7, 8, 11], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÿâíóþ ñõåìó
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è. Çàìåíÿÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå-
íèé (4) âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî t êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè, ñ ó÷åòîì îáî-
çíà÷åíèé, àíàëîãè÷íûõ (13), ïîëó÷èì
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Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè â óðàâíåíèÿõ (14) èçâåñòíû, äîáàâèâ ê íèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ñì. (8)−(10)), ïî ÿâíîé ñõåìå îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé 
1

)(
1
,

++ n
l

i

n
uw (0 ≤ l ≤ M + 1) â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè tn+1. Çàòåì ïî ôîðìóëàì

(14) èç [8] âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 
1

)(
3

1
,

++

ε
n

m
i

n

iu (i = 1, 2,  0 ≤ m ≤ M ), ïîñëå ÷åãî,
èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (1), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ îñðåäíåííûõ äåôîðìàöèé êîìïîçè-

öèè ïëàñòèíû .
1+

ε
n

ij  Äàëåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì (6)
è (7) ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â [8, 11].

Ñîãëàñíî ñòðóêòóðå ëåâûõ ÷àñòåé â ðàâåíñòâàõ (14), äëÿ íà÷àëà ðàñ÷åòà ïî èñ-

ïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé ñõåìå íóæíî çíàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 
0
w  è 

0
)( ,l

iu  êîòîðûå èç-

âåñòíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (11) ñ ó÷åòîì (12), à òàêæå ôóíêöèé 
1
w  è 

1
)(l

iu (ñì. (14)
ïðè n = 1), êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ τ3 ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (11) è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4) â ìîìåíò âðåìåíè
t = t0 [8].

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçðàáîòàííîé ñõåìû òèïà «êðåñò» ñëåäó-
þò èç êðèòåðèÿ Êóðàíòà − Ôðèäðèõñà − Ëåâè è äëÿ îäíîðîäíûõ òîíêîñòåííûõ êîí-
ñòðóêöèé ïðèâåäåíû â [7]. Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà
êîìïîçèöèè, òî îíè ñ çàïàñîì âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ÊÌ-ïëàñòèíû.

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

Èññëåäóåì, êàê è â [11], óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ
ÊÌ-ïëàñòèí (Ω: |x1| ≤ a, |x2| ≤ b; a = 3b, b = 10 ñì, 2h = 2 ñì), êîòîðûå æåñòêî
çàêðåïëåíû ïî âñåé êðîìêå Γ = Γu (ñì. (9), (10) ïðè U*i = 0) è â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = t0 = 0 ïîêîÿòñÿ â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè (ñì. (11), (12) ïðè U0i = 0, V0i =
= 0, .3,1 )=i  Êîíñòðóêöèè ñíèçó íàãðóæàþòñÿ äàâëåíèåì p(t), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
äåéñòâèþ âîçäóøíîé âçðûâíîé âîëíû [15]:
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Ñìûñë âåëè÷èí pmax, tmax è tmin â âûðàæåíèÿõ (15) î÷åâèäåí è ïîäðîáíî îïèñàí â [8]
(ñì. òàì ôîðìóëû (18) è (19)). Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [15], â ðàñ÷å-
òàõ ïðèìåì tmax = 0,1 ìñ, tmin = 2 ìñ.

Ïëàñòèíû èçãîòîâëåíû èç ýïîêñèñâÿçóþùåãî [20] è àðìèðîâàíû ñòåêëÿííûìè
âîëîêíàìè [16] (ñòåêëîïëàñòèê) èëè èç ìàãíèåâîãî ñïëàâà ÂÌ65 [9] è óñèëåíû ñòàëü-
íîé ïðîâîëîêîé Ó8À [16] (ìåòàëëîêîìïîçèò). Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâà-
íèå ìàòåðèàëîâ êîìïîçèöèé ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè è ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè äå-
ôîðìàöèè îïèñûâàåòñÿ áèëèíåéíîé äèàãðàììîé ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ:
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ãäå σ, ε − îñåâîå íàïðÿæåíèå è ëèíåéíàÿ äåôîðìàöèÿ; )(, )()()( ε= &k
s

k
s

k EEE  − ìîäóëè
Þíãà è ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ k-ãî êîìïîíåíòà êîìïîçèöèè; )()()( εσ=σ &k

s
k

s  − óñëîâ-
íûé ïðåäåë òåêó÷åñòè òîãî æå ìàòåðèàëà ïðè çíà÷åíèè ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ε. =
= const. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ êîìïîçèöèé ïðèâåäåíû
â òàáëèöå 1, ãäå ν − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòåé )()( εσ &k

s
è Es

(k)(ε.) ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáëèöå 1, ïîäðîáíî îïèñàíû â [11].
Òàáëèöà 1

Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ
êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè [9, 16, 20]

Ìàòåðèàë  ρ, êã/ì3 ν E, ÃÏà ε. , ñ−1 σs, ÌÏà Es, ÃÏà

Ýïîêñèäíàÿ ñìîëà 1210 0,33 2,8 5⋅10−4 20 1,114
104,0 22 1,238

Ñòåêëÿííûå âîëîêíà 2520 0,25 86,8 5⋅10−4 4500 6,230
104,0 4600 6,314

Ìàãíèåâûé ñïëàâ 5⋅10−4 267 0,379

ÂÌ65 (Mg) 1800 0,33 43,0 0,417 306 0,589
104,0 385 1,010

Ñòàëüíàÿ ïðîâîëîêà 7800 0,31 210,0 5⋅10−4 3968 6,973
Ó8À 104,0 4100 7,035

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà îäíîðîäíûõ (ωk = const, θk = const è ϕk = const) ñòðóê-
òóð àðìèðîâàíèÿ: 1) ïëîñêî-îðòîãîíàëüíîå 2D-àðìèðîâàíèå (ñì. ðèñ. 1à), êîãäà äâà
(K = 2) ñåìåéñòâà âîëîêîí óëîæåíû ïî íàïðàâëåíèÿì Ox1 è Ox2 ñ ïëîòíîñòÿìè àð-
ìèðîâàíèÿ ω1 = ω2 = 0,2;  2) ïðîñòðàíñòâåííîå 4D-àðìèðîâàíèå (ñì. ðèñ. 1á), êîãäà
ïåðâîå è âòîðîå ñåìåéñòâà óëîæåíû ïî òåì æå íàïðàâëåíèÿì Ox1 è Ox2, à òðåòüå è
÷åòâåðòîå − íàêëîííî ïî íàïðàâëåíèÿì, çàäàâàåìûì óãëàìè (ñì. ðèñ. 2):  θ3 = π/4,
θ4 = 3π/4, ϕ3 = ϕ4 = π/2 (íà ðèñ. 1á óãîë θ = π/4). Ïëîòíîñòè àðìèðîâàíèÿ âî âòîðîì
ñëó÷àå èìåþò çíà÷åíèÿ: ω1 = 0,1, ω2 = 0,2 è  ω3 = ω4 = 0,05. Â îáåèõ ñòðóêòóðàõ
àðìèðîâàíèÿ ðàñõîä âîëîêîí îäèíàêîâ.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé ñõåìû «êðåñò» äèñ-
êðåòèçàöèÿ çàäà÷è ïðîâîäèëàñü òàê æå, êàê è â [11]. Ñëåäóÿ [11], äëÿ ñòåêëîïëàñòè-
êîâûõ ïëàñòèí ïðèìåì pmax = 6 ÌÏà (ñì. (15)), à äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ êîíñò-
ðóêöèé pmax = 50 ÌÏà. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â [11] íà áàçå òåîðèè Ðåääè, ïîêàçàëè,
÷òî íåó÷åò ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîìïîíåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîçèöèé ê ñêîðîñ-
òè èõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê íåïðèåìëåìî áîëüøîìó çàâûøåíèþ èíòåíñèâ-
íîñòè äåôîðìàöèé ýòèõ ìàòåðèàëîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííûìè ñ
ó÷åòîì ýòîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Â ñëó÷àå ñòåêëîïëàñòèêîâûõ ïëàñòèí çàâûøåííûå
çíà÷åíèÿ èìåþò è ìàêñèìàëüíûå ïðîãèáû. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå îáñóæäàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå ñ ó÷åòîì óêàçàííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû îñöèëëÿöèè ïðîãèáîâ â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ (w0(t) =
= w(t, 0, 0)) ïëàñòèí èç ñòåêëîïëàñòèêîâ (ðèñ. 3à) è èç ìåòàëëîêîìïîçèöèé (ðèñ. 3á),
à íà ðèñ. 4 è 5 − îñöèëëÿöèè íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé êîì-
ïîíåíòîâ êîìïîçèöèé 

)(
*
kε ),,(max)( )(

*
)(( r

r
tt kk

m ε=ε  |x1| ≤ a, |x2| ≤ b, |x3| ≤ h) ñòåêëî-

ïëàñòèêîâûõ êîíñòðóêöèé (ðèñ. 4) è Mg-Ó8À-ïëàñòèí (ðèñ. 5).
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Ðèñ. 4. Îñöèëëÿöèè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé êîìïîíåíòîâ
êîìïîçèöèè ñòåêëîïëàñòèêîâûõ ïëàñòèí: à) ñâÿçóþùåå; á) àðìàòóðà âòîðîãî ñåìåéñòâà
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Ðèñ. 3. Îñöèëëÿöèè ïðîãèáà â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí:
à) èç ñòåêëîïëàñòèêîâîé êîìïîçèöèè; á) èç ìåòàëëîêîìïîçèöèè
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Íà ðèñ. 4à è 5à ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè )()0( tmε  äëÿ ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà (k = 0),
à íà ðèñ. 4á è 5á − çàâèñèìîñòè )()2( tmε  äëÿ àðìàòóðû âòîðîãî ñåìåéñòâà (k = 2), êî-
òîðîå èñïûòûâàåò íàèáîëåå èíòåíñèâíîå äåôîðìèðîâàíèå.

Íîìåðà êðèâûõ íà ðèñ. 3−5 ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ.
Êðèâûå, íîìåðà êîòîðûõ ïîìå÷åíû øòðèõîì, ðàññ÷èòàíû ïî òåîðèè Ðåääè (M = 0),
îñòàëüíûå êðèâûå − ïî óòî÷íåííîé òåîðèè èçãèáà ïðè M = 7 (ñì. (1) è (2)).

Ñðàâíåíèå êðèâûõ 2 è 2′ íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïî-
çèöèé ñ 4D-ñòðóêòóðàìè àðìèðîâàíèÿ ðàñ÷åòû ïðîãèáà ïî îáåèì îáñóæäàåìûì òåî-
ðèÿì ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ. Îäíàêî ñîïîñòàâëåíèå ýòèõ æå êðèâûõ íà ðèñ. 4 è
5 ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðàñ÷åò ïî òåîðèè Ðåääè (êðèâûå 2′) çàíèæàåò ìàêñè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ )(max )(

0

)(
max tk

mt

k ε=ε
≥

 (k = 0, 2) äëÿ ñòåêëîïëàñòèêîâûõ ïëàñòèí
ïðèìåðíî íà 14%, à äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé íà 12% ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííûìè ïî óòî÷íåííîé òåîðèè (êðèâûå 2).

Ïîâåäåíèå êðèâûõ 1 è 2 íà ðèñ. 3 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî çàìåíà òðàäèöèîííîé
2D-ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1à) íà ïðîñòðàíñòâåííóþ 4D-ñòðóêòóðó (ñì.
ðèñ. 1á) ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá ñòåêëîïëàñòèêîâîé ïëàñòèíû
íà 22,5% (ñì. ðèñ. 3à) è ïðàêòè÷åñêè íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýòîé âåëè÷èíû
äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíîé ïëàñòèíû (ñì. ðèñ. 3á). Ñðàâíåíèå ýòèõ æå êðèâûõ íà ðèñ. 4
è 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêàÿ çàìåíà ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âå-
ëè÷èíû )0(

maxε  è )2(
maxε  íà 22,5% è 10,5% äëÿ êîíñòðóêöèé èç ñòåêëîïëàñòèêîâ (ñì.

ðèñ. 4à è 4á ñîîòâåòñòâåííî) è ïðàêòè÷åñêè íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýòèõ æå
âåëè÷èí äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ïëàñòèí. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ
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Ðèñ. 5. Îñöèëëÿöèè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé êîìïîíåíòîâ
ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ïëàñòèí: à) ñâÿçóþùåå; á) àðìàòóðà âòîðîãî ñåìåéñòâà
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òåì, ÷òî Mg-Ó8À-êîìïîçèöèÿ îáëàäàåò ñëàáî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèåé (E (k)/E(0)≈
≈ 4,88), òî åñòü ñâÿçóþùåå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåñòêèì, è ïîýòîìó óäîâëåòâîðèòåëüíî
ñîïðîòèâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì äàæå â íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå ïëîñêî-ïåðå-
êðåñòíîãî àðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1 ). Ñòåêëîïëàñòèêîâûå êîìïîçèöèè îáëàäàþò ñèëü-
íî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèåé (E (k)/E(0) ≈ 31, 1 ≤ k ≤ K), ïîýòîìó ïðè 2D-ñòðóêòóðå
àðìèðîâàíèÿ èçãèáàåìàÿ ïëàñòèíà ïëîõî ñîïðîòèâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì. Íà-
ëè÷èå â 4D-ñòðóêòóðå àðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1á) íàêëîííûõ ñåìåéñòâ âîëîêîí ïî-
çâîëÿåò ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ñîïðîòèâëåíèå ñòåêëîïëàñòèêîâûõ êîíñòðóêöèé
ýòèì ñäâèãàì, ñëåäñòâèåì ÷åãî è ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïðîãèáà è âåëè÷èí 

)2(
max

)0(
max , εε  ïðè óêàçàííîé çàìåíå ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ.

Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü ïëàñòèíû ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé 1/10. Äîïîëíè-
òåëüíûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ ñòåêëîïëàñòèêîâûõ êîíñòðóêöèé ñ ðàçìåðàìè â
ïëàíå b = 3a, b = 50 ñì ïðè íàãðóçêå pmax = 3 ÌÏà, ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî
òîíêèõ ïëàñòèí (2h/2b = 1/50) ñ 4D-ñòðóêòóðîé àðìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèå òåî-
ðèè Ðåääè ïðèâîäèò ê çàíèæåíèþ âåëè÷èí )0(

maxε  è )2(
maxε  âñåãî íà 1,8% è 2,5% ñîîò-

âåòñòâåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ óòî÷íåííîé òåîðèåé (M = 7). Ìàêñèìàëüíûå ðàñ÷åòíûå
çíà÷åíèÿ ïðîãèáà, ïîëó÷åííûå ïî ýòèì òåîðèÿì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ñîãëàñíî
ðàñ÷åòàì ïî óòî÷íåííîé òåîðèè, çàìåíà 2D-ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ â òàêèõ êîíñò-
ðóêöèÿõ íà 4D-ñòðóêòóðó ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà
âñåãî íà 1,8%, à âåëè÷èíó )2(

maxε  − íà 5%. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè îòíîñèòåëü-
íîé òîëùèíû ïëàñòèí ðàçíîñòü ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè Ðåääè è óòî÷íåí-
íîé òåîðèè, ñòàíîâèòñÿ åùå ìåíüøå, à çàìåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àð-
ìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó − íåýôôåêòèâíîé.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííàÿ óòî÷íåííàÿ ìîäåëü óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî, ÷åì òðàäèöèîííàÿ íåêëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ Ðåääè, ðàññ÷èòûâàòü íåóïðóãîå ïîâåäåíèå òàêèõ êîíñòðóêöèé ïðè ó÷åòå ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè èõ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ê ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àÿõ
äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ.

Ïðîâåäåííûå äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ÊÌ-ïëàñòèí ñ îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/10 ðàñ÷åò ïî òåîðèè Ðåääè çàíèæàåò ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè íà 12−14% êàê äëÿ
ñòåêëîïëàñòèêîâûõ, òàê è äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ ïëàñòèí ñ
îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/50 ðàçëè÷èå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ýòèì òåî-
ðèÿì, ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì. Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ñâèäåòåëüñòâóþò
î òîì, ÷òî ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè (íàïðèìåð, ïðè çàäàíèè â (15) tmax =
= 150 ìñ è tmin = 300 ìñ) íåóïðóãî äåôîðìèðóåìûõ ÊÌ-ïëàñòèí òåîðèÿ Ðåääè âïîë-
íå ïðèåìëåìà êàê äëÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ, òàê è îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ êîíñòðóê-
öèé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ Ðåääè ìîæåò îáîñíîâàííî ïðèìåíÿòüñÿ â ñëó÷àÿõ ëè-
íåéíî-óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ÊÌ-ïëàñòèí ëþáîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû [13,
14], èõ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè, à
òàêæå è ïðè äèíàìè÷åñêîì óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè òîíêèõ àð-
ìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé (ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé 1/20 è ìåíåå).

Äëÿ îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ íåóïðóãî äåôîðìèðóåìûõ ñòåêëîïëàñòèêîâûõ êîí-
ñòðóêöèé (ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/10) çàìåíà òðàäèöèîííîé ïëîñêî-
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ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1à) íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòó-
ðó (ñì. ðèñ. 1á) ñ ñîõðàíåíèåì îáùåãî ðàñõîäà âîëîêîí ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ìàê-
ñèìàëüíûé ïðîãèá áîëåå ÷åì íà 20%, à ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé êîì-
ïîíåíòîâ êîìïîçèöèè − íà 11−23%. Â ñëó÷àÿõ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ñòåêëîïëàñòè-
êîâûõ ïëàñòèí (ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/50 è ìåíåå) òàêàÿ çàìåíà ñòðóê-
òóð àðìèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ìàëîýôôåêòèâíîé. Äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ êîíñò-
ðóêöèé ëþáîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû óêàçàííàÿ çàìåíà ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ
íåýôôåêòèâíà. Ñâÿçóþùåå â òàêèõ êîìïîçèöèÿõ ÿâëÿåòñÿ «æåñòêèì» è ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî õîðîøî ñîïðîòèâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì äàæå ïðè ïëîñêî-ïåðåêðåñò-
íîì àðìèðîâàíèè.
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MODELING OF THE ELASTIC-VISCOPLASTIC BEHAVIOR
OF REINFORCED PLATES WITHIN THE REFINED BENDING THEORY

Yankovskii A.P.

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics the SB RAS, Novosibirsk,
Russian Federation

The dynamic problem of elastic-viscoplastic deformation of flexible plates with spatial reinforcement
structures is formulated. The plastic behavior of the components of the composition is described
by equations of flow theory with isotropic hardening, taking into account the sensitivity of these
materials to the rate of their deformation. The geometric nonlinearity of the problem is taken into
account in the Karman approximation. The relations used, with varying degrees of accuracy, describe
the mechanical state of the bent plates and allow for the possible weakened resistance of the
reinforced constructions to transverse shears. In a first approximation, the equations used, the
boundary and initial conditions are reduced to the equalities of the widely used non-classical Reddy
theory. To solve the stated nonlinear initial-boundary-value problem, a step-by-step algorithm is
used, based on the use of an explicit numerical of the “cross” type scheme. The elastic-viscoplastic
dynamic behavior of rectangular composite plates of different relative thicknesses under the action
of a load corresponding to excess pressure in an air blast wave is investigated. Fiberglass-plastic
and metal composite structures are considered. It is shown that for composite plates with a relative
thickness of the order of 0.1, the calculation by the Reddy theory underestimates the maximum
values of the strain intensity of the components of the composition by more than 12% compared
with the calculation by the refined theory. A fairly simple Reddy theory is quite acceptable for
calculating relatively thin plates. It is shown that for fiberglass-plastic plates with a relative thickness
of the order of 0.1, replacing the traditional plane-cross reinforcement structure with the spatial
structure of the reinforcement reduces the maximum deflection by more than 20%, and the greatest
value of the strain intensity of the components of the composition is reduced by 10−20% or more.
For metal-composite plates of any thickness and for fiberglass-plastic plates having a small relative
thickness, the positive effect of from such a replacement of the reinforcement structures is practically
not observed.

Keywords: flexible plates, flat-cross reinforcement, spatial reinforcement, elastic-viscoplastic
deformation, sensitivity to strain rate, Reddy theory, refined bending theories, explosive loads,
numerical “cross” type scheme.


