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Ïîëó÷åíû êîíå÷íûå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè âíå-
äðåíèè æåñòêîãî óäàðíèêà â ãðóíò ïðè ó÷åòå òðåíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè ëîêàëü-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè äèíàìè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè ãðóíòà ó÷èòûâàåò-
ñÿ åãî îáúåìíàÿ ñæèìàåìîñòü, ñîïðîòèâëåíèå ñäâèãó è íà÷àëüíàÿ ïðî÷íîñòü.
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ óäàðíèêà â ãðóíò îñíîâàíû íà
êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè íîðìàëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè óäàðíèêà íàïðÿæåíèÿ
îò ñêîðîñòè óäàðà. Âïåðâûå ïîëó÷åíû êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ òðåõ÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäå-
ëÿåìûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãðóíòà − äèíàìè÷åñêîé äèàãðàììû
ñæèìàåìîñòè (óäàðíîé àäèàáàòû) è çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò äàâëå-
íèÿ. Óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü ñðåäû îïèñûâàåòñÿ íà îñíîâå àäèàáàòû Ãþãîíèî −
ëèíåéíîé ñâÿçè ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû è ìàññîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû çà
ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ïîä÷èíÿåòñÿ êðèòå-
ðèþ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïðåäåëüíóþ âåëè÷èíó ìàêñè-
ìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Òðåñêà − óñëî-
âèå ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà.

Èñïîëüçóåòñÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çà-
äà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç òî÷êè â
ïîëóïðîñòðàíñòâå, çàíèìàåìîì ïëàñòè÷åñêîé ãðóíòîâîé ñðåäîé. Òàêæå ïðè-
ìåíÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ − ìèíèìàëüíîãî
äàâëåíèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïîëîñòè ïðè ó÷åòå âíóòðåííåãî òðå-
íèÿ â ðàìêàõ êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà, − îáîáùàþùàÿ èçâåñòíîå
ðåøåíèå äëÿ óïðóãî-èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñ êðèòåðèåì Òðåñêà.

Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñò-
íûìè äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ ïî âíåäðåíèþ ñòàëüíîãî êîíè÷åñêîãî óäàðíè-
êà â ìåðçëûé ïåñ÷àíûé ãðóíò. Ïîêàçàíî, ÷òî îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è
ýêñïåðèìåíòîâ íå ïðåâûøàåò 10%.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóíò, ïðî÷íîñòü, âíóòðåííåå òðåíèå, ñæèìàåìîñòü, ðàñ-
øèðåíèå ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè, óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñ-
êà, âíåäðåíèå, êîíè÷åñêèé óäàðíèê.
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Ââåäåíèå

Â òåîðèè âûñîêîñêîðîñòíîãî óäàðà è ïðîíèêàíèÿ îñîáàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ îïðå-
äåëåíèþ ïàðàìåòðîâ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë. Â èññëåäîâàòåëüñêèõ è îá-
çîðíûõ ïóáëèêàöèÿõ [1−5] ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñ-
êîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñðåäå ìîæåò ñëóæèòü àïïðîêñèìàöèåé äàâëå-
íèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà æåñòêîãî óäàðíèêà è ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ, ïðèìûêàþùåé ê ïîëîñòè, ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ [6, 7], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðè íåëèíåé-
íîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Â ñòàòüÿõ [8−11] ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ àíàëèçà ïîãðåøíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîãî â
ïðåäïîëîæåíèè î íåñæèìàåìîñòè ãðóíòîâîé ñðåäû çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû; äè-
íàìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü ãðóíòà õàðàêòåðèçóåòñÿ óäàðíîé àäèàáàòîé, ñîïðîòèâëå-
íèå ñäâèãó îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà. Íà îñíîâå ïðåä-
ëîæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ñèë ñîïðî-
òèâëåíèÿ ïðîíèêàíèþ æåñòêîãî òåëà â ìÿãêèé ãðóíò, ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ æåñòêîé ñôåðû è óäàðíèêà ñ
êîíè÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ â ñóõîé è âîäîíàñûùåííûé ïåñîê [11−13].

Â ñòàòüå [14] íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ äåëàåòñÿ
âûâîä îá îãðàíè÷åííîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè ãðóíòà ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ. Íåëè-
íåéíàÿ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò äàâëåíèÿ, êàê ïîêàçàíî â
[15], ñ ó÷åòîì ðàçáðîñà äàííûõ è îøèáîê èçìåðåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äâóõ-
çâåííîé ëîìàíîé. Ïåðâîå çâåíî ëîìàíîé ðåàëèçóåòñÿ ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ è ñîîò-
âåòñòâóåò óñëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà, ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè îãðàíè÷åíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Òðåñ-
êà. Â [16] ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàïàçîíà ñêîðîñòåé ðàñøèðåíèÿ
ïîëîñòè, â êîòîðîì ïðèìåíèìî ïðîñòîå ðåøåíèå äëÿ ñðåäû ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñ-
òè Òðåñêà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñîêî-
ñêîðîñòíîãî ïðîíèêàíèÿ æåñòêèõ òåë â ìÿãêèå ãðóíòû íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íî-
ñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà.

1. Ìîäåëü ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè â ãðóíòîâîé ñðåäå
ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà −−−−− Êóëîíà −−−−− Òðåñêà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷èâøåé øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ìîäåëüþ ëîêàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ (ÌËÂ) â êà÷åñòâå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè óäàð-
íèêà ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé ïðèíèìàåòñÿ íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè,
ðàñøèðÿþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç òî÷êè â áåñêîíå÷íîé ñðåäå. Â êà÷åñòâå
ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè ïðèíèìàåòñÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
óäàðíèêà íà íîðìàëü ê ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè òåëà. Ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ
äëÿ îöåíêè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîíèêàíèþ ñôåðè÷åñêèõ è êîíè÷åñêèõ óäàðíèêîâ
â ñóõîé è âëàæíûé ïåñ÷àíûå ãðóíòû â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ïðîíèêàíèÿ 50−400 ì/ñ,
ïîëó÷åíû õîðîøèå ðåçóëüòàòû â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [13].

Äèíàìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü ãðóíòîâûõ ñðåä [17−19] õàðàêòåðèçóåòñÿ óäàðíîé
àäèàáàòîé Ãþãîíèî â âèäå ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

,0 ps suCU += (1)
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ñâÿçûâàþùåãî ñêîðîñòü ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû Us è ñêîðîñòü ÷àñòèö çà ôðîíòîì
âîëíû up. Çäåñü C0 ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå ïðè íóëåâîì äàâëåíèè, s −
êîíñòàíòà.

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (1) è óñëîâèÿ Ðåíêèíà − Ãþãîíèî, ïîëó÷èì ñâÿçü íà-
ïðÿæåíèÿ σr è îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ, êîòîðàÿ â óñëîâèÿõ îäíîîñíîãî äåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

,)1()( 22
00

−θ−θρ=θσ sCr

ãäå θ = 1 − ρ0/ρ − îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ, ρ0 è ρ − íà÷àëüíàÿ è òåêóùàÿ ïëîòíîñòè
ñðåäû. Â ýòîé ôîðìå çàïèñè êîíñòàíòà s õàðàêòåðèçóåò ïðåäåëüíóþ ñæèìàåìîñòü
ñðåäû.

Çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò äàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ïëàñ-
òè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ïðåäå-
ëà òåêó÷åñòè Òðåñêà èìååò âèä:
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ãäå τ è τM − íà÷àëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè, k − êîýôôèöè-
åíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ, pM = (τM − τ)/k.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â æåñòêî-
ïëàñòè÷åñêîé ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà â ïðåäïîëî-
æåíèè íåñæèìàåìîñòè çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïîëó÷åíî â [16]. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðåøåíèåì [16] íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè îïðåäåëèòñÿ âûðàæåíèåì:
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ãäå îáîçíà÷åíî: τ0 = 3τ/(3 + 2k), μ = 3k/(3 + 2k), σM = (τM − τ0)/μ; ε = V/c − áåçðàç-
ìåðíàÿ ñêîðîñòü ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, c − ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ïëàñ-
òè÷åñêîé âîëíû; ξ = ξM − çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû, ïðè êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî σr = σM; V0 è VM − ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, îãðàíè÷èâàþ-
ùèå äèàïàçîí ïðèìåíåíèÿ óñëîâèÿ Êóëîíà − Ìîðà è Òðåñêà ñâåðõó è ñíèçó ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ôðîíòà ïëàñòè÷åñêîé âîëíû ïðèíèìàåòñÿ ïðèáëè-
æåííàÿ ôîðìóëà:

.3/0
3 CVsc += (4)

Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè VM è V0 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èç ñîîòíîøåíèé íà óäàðíîé âîëíå (ÓÂ) ïðè ξ = 1 ñëåäóåò: σr = ρ0c2θ.
Îáîçíà÷èì âåëè÷èíû ñêîðîñòè ÓÂ, îáúåìíîé äåôîðìàöèè è ε, ñîîòâåòñòâóþùèå
V = VM, êàê cM, θM è εM. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ cM ôîðìóëó (4), òîãäà:
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è äëÿ îïðåäåëåíèÿ VM ïîëó÷àåòñÿ êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå:
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2. Àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò ñêîðîñòè

Àíàëèç âûðàæåíèÿ (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñêîðîñòè, ðàâíîé íóëþ, ïðèáëèæåí-
íîå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû ε òàêæå îáðàùàåòñÿ â íóëü:

.0
3/ 00
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V CVs
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Íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè (3) ïðè ýòîì áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ âûðàæåíèå (3) äëÿ îöåíêè íàïðÿæåíèÿ èñïîëü-
çîâàòüñÿ íå ìîæåò.

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ îöåíêè ìèíèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå
ïîëîñòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ åå ðàñøèðåíèÿ (êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ). Áûëà ïîëó-
÷åíà çàäà÷à Êîøè, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêîå íàïðÿæåíèå â ëèíåé-
íî ñæèìàåìîé óïðóãî-èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà
[20] è Ìîðà − Êóëîíà [10, 21]:
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Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè çíà÷åíèè μ = 0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì μ → 0 â (6à):
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Â ñòàòüå [10] ïîêàçàíî, ÷òî îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ôîðìóëû (6) íå ïðåâûøàåò
6% ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ âî âñåì äîïóñòèìîì äèàïà-
çîíå 0 < k < 1,5 è íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè íà òðè ïîðÿäêà âåëè÷èíû â
äèàïàçîíå 0,01 < τ < 10 ÌÏà. Â [21] ïðèâîäèòñÿ óòî÷íåíèå ôîðìóëû (6).

Ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè âåëè÷èíà ε < εs îñòàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé εs = s−1/3. Àíàëèç âûðàæåíèÿ (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñ-
òè ïðè ñêîðîñòÿõ ðàñøèðåíèÿ V > C0 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

2
0

2
0 1,1 VV ρ<σ<ρ (7)

ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ïðåäåëüíóþ ñæèìàåìîñòü ãðóíòà,
â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå 1 < s < 4. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè (7) ìîæåò
áûòü îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò ïðè êâàäðàòå ñêîðîñòè â òðåõ÷ëåííîé êâàäðàòè÷íîé
çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò ñêîðîñòè. Ïðè ó÷åòå (6) áóäåì èìåòü, íàïðèìåð,

.05,1)( 2
0VV C ρ+σ=σ (8à)

Êîíñòðóèðóåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ñêî-
ðîñòè âèäà (8à) õîðîøî ïðèáëèæàåò íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòè ïðè ìàëûõ è
âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ. Àïïðîêñèìàöèÿ (8à) äëÿ ëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ (3) â ñðåäíåì
äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ìîæåò áûòü äîïîëíåíà ëèíåéíûì ÷ëåíîì. Êîýôôèöèåíò ïðè
ëèíåéíîì ïî ñêîðîñòè ÷ëåíå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â
çàäàâàåìîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé. Ìîæíî òàêæå âûáðàòü êîýôôèöèåíò èñõîäÿ èç
óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé ïðè V = VM. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè V > VM íà-
ïðÿæåíèÿ âî âñåé îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ Òðåñêà.

Â èòîãå áóäåì èìåòü èñêîìóþ òðåõ÷ëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ çà-
âèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò ñêîðîñòè:
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îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5à) ïî ôîðìóëàì Êàð-
äàíî, ïàðàìåòð β ïîëàãàåòñÿ áîëüøèì ëèáî ðàâíûì íóëþ.

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé âåðèôèêàöèè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñîîòíîøåíèé (8) èñïîëüçóåòñÿ ãðóí-
òîâàÿ ñðåäà ñ ïàðàìåòðàìè óäàðíîé àäèàáàòû C0 = 1700 ì/ñ, s = 3,4. Ïàðàìåòðû
óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà áóäåì âàðüèðîâàòü.

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà çàäàíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè (2). Â ïåðâîì âàðèàíòå
âàðüèðóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè τM = 20, 35 è 50 ÌÏà ïðè
íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ τ = 5 ÌÏà è k = 0,3. Âî âòîðîì âàðèàíòå ôèêñèðîâàíû τ =
= 5 ÌÏà è τM = 50 ÌÏà, êîýôôèöèåíò k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,3, 0,45 è 0,6. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1à è á.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ (íàïðÿæåíèÿ, íå-
îáõîäèìîãî äëÿ ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê íóëþ) â çàâèñèìîñòè
îò èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè (à) è èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåí-
òà âíóòðåííåãî òðåíèÿ (á). Òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî íà îñíîâå àëãîðèòìà [6] â ðå-



57

çóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [10] êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðóíãå − Êóòòû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëàì (6),
îòëè÷èå îò òî÷íîãî íå ïðåâûøàåò 2−3%.

Â ïåðâîì âàðèàíòå çàäàíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè (ñì. ðèñ. 1à) ïîëó÷åíî çíà÷åíèå
êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ σC = 63,5 ÌÏà. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ σM = 80, 120 è 180 ÌÏà,
ãðàíèöû äèàïàçîíà ñêîðîñòåé V0 = 97,4, 144 è 194 ì/ñ, VM = 310, 408 è 481 ì/ñ.

Âî âòîðîì âàðèàíòå çàäàíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè (ñì. ðèñ. 1á) ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ
êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ σC = 63,5, 89,4 è 122 ÌÏà ñîîòâåòñòâåííî, ïðè k = 0,3, 0,45
è 0,6. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ σM = 180, 130 è 117 ÌÏà, ãðàíèöû äèàïàçîíà ñêîðîñ-
òåé V0 = 194, 130 è 87,5 ì/ñ, VM = 481, 422 è 387 ì/ñ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè τ = 5 ÌÏà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.
Òàáëèöà 1

k τM, ÌÏà σM, ÌÏà σC, ÌÏà V0, ì/ñ VM, ì/ñ α, êã/ì3 β⋅10−3, êã/(ì2⋅ñ) γ,ÌÏà
0,30 20 80 63,5 97,4 310 2250 46,6 63,5
0,30 35 120 63,5 144,0 408 2120 176,0 63,5
0,30 50 180 63,5 194,0 481 2080 252,0 63,5
0,45 50 130 89,4 130,0 422 2120 188,0 89,4
0,60 50 117 122,0 87,5 387 2160 97,6 122,0
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ íà ñòåíêå ïîëîñòè îò ñêîðîñòè åå
ðàñøèðåíèÿ ïðè k = 0,3, τM = 20 ÌÏà (à) è k = 0,6, τM = 50  ÌÏà (á), ïîëó÷åííûå â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñðå-
äå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè: Ìîðà − Êóëîíà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òðåóãîëüíèêàìè),
Òðåñêà ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè ïðåäåëà òåêó÷åñòè, ðàâíîì τM (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ
êâàäðàòàìè); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ïî ôîð-
ìóëå (8á).

Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ àïïðîêñèìàöèè ïðè çíà÷åíèè
ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè V > VM. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (8) â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé
VM < V < 10VM íå ïðåâûøàåò 2-3%.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî [13], ÷òî ÌËÂ íà áàçå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòè ãðóíòà çà ôðîí-
òîì óäàðíîé âîëíû óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ
öèëèíäðè÷åñêèõ óäàðíèêîâ â óïëîòíåííûé ñóõîé è âîäîíàñûùåííûé ïåñ÷àíûå ãðóí-
òû â îáùåì ñëó÷àå ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åííîñòè çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò
äàâëåíèÿ. Îäíàêî â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé óäàðà óäîâëåòâîðèòåëüíûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ñóõîãî ïåñêà â [13] ïðîäåìîíñòðèðîâàíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì êðèòåðèÿ òåêó÷å-
ñòè Ìîðà − Êóëîíà ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà îò 100 äî 400 ì/ñ.

Â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ âîäîíàñûùåííîãî ãðóíòà ïðîíèêàíèþ
ìîäåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà óäîâëåòâîðèòåëüíî
îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ñèëû îò ñêîðîñòè ëèøü ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà íå áîëåå 120 ì/ñ.
Ïðè áîëåå âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ óäàðà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáùóþ ìîäåëü, êîòî-
ðàÿ ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åííîñòü çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò äàâëåíèÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êðèòåðèåì òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà. Ïðè ýòîì ïîëíîå ïðåíå-
áðåæåíèå ñäâèãîâûìè ñâîéñòâàìè âîäîíàñûùåííîãî ãðóíòà ïðèâîäèò ê îøèáêàì â
îïðåäåëåíèè ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ, êðàòíî ïðåâîñõîäÿùèì îøèáêó ýêñ-
ïåðèìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîå ñîïðîòèâëåíèå ñóõîãî è âîäîíàñûùåííîãî
ãðóíòà ñäâèãó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óäàðà è ïðîíèêàíèÿ.

Îäíàêî ñöåïëåíèå èëè íà÷àëüíàÿ ïðî÷íîñòü êàê ñóõîãî, òàê è âëàæíîãî ãðóíòà
ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåëè÷èíîé. Îöåíèì ïðèìåíèìîñòü ÌËÂ íà îñíîâå

σC, ÌÏà

0                150           300         V, ì/ñ

200

à)
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Ðèñ. 3
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ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè ê îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà ïðè ïðîíèêà-
íèè â ãðóíòîâóþ ñðåäó ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîé ïðî÷íîñòè.

Ñîãëàñíî ÌËÂ, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ êîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà 2η ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

,)ctg( SF n ησ+σ= τ

ãäå σn , στ − íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà áîêîâóþ ïî-
âåðõíîñòü êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà, S − ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ôîðìóëû (8á), ãäå V = V0sin η −
ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Êàñàòåëüíûå íàïðÿ-
æåíèÿ ïðè V < VM îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå çàêîíà ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà τ = k f σ.
Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ óäàðà V ≥ VM êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ïîëàãàåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì ñâåðõó âåëè÷èíîé

.)( 2
MMf VVk α+β+γ=τ

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü çàâèñèìîñòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ êîíóñà
îò ñêîðîñòè:
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Â ñòàòüå [22] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ óäàðà è ïðîíèêà-
íèÿ ñòàëüíîãî êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà â ìåðçëûé ïåñ÷àíûé ãðóíò íà áàçå ìåòîäèêè
îáðàùåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ìåðíûõ ñòåðæíåé. Ïðåäñòàâ-
ëåíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ â ãðóíò
êîíóñîâ ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 10, 12 è 19,8 ìì â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé
óäàðà îò 100 äî 400 ì/ñ. Ñîñòîÿíèå îáðàçöîâ ïåñ÷àíîãî ãðóíòà äî çàìîðàæèâàíèÿ
ïðè òåìïåðàòóðå −18 °Ñ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíûì âîäîíàñûùåíèåì. Â
ðåçóëüòàòå ñåðèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ìîäåëè ãðóíòîâîé
ñðåäû Ãðèãîðÿíà, îáåñïå÷èâàþùèå õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ îñåñèììåò-
ðè÷íûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû íà÷àëüíîãî óïðóãîãî
ó÷àñòêà äëÿ ìåðçëîãî ïåñêà: íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ0 = 2065 êã/ì3, ìîäóëü Þíãà
E = 21 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 1/3 è ïàðàìåòðû óäàðíîé àäèàáàòû: C0 =
= 1700 ì/ñ, s = 3,4. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè
îò äàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîé â [22] â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êðèòå-
ðèÿ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà (ñöåïëåíèÿ, âíóòðåííåãî òðåíèÿ è ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè) ïðèíèìàþòñÿ: τ = 16 ÌÏà, k = 0,15, τM = 32,5,
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ − k f  = 0,1.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé ñèëû ñîïðîòèâëå-
íèÿ âíåäðåíèþ â ìåðçëûé ãðóíò ñòàëüíîãî êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà ñ äèàìåòðîì îñ-
íîâàíèÿ 10 ìì è óãëîì ðàñòâîðà η = 30°. Ñïëîøíîé ëèíèåé îòìå÷åíû àïïðîêñèìà-
öèè (8), (9), ìàðêåðàì ñîîòâåòñòâóþò ðàñ÷åòû, ïîëó÷åííûå â îáðàùåííîì ýêñïåðè-
ìåíòå [21]; âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà 10%; F * =
= ρ0V0

2s/2. Îòìå÷àåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ è ìîäåëè-
ðîâàíèÿ â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé óäàðà îò 150 äî 400 ì/ñ.
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðàñøèðåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ñôåðè÷åñêîé ïîëî-
ñòè èç òî÷êè â áåçãðàíè÷íîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè
Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòè îò
ñêîðîñòè åå ðàñøèðåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòè ñðåäû çà ôðîíòîì óäàð-
íîé âîëíû.

Âïåðâûå ïîëó÷åíû êîíå÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ òðåõ÷ëåííîé àï-
ïðîêñèìàöèè «íàïðÿæåíèå−ñêîðîñòü» â çàâèñèìîñòè îò ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäå-
ëÿåìûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãðóíòà − êîýôôèöèåíòîâ óäàðíîé àäèà-
áàòû è çàâèñèìîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò äàâëåíèÿ.

Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíû-
ìè äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ ïî âíåäðåíèþ ñòàëüíîãî êîíè÷åñêîãî óäàðíèêà â ìåðç-
ëûé ïåñ÷àíûé ãðóíò. Ïîêàçàíî, ÷òî îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ýêñïåðèìåíòîâ
íå ïðåâûøàåò 10%.
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EVALUATING CONTACT STRESSES
IN AN IMPACTOR PENETRATING A HARD SOIL

Linnik E.Yu.

Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

Finite formulas have been derived for evaluating contact stresses in a rigid impactor penetrating a
soil, taking into account the friction in the framework of the local interaction model. In analyzing
dynamic deformation of the soil, its volumetric compressibility, shear resistance and initial strength
are accounted for. The obtained evaluations of resistance to penetration of an impactor into the soil
are based on a quadratic relation between the stress normal to the impactor surface and impact
velocity. The authors have pioneered in deriving finite expressions for coefficients of a trinomial
approximation as a function of experimentally determined physical-mechanical parameters of the
soil − a dynamic compressibility diagram (a shock adiabat) and a yield strength − pressure diagram.
Impact compressibility of soils is described based on Hugoniot's adiabat − a linear relation between
shock wave velocity and mass velocity of the medium particles behind the shockwave front. Plastic
deformation obeys the Mohr − Coulomb yield criterion with a constraint on the limiting value of
maximal tangential stresses according to Tresca's criterion − the Mohr − Coulomb − Tresca plasticity
condition.
An earlier obtained analytical solution of a one-dimensional problem of a spherical cavity expanding
at a constant velocity from a point in a half-space occupied by a plastic soil medium is used. A
formula for determining critical pressure (a minimal pressure required for the formation of a cavity,
accounting for internal pressure in the framework of Mohr − Coulomb's yield criterion) is also
used, which generalizes a known solution for an elastic ideally plastic medium with Tresca's criterion.
The derived formulas have been verified by comparing their results with the available data from
experiments on the penetration of a steel conical impactor into a frozen sandy soil. It is shown that
the disagreement between the numerical and experimental results is within 10%.

Keywords: soil, strength, internal friction, compressibility, expansion of a spherical cavity, Mohr −
Coulomb − Tresca plasticity condition, penetration, conical impactor.


