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Èññëåäóþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïî-
ñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøå-
íèåì âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè (â îäíîîñíîì ñëó-
÷àå). Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äèàã-
ðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíà åãî çàâèñèìîñòü îò äåôîð-
ìàöèè, ñêîðîñòè äåôîðìàöèè è ôóíêöèè ðåëàêñàöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ïîêàçà-
òåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàâèñèò íå îò äâóõ, à îò îäíîãî àðãóìåíòà
(îòíîøåíèÿ òåêóùåé äåôîðìàöèè ê ñêîðîñòè), à âåëè÷èíà ïîêàçàòåëÿ âñåãäà
ëåæèò â èíòåðâàëå îò íóëÿ äî åäèíèöû (òî åñòü ëèíåéíàÿ òåîðèÿ âÿçêîóïðóãî-
ñòè îïèñûâàåò òîëüêî ïñåâäîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû è íå ñïîñîáíà îïèñûâàòü
äèëàòàíòíûå ñðåäû). Ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèè ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñ-
òè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ. Óñòàíîâëåíî,
÷òî îíà ìîæåò áûòü íå òîëüêî âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþùåé, íî è ìîæåò èìåòü
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî âåñüìà âàæíî, íàïðèìåð, ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ñâåðõïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëîâ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïî íåé ìîæíî
âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ïîñòîÿí-
íîãî ìíîæèòåëÿ, íàéäåíû êðèòåðèè óáûâàíèÿ è âûïóêëîñòè âíèç ïîëó÷àþ-
ùåéñÿ ôóíêöèè ðåëàêñàöèè, òî åñòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåííàÿ ôóíê-
öèÿ ðåëàêñàöèè óäîâëåòâîðÿåò ìèíèìàëüíûì íåîáõîäèìûì îãðàíè÷åíèÿì,
íàëàãàåìûì íà íåå â ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà,
ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ìîäåëè ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ïî çàäàííûì êðèâûì
ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùèì çàðåãèñòðèðîâàííóþ â
èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëà â îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóðíî-òåìïåðàòóðíî-ñêîðîñòíûõ
ðåæèìàõ, â ÷àñòíîñòè, ïî êðèâûì, ñêëååííûì èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ (íàïðè-
ìåð, àïïðîêñèìèðîâàííûõ ñïëàéíàìè).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîñòü, äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, ñêîðîñò-
íîå óïðî÷íåíèå, ïîêàçàòåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ôóíêöèÿ ñêîðîñò-
íîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè, èäåíòèôèêàöèÿ, ôðàêòàëüíûå
ìîäåëè Ôîéãòà, ôðàêòàëüíûé ýëåìåíò, óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé,
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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [1−5] ïî àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâà-
íèþ ôèçè÷åñêè ëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè
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ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè (ÔÐ) R(t) è ïîëçó÷åñòè Π(t), t > 0, ñ öåëüþ
îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ èì ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ãðàíèö è èí-
äèêàòîðîâ åãî îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè, ñôåð âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ðàç-
ðàáîòêè ìåòîäèê èäåíòèôèêàöèè. ÎÑ (1) ñâÿçûâàåò èñòîðèè íàïðÿæåíèÿ è äåôîð-
ìàöèè â îäíîîñíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëüíûõ ìàòåðèà-
ëàõ. Ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè â (1) ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè íà (0, ∞), ôóíêöèÿ Π(t) − âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé ââåðõ íà (0, ∞)
[1−4], à R(t) − óáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç; R(t) ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîé íà ëó÷å
[0, ∞) (òîãäà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé), à ìîæåò èìåòü â òî÷êå t = 0 èíòåãðèðó-
åìóþ îñîáåííîñòü (íàïðèìåð, ñòåïåííóþ) èëè ñîäåðæàòü ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå ηδ(t)
(δ − äåëüòà-ôóíêöèÿ), η > 0. Â ñòàòüÿõ [1, 5] àíàëèçèðîâàëèñü îáùèå ñâîéñòâà ñå-
ìåéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ (ÄÄ) σ = σ(ε, a) ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äå-
ôîðìàöèè ,a=ε&  ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1), â ÷àñòíîñòè, íà÷àòî èçó÷åíèå åãî çàâèñèìî-
ñòè îò ñêîðîñòè è âîçìîæíîñòåé ÎÑ (1) ïî îïèñàíèþ ðàçíîîáðàçíûõ ýôôåêòîâ, íà-
áëþäàåìûõ â èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëîâ ñ âûñîêîé ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ.

Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ (â ÷àñòíîñòè, íàñëåäñòâåííûõ)
â îäíîîñíûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè äåôîðìà-
öèè a=ε&  çàâèñÿò îò ñêîðîñòè a: σ = σ(ε, a). Îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
ìåð ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëà (âûðàæåííîñòè çàâèñèìîñòè ÄÄ îò a
è ñêîðîñòíîãî óïðî÷íåíèÿ) − ïîêàçàòåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÏÑ×)
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(M ∈ (0, 1) äëÿ ïñåâäîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä, M > 1 äëÿ äèëàòàíòíûõ ñðåä) ñåìåéñòâî
ÄÄ èìååò âèä σ(ε, a) = KεnaM, à ÏÑ× ðàâåí M (íå çàâèñèò îò a è ε).

Îñîáåííî âàæíà âåëè÷èíà âûñîêîé ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëà è
õàðàêòåð åå èçìåíåíèÿ ïðè ñâåðõïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè [6−22], êîòîðîå ëå-
æèò â îñíîâå âàæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ øòàìïîâêè èçäåëèé ñëîæíîé
ôîðìû, ïîëó÷åíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ íóæíîé ñòðóêòóðîé è ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
ïîñðåäñòâîì îáðàáîòêè äàâëåíèåì è áîëüøèìè ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè [7−
20]. Ñâåðõïëàñòè÷íîñòü − ýòî ñïîñîáíîñòü ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëîâ è ñïëà-
âîâ, èíòåðìåòàëëèäîâ, êåðàìèê è ò.ä.) â îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóðíî-òåðìîìåõàíè-
÷åñêèõ óñëîâèÿõ (â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð, ñêîðîñòåé è ïðè äîñòà-
òî÷íîé ñòåïåíè èçìåëü÷åíèÿ çåðåí) ê î÷åíü áîëüøîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (100−
200% è áîëåå) ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêîì íàïðÿæåíèè òå÷åíèÿ (â íåñêîëüêî ðàç ìåíü-
øå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà â îáû÷íîì ñîñòîÿíèè ïðè òîé æå òåìïåðàòóðå) è
åãî ñèëüíîé çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè. Ðåæèì ñâåðõïëàñòè÷íîñòè õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé m ∈ [0,3; 1), òîãäà êàê äëÿ ìàòåðèàëîâ â îáû÷íîì ñîñòîÿ-
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íèè m ≤ 0,1. Ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ïîêàçûâàþò [7−21], ÷òî äëÿ
ðåæèìà ñâåðõïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà õàðàêòåðíà ñèãìîèäàëüíàÿ
ôîðìà ãðàôèêà çàâèñèìîñòè lg σ îò lg a, òî åñòü íàëè÷èå òî÷êè ïåðåãèáà ñî ñìåíîé
âûïóêëîñòè âíèç íà âûïóêëîñòü ââåðõ è, ñîîòâåòñòâåííî, íàëè÷èå òî÷êè ìàêñèìó-
ìà íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè ÏÑ× (2) îò lg a ïðè ôèêñèðîâàííîé äåôîðìàöèè.

Â ñòàòüå [5] íà÷àòî èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ ÏÑ× (2) ÄÄ σ = σ(ε, a), ïîðîæ-
äàåìûõ ëèíåéíûì ÎÑ (1), è îáíàðóæåíî, ÷òî îíî íå òîëüêî ïîðîæäàåò (ïðè îïðåäå-
ëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÔÐ) ÄÄ ñ âûðàæåííûìè ó÷àñòêàìè òå÷åíèÿ ïðè ïîñòîÿí-
íîì íàïðÿæåíèè, íî è, êàê íè ñòðàííî, ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü ìàêñèìóì ÏÑ× äè-
àãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, òî åñòü ñèãìîèäàëüíóþ ôîðìó çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ
îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè â îñÿõ lg σ− lg a, è î÷åíü âûñîêóþ ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ñ ïîêàçàòåëåì m ∈ (0,5; 1), õàðàêòåðíûå äëÿ ðåæèìà ñâåðõïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ, ïðè÷åì áåç êàêèõ-ëèáî ýêçîòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà
ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè (ñì. äàëåå). Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äàæå äëÿ êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè Êåëüâèíà èç äâóõ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ è îäíîãî âÿçêîãî ýëåìåíòà. Ýòîé ñïî-
ñîáíîñòüþ ÎÑ (1) âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè (3) (òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîé â
òå÷åíèå ïîëóâåêà äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõïëàñòè÷íîñòè) è âñåõ ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíå-
íèé ìîäåëåé âèäà (3), êîòîðûå íå ìîãóò îïèñûâàòü íè íàëè÷èå ìàêñèìóìà ÏÑ×
[22], íè ðåëàêñàöèþ íàïðÿæåíèé. Îáíàðóæåííûé ôàêò âûÿâëÿåò âàæíîñòü ó÷åòà
óïðóãèõ äåôîðìàöèé, êîòîðûìè çà÷àñòóþ ïðåíåáðåãàþò â ìîäåëèðîâàíèè ñâåðõ-
ïëàñòè÷íîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ ìàêñèìóìà ÏÑ×. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò ïðèíöè-
ïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà (1),
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, êàê ïîëåçíîãî èíñòðóìåíòà (ýëå-
ìåíòà) ïðè ïîñòðîåíèè ÎÑ ñâåðõïëàñòè÷íîñòè, ñâÿçûâàþùèõ èñòîðèè òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (êîíå÷íûõ, áîëüøèõ), òåìïåðàòóðû è ýâîëþöèè ïàðà-
ìåòðîâ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà [5], è íåîáõîäèìîñòü áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
âîçìîæíîñòåé ëèíåéíîãî ÎÑ (1) ïî îïèñàíèþ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñêîðîñòíîé
÷óâñòâèòåëüíîñòüþ íàñëåäñòâåííûõ ìàòåðèàëîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − äîêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñ-
òè (2) â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íå äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ àðãóìåíòîâ ε è a (ïðè ôèêñèðîâàííîé ÔÐ), à îäíîãî, äîêàçàòü, ÷òî ïî ýòîé
ôóíêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè è ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêó ïîñò-
ðîåíèÿ ìîäåëåé ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè âèäà (1) ñ çàäàííîé ôîðìîé êðèâîé ñêî-
ðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (çàðåãèñòðèðîâàííîé â èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëà).

1. Ñåìåéñòâî äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ
ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè

Âðåìÿ è íàïðÿæåíèå â ÎÑ (1) ïðåäïîëàãàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Â ñèëó ëèíåé-
íîñòè îïåðàòîðîâ (1) èçó÷àåìûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ÄÄ è ÏÑ× íå çàâèñÿò îò
ñïîñîáà ìàñøòàáèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé è âðåìåíè. Èç ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíî-
òîííîñòè ôóíêöèé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè íà (0, ∞) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå t = 0
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ñïðàâà Π(0+) = inf Π(t) ≥ 0 è R(0+) = sup R(t) > 0 (R(0) = +∞,
åñëè R íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó) è ïðåäåë R(+∞) = inf R(t) ≥ 0. Åñëè Π(0+) ≠ 0, òî ìî-
äåëü ðåãóëÿðíà è R(0+) = 1/Π(0+).

Ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ε = at ÎÑ (1) ïåðåâîäèò â íà-
ïðÿæåíèå
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.0,)()(),()(
0

1 >ττ==σ ∫− tdRttPtatPt
t

(4)

Â [1] äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îñðåäíåíèÿ ÔÐ P(t), ïîëåçíûå ïðè àíàëèçå ÄÄ
è ÏÑ×.

Ëåììà. Ïóñòü R(t) − ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
P(t), t > 0, − ãëàäêàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè: 1) P(t) > 1/Π(t) >
> R(t) ïðè t > 0; 2) ;)()()( )(1 tPtRttP −= −&  3) P(+∞) = R(+∞); 4) äëÿ ðåãóëÿðíîé ÔÐ
P(0+) = R(0+); 5) åñëè R(t) äèôôåðåíöèðóåìà, òî )( 1)( −= totP&  ïðè t → ∞, à ôóíê-
öèÿ tP(t) âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ; 6) åñëè ,)0( ∞<+R&  òî .2/)0()0( +=+ RP &&

Èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð t = ε/a, ïîëó÷èì èç (4) ÄÄ â ÿâíîé ôîðìå:

.)/(),( εε=εσ aPa (5)

Ñåêóùèé è êàñàòåëüíûé ìîäóëè âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè σ(ε, a)/ε = P(ε/a), σ′ε(ε, a) =
= R(ε/a). Ïðè ε → 0+ îíè ñòðåìÿòñÿ ê ïðåäåëó E = σ′(0) = R(0+) = P(0+) (åñëè
ìîäåëü ðåãóëÿðíà, òî åñòü R ∈ C[0; ∞)), à ïðè ε → ∞ − ê ïðåäåëó r = R(∞) = P(∞) ≥
≥ 0; E è r − ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè (ìîäóëè ñäâèãà, îáúåìíûå ìîäóëè
èëè ìîäóëè Þíãà − â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà σ è ε).

Â ñòàòüå [1] äîêàçàíû ñëåäóþùèå îáùèå ñâîéñòâà ÄÄ (5) (äëÿ ëþáîé äîïóñòè-
ìîé ÔÐ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R(t) − ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ óáûâàþùàÿ è âûïóêëàÿ
âíèç ôóíêöèÿ ïðè t > 0. Òîãäà:

1) ïðè ëþáîì a > 0 ÄÄ σ(ε) ìîíîòîííà è âûïóêëà ââåðõ íà ëó÷å ε > 0;
2) ñåìåéñòâî ÄÄ (5) âîçðàñòàåò ïî a (ïîñêîëüêó );0)( <tP&
3) ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè E è r íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè a;
4) ïðè ëþáîì a > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà rε < σ(ε, a) < Eε (ïðàâîå íåðàâåíñòâî

ñîäåðæàòåëüíî ïðè E < ∞, òî åñòü â ñëó÷àå R ∈ C[0; ∞));
5) ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ (5) âñåãäà ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε  (ðàâíî-

âåñíîé ÄÄ) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå ïîëóîñè ε > 0;
6) ïðè a → +∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (5) ëþáîé ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ñõîäèòñÿ (ñíèçó) ê

ïðÿìîé σ = Eε (ìãíîâåííîé ÄÄ) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå îñè ε;
7) åñëè ìîäåëü íå ðåãóëÿðíà (òî åñòü R ∉ C[0, ∞)), òî E = ∞, êàñàòåëüíàÿ ê ëþáîé

ÄÄ â íóëå âåðòèêàëüíà, à ñåìåéñòâî ÄÄ ε(σ, a) ñõîäèòñÿ ïðè a → ∞ ê ïðÿìîé ε = 0;
8) ïðè ε → ∞  σ/ε → r, è ÄÄ (5) îáëàäàåò àñèìïòîòîé ëèøü òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ

èíòåãðàë ;))((
0∫
∞

τ−τ= drRI  òîãäà êàæäàÿ ÄÄ (5) èìååò àñèìïòîòó σ = rε + Ia, I > 0,
è σ < rε + Ia.

Îòñóòñòâèå ëþáîãî èç îáíàðóæåííûõ ñâîéñòâ ó ÄÄ ìàòåðèàëà − äîñòàòî÷íûé
ïðèçíàê íåïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1) ê åãî ìîäåëèðîâàíèþ.

2. Ôóíêöèÿ ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ
è åå îáùèå ñâîéñòâà

Âû÷èñëèì ÏÑ× (2) ïî ÄÄ (5), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ï. 2 ëåììû èç ðàçäåëà 1 −
P′(x) = x−1(R(x) − P(x)):

,),( 1
2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε−⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ εεσ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ εσ−=ε −−

a
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P

a
P

a
aam

òàê êàê
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.0,
)(
)(1)( >

ε
=−=

a
x

xP
xRxm (6)

Èòàê, ÏÑ× − ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà x = ε/a; áóäåì íàçû-
âàòü m(x) ôóíêöèåé ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÔÑ×). Êàæäîé êîíêðåòíîé ìîäå-
ëè (1) (êàæäîé ÔÐ) ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ÔÑ×, õàðàêòåðèçóþùàÿ âñå ñâîéñòâà ìîäåëè,
ïîñêîëüêó ïî íåé ìîæíî âîññòàíîâèòü ÔÐ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòå-
ëÿ (âñåì ÔÐ λR(t), λ > 0, ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâàÿ ÔÑ×, èáî R/P íå çàâèñèò îò λ).

Òàê êàê ïî ëåììå P(x) > R(x) > 0 ïðè x > 0, òî èç (6) ñëåäóåò îáùàÿ îöåíêà 0 <
< m(x) < 1, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáîé ÔÐ. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ÎÑ (1) îïèñûâàåò
ëèøü ïñåâäîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû è íå ìîæåò ìîäåëèðîâàòü äèëàòàíòíûå ñðåäû (ó êî-
òîðûõ êàæóùàÿñÿ âÿçêîñòü εσ=η &/  − âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè äåôîðìàöèè).
Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ðåàëèçóþòñÿ äëÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà ñ R(t) = E = const, P(t) = E è
m(x) = 0 è äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè: R = ηδ(t), P(t) = ηt−1 è m(x) = 1 ïðè x > 0.

Ïðåäåë ÔÑ× ïðè x → 0 çàâèñèò îò êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ìîäåëü (ÔÐ).
Åñëè ÔÐ íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå t = 0 (ìîäåëü ðåãóëÿðíà), òî ïðè x → 0 (òî åñòü
ïðè ε → 0 èëè a → ∞) èìååì m → 0, ïîñêîëüêó P(0+) = R(0+) ïî ëåììå. Äëÿ ñèí-
ãóëÿðíûõ ìîäåëåé R(0+) < ∞ è P(t) = ηt−1 è ïîòîìó m(0+) = 1. Åñëè R(t) ~ t−α ïðè
t → 0, α ∈ (0, 1), òî P(t) ~ (1 − α)−1t−α è ïî (6) m(0+) = α.

Ïðåäåë ÔÑ× (6) ïðè x → ∞ òàêæå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç [0, 1].
Åñëè r = R(∞) > 0, òî m → 0 ïðè x → ∞ (òî åñòü ïðè ε → ∞ èëè a → 0), ïîñêîëüêó ïî
ëåììå P(∞) = R(∞) = r è R(x)/P(x) → 1. Â ñëó÷àå r = 0 çà íåîïðåäåëåííîñòüþ 0/0
ìîæåò ñêðûâàòüñÿ ëþáîé ïðåäåë (èç îòðåçêà [0, 1]). Åñëè R(t) ~ t−α ïðè t → ∞, òî ïî
(6) m(∞) = α. À äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ R = Eexp (−μt) èìååì P(t) = Eμ−1t−1(1 −
− exp (− μt)), R(x)/P(x) → 0 ïðè x → ∞, è ïîòîìó m → 1.

Â ñòàòüå [5] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ìàêñèìóìà
ÏÑ× (6).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÔÐ R(t) â ÎÑ (1) − ïîëîæèòåëüíà, äèôôåðåíöèðóåìà, óáûâàåò
è âûïóêëà âíèç íà èíòåðâàëå (0, ∞). Åñëè R(t) íåïðåðûâíà íà ëó÷å [0, ∞) (òî åñòü ìî-
äåëü ðåãóëÿðíà) è R(∞) ≠ 0, òî ôóíêöèÿ (6) íåïðåðûâíà íà [0, ∞), m(0) = 0, m(∞) =
= 0 è m(x) èìååò õîòÿ áû îäèí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Òî÷êîé ìàêñèìóìà áóäåò òî÷êà ,x̂x =  â êîòîðîé m(x) äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè )ˆ(ˆ xmm =  íà [0, ∞). Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè a ôóíêöèÿ m(ε),
ε > 0, èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå .ˆˆ xa=ε  À ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ôóíêöèÿ m(a), a > 0,
èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå .ˆ/ˆ xa ε=  Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ÎÑ (1) ñïîñîáíî ìîäå-
ëèðîâàòü íàëè÷èå ìàêñèìóìà ÏÑ× è ñèãìîèäàëüíîñòü çàâèñèìîñòè lg σ îò lg a, ñòîëü
âàæíûå äëÿ ñâåðõïëàñòè÷íîñòè.

Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÔÐ è íåîãðàíè÷åííûõ â òî÷êå t = 0 ÔÐ ñâîéñòâà ÔÑ×, äîêà-
çàííûå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÔÐ, ìîãóò íàðóøàòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà (ñ R =
= ηδ(t) + r)) èìååì P = r + η/t, è ÄÄ (5) è ÔÑ× (6) èìåþò âèä

,0/,)1()(,),( 1 >ε=λ+=η+ε=εσ − axxxmara (7)

ãäå λ = r/η = 1/τ > 0, τ − âðåìÿ ðåòàðäàöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî m(x) óáûâàåò ïðè âñåõ
x ≥ 0, ïðè÷åì m(0) = 1 è m(∞) = 0. À äëÿ ìîäåëè Ñêîòòà Áëýðà ñ ÔÐ R(t) = At−α,
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α ∈ (0, 1) (åå ìîæíî çàäàòü îïåðàòîðîì äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ σ = ηDαε
[23−29], è ïîòîìó åå íàçûâàþò ôðàêòàëüíûì ýëåìåíòîì), áóäåò P(t) = Kt−α, K =
= A/(1 − α), è ÄÄ (5) è ÔÑ× (6) èìåþò âèä

.0,)(,),( 1 >α=ε=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ εε=εσ αα−

α−

xxmaK
a

Ka (8)

Òàêèì îáðàçîì, ÏÑ× ôðàêòàëüíîãî ýëåìåíòà íå çàâèñèò îò a è ε (êàê è ÏÑ× íåëè-
íåéíîé ìîäåëè (3)); äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïðèñóùå òîëüêî ñòåïåí-
íûì ÔÐ ñðåäè ëèíåéíûõ ìîäåëåé (1).

Ôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü Ôîéãòà − ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå óïðóãîãî ýëåìåíòà ñ
ôðàêòàëüíûì ýëåìåíòîì Ñêîòòà Áëýðà [23−29]; ýòà òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ (íåðåãóëÿð-
íàÿ) ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì (1) ñ íåîãðàíè÷åííîé ÔÐ âèäà

),1,0(,0,0,)( ∈α≥>+= α− rAAtrtR (9)

èëè äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé σ = rε + ηDαε, η =
= A/(1 − α). Ïðè α ∈ (0, 1) èíòåãðàë (4) äëÿ îñðåäíåíèÿ ÔÐ (9) ñõîäèòñÿ, P = r +
+ A(1 − α)−1t−α è ñåìåéñòâà ÄÄ è ÔÑ× ìîäåëè (9) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

,)1(),( 11 α−α− εα−+ε=εσ aAra (10)

A
rrx

xrxAr
xAxm =>

α−+
α

=
α−+
α−α

= αα−−

α−−

,0,
)1(1)1(

)1()( 1

1

(11)

(ïðè ε → ∞ àñèìïòîòû ó ÄÄ (10) íåò, äëèòåëüíûé ìîäóëü σ′ε(∞, a) = r). Î÷åâèäíî,
÷òî m(0) = α. Åñëè r > 0, òî m(x) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè âñåõ x > 0, m(x) ~ cx−α ïðè
x → ∞ è m(∞) = 0. Åñëè r = 0, òî m(x) = α − êîíñòàíòà. Ïðè α → 0+ ñåìåéñòâà ÄÄ è
ÔÑ× (10) è (11) ôðàêòàëüíîé ìîäåëè Ôîéãòà ñõîäÿòñÿ ê ÄÄ è ÔÑ× óïðóãîãî ýëå-
ìåíòà ñ ìîäóëåì E = r + A, à åñëè íàëîæèòü íà ïàðàìåòðû ÔÐ ñâÿçü A/(1 − α) = η, ãäå
η > 0 − ôèêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ (ðàâíàÿ èíòåãðàëó R(t) ïî [0, 1]), òî ïðè α → 1 − 0
ñåìåéñòâà ÄÄ è ÔÑ× (8) ñõîäÿòñÿ ê ÄÄ è ÔÑ× íüþòîíîâñêîãî âÿçêîãî ýëåìåíòà ñ
R = ηδ(t), P(t) = η/t è m(x) = 1. Ñîîòâåòñòâåííî ñåìåéñòâà ÄÄ è ÔÑ× ôðàêòàëüíîé
ìîäåëè Ôîéãòà (10) è (11) ñõîäÿòñÿ ê ÄÄ è ÔÑ× (7) êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ôîéãòà (ñ
ñèíãóëÿðíîé ÔÐ).

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ ÔÑ× ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçàöèþ ôðàêòàëüíîé ìîäå-
ëè Ôîéãòà

.0,0,,,)()( ≥>α++= α− rhAhtArtR (12)

Ïðè h = 0 è α ∈ (0, 1) ðåãóëÿðíàÿ ÔÐ (12) âûðîæäàåòñÿ â íåðåãóëÿðíóþ ÔÐ (9), à
ìãíîâåííûé ìîäóëü E = R(0) = r + Aη−α ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè h → 0+.
Â ñëó÷àå α ≠ 1 îñðåäíåíèÿ ôóíêöèè ðåëàêñàöèè (12), ÄÄ è ÔÑ× èìåþò âèä:

,)()1()( ][ 1111 α−α−−− −+α−+= hhttArtP

,1)(1)1(),( ][ 1111 )( −ε+α−+ε=εσ α−−α−− ahahAra

.,0,
1)/1()1(

)/1(1)(
][ 1111 A

rrx
hxxhr

hxhrxm =>
−+α−+

++
−= α−−α−−

α−α−

(13)

Ïðè α = 1 èìååì
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Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ÔÐ (12) m(0+) = 0. Ïðåäåë m(∞) è èíòåðâàëû ìîíîòîííî-
ñòè m(x) çàâèñÿò îò r è α. Åñëè r > 0, òî m(∞) = 0 è m(x) èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà
(òåîðåìà 2). Åñëè r = 0, òî m(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè x > 0 (ñîîòâåòñòâåííî
m(a) óáûâàåò ïðè âñåõ a > 0), à m(∞) = α â ñëó÷àå α ∈ (0, 1) è m(∞) = 1 äëÿ ëþáîãî
α ≥ 1.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ÄÄ ïðè α = 0,01; 0,02; 0,03 äëÿ ìîäåëè (12) ñ α = 0,9, A = 9,
r = 1, h = 10−6 (êðèâûå 1−3) è äëÿ òðåõ ôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé (9) ñ A = 9: 1) ñ α = 0,9,
r = 1 (êðàñíûå ÄÄ 11−13); 2) ñ α = 0,9, r = 0 (ÄÄ 11′−13′); 3) ñ α = 0,5, r = 1 (ãîëóáûå
ÄÄ 21−23). Âñå ÄÄ ìîäåëåé (9) èìåþò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ â íóëå (E = R(0) =
= ∞), à îáå ìîäåëè ñ ïîêàçàòåëåì α = 0,9 (áëèçêèì ê åäèíèöå) èìåþò äëèííûé, ïî÷-
òè âåðòèêàëüíûé, ó÷àñòîê áûñòðîãî ðîñòà ïðè î÷åíü ìàëûõ ε (ïðèáëèæàþùèéñÿ ïî
äëèíå ê âåðòèêàëüíîìó ó÷àñòêó aη ìîäåëè Ôîéãòà ñ η = A/(1 − α)). Çà ñ÷åò ýòîãî ÄÄ
ôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé (9) ñ α, áëèçêèì ê 1, î÷åíü ñèëüíî çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèè è îò âåëè÷èíû α, à ÄÄ ðåãóëÿðèçàöèè (12) ñèëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò ÄÄ ôðàê-
òàëüíîé ìîäåëè (9) äàæå ïðè ìàëûõ ε (êðèâûå 1−3 ïðè h = 10−6). Ïðè ìåíüøèõ α
÷óâñòâèòåëüíîñòü ÄÄ ìîäåëè (12) ê âåëè÷èíå h ãîðàçäî íèæå è îòêëîíåíèå îò ÄÄ
ìîäåëè (9) ãîðàçäî ìåíüøå (êðèâàÿ 31 − ÄÄ ìîäåëè (12) ñ α = 0,5, h = 0,1 äëÿ α =
= 0,01, îíà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ÄÄ 21 ìîäåëè (9) ñ α = 0,5). ÄÄ 21−23 ìîäåëè (9) ñ
α = 0,5 çíà÷èòåëüíî ñëàáåå çàâèñÿò îò a è ïðè ìàëûõ ε ðàñòóò ìåäëåííåå, ÷åì ÄÄ 1−3.

Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÔÑ× m(x) äëÿ ìîäåëåé (12) ñ h = 1, 9/1/ == Arr
(êðèâûå 1−5) è r = 0 (ãîëóáûå êðèâûå 1′−5′) è ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè: α = 0,2; 0,5;
0,9; 2,5. Ó ìîäåëåé ñ r ≠ 0 (êðèâûå 1−5) m(x) èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà è m → 0 ïðè
x → ∞, à ó ìîäåëåé ñ r = 0 (êðèâûå 1′−5′) m âîçðàñòàåò ïðè x > 0. ÔÑ× ìîäåëåé (12)
ñ r = 0 è α < 1 (êðèâûå 1′−3′ äëÿ α = 0,2; 0,5; 0,9) èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû
m = α (ïðÿìûå 11′−13′), à ÔÑ× ìîäåëåé ñ α ≥ 1 (êðèâûå 4′, 5′) − îáùóþ àñèìïòîòó
m = 1 (ïðÿìàÿ 14′). Ýòè ïðÿìûå ñîâïàäàþò ñ ÔÑ× ôðàêòàëüíîãî ýëåìåíòà (ÔÐ (12)
ñ r = 0 è h = 0). Ïðè çàäàííîì r ÷åì áîëüøå α, òåì âûøå ãðàôèê m(x) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = 0 (è òåì áîëüøå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ));ˆ(xm  äëÿ ìîäåëåé ñ r = 0 ýòî
âåðíî íà âñåé îñè, à äëÿ ìîäåëåé ñ r > 0 ïîðÿäîê ãðàôèêîâ ïî âåðòèêàëè áûñòðî

Ðèñ. 1. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè (12) è òðåõ ôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé Ôîéãòà (9)
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ìåíÿåòñÿ íà îáðàòíûé ïðàâåå òî÷åê ìàêñèìóìà .x̂  Ïðè α → ∞ )ˆ(xm  ðàñòåò (íî íå
äî 1), ,0ˆ →x  è ïðàâûé ñêëîí ãðàôèêà m(x) âñå áëèæå ïî î÷åðòàíèþ ê ÔÑ× ìîäåëè
Ôîéãòà m = 1/(1 + λx) (êðàñíàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 10 − ÔÑ× ìîäåëè Ôîéãòà ñ
λ = r/η = 1). Êðàñíûå êðèâûå 12 è 13 − ÔÑ× (11) ôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé Ôîéãòà (9)
ñ α = 0,5 è α = 0,9 è .9/1=r

Íà ðèñ. 2á ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè m(a) ïðè ôèêñèðîâàííîì ε = 0,01; 0,05; 0,10;
0,20; 0,30 äëÿ äâóõ ìîäåëåé ñ α = 2 (òî åñòü α > 1): ïðè ,9/1=r  òî åñòü r/E = 0,1
(êðèâûå 1−5) è ïðè r = 0 (ãîëóáûå êðèâûå 1′−5′). Äëÿ ìîäåëè ñ r = 0 m(a) óáûâàåò
ïðè âñåõ a > 0, ïðè÷åì m(a) → 0 ïðè α → ∞. Äëÿ ìîäåëè ñ r ≠ 0 ãðàôèêè m(a) èìåþò
òî÷êè ìàêñèìóìà, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÔÑ× )ˆ(xm  äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè íå
çàâèñèò îò ε è m(a) → 0 ïðè α → ∞. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ãðàôèêè m(a) ìîäåëè
(12) ñ α = 0,2, r = 0 ïðè ε = 0,01; 0,10; 0,30 (ñèíèå êðèâûå 11′, 13′, 15′). Êðàñíàÿ
êðèâàÿ 13 − m(a) ôðàêòàëüíîé ìîäåëè Ôîéãòà (9) ñ α = 0,9 è 9/1=r  ïðè ε = 0,10.

3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè
ïî ôóíêöèè ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Ïî çàäàííîé íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè m(x), òàêîé, ÷òî 0 < m < 1
ïðè x > 0, ìîæíî âîññòàíîâèòü ÔÐ R(x) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòå-
ëÿ, òàê êàê ïî (6) âñåì ÔÐ λR(t), λ > 0, ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå ÔÑ× m(x). Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ λ > 0 íàäî çàäàòü åùå íà÷àëüíîå óñëîâèå R(t0) = R0 > 0. Â ñàìîì äåëå,
èç (6) ñëåäóþò èíòåãðàëüíîå è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ R(x):

),()(1)( 1

0

)( xRxmxdttR
x

−−=∫
èëè

.)(1)()()(,)( 11 )( −− −′−−==′ xmxmxmxxfRxfR (14)

Î÷åâèäíî  f (x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà, è ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà m′(x) íà (0, ∞) (êàê ïðàâèëî, ïóñòûì), à íàëè÷èå ðàçðû-

Ðèñ. 2. Êðèâûå ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè m(x) ìîäåëåé âèäà (12) (à);
çàâèñèìîñòè m(a) (á)
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âîâ ó m′(x) ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ ðàçðûâîâ ó )(tR&  â ñèëó (14) (òàêèå ÔÐ èíîãäà èñ-
ïîëüçóþò, ñêëåèâàÿ çàäàâàåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ÔÐ, â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ R(t) =
= const ïðè áîëüøèõ t).

Åñëè, íàïðèìåð, m(x) = M = const íà íåêîòîðîì îòðåçêå [τ, T ], τ > 0, òî óðàâíå-
íèå (14) ïðèíèìàåò âèä RMtR 1−−=&  è ïîòîìó R(t) = A(t/τ)−M, t ∈ [τ, T], òî åñòü
ïîñòîÿíñòâî ÏÑ× âîçìîæíî ëèøü äëÿ ñòåïåííûõ (íà çàäàííîì îòðåçêå) ÔÐ. Ýòîò
âûâîä íå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ m(x) ïðè x < τ, êîòîðîå ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà âåëè÷è-
íå ìíîæèòåëÿ A. Åñëè æå çàäàíà ÔÑ× m(x) ñ ôèíèòíûì íîñèòåëåì (m(x) = 0 ïðè
x ∉ [τ, T]), òî èç (14) ñëåäóåò, ÷òî R(t) = C1 ïðè t ≤ τ è R(t) = C2 = const ïðè t ≥ T, òî
åñòü ÔÐ ìåíÿåòñÿ òîëüêî íà [τ, T], à ïðè t ≤ τ è t ≥ T ìîäåëü âåäåò ñåáÿ, êàê óïðóãàÿ
(èëè êàê æèäêîñòü â ñëó÷àå C2 = 0).

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì R(t0) = R0 >
> 0 èìååò âèä:

.)(exp)(
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0 ∫=
t

t

dxxfRtR

Îáîçíà÷èâ y(x) = x−1m(x), ïîëó÷èì:
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(15)

Î÷åâèäíî ôóíêöèÿ R(t) íåïðåðûâíà, è R(t) > 0, ïîñêîëüêó m(t) < 1. Òî÷êè ðàçðûâà
)(tR&  ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ðàçðûâà m′(x). Òàê êàê 0 < m < 1, òî 0 < y < x−1, Y(t)

âîçðàñòàåò, 0 < Y(t) < ln (t/t0) ïðè t > t0, t0/t < exp (−Y(t)) < 1, è ïîòîìó âåðíà îöåíêà
äëÿ ÔÐ (15):

.0)],(1[)](1[)(/)()](1[)](1[ 0
1

00
11

00 >>−−<<−− −−− tttmtmtRtRttmtmt (16)

Ïðåäåë ÔÐ (15) ïðè t → ∞ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëà Y(t). Åñëè Y(∞) < ∞
(èíòåãðàë ñõîäèòñÿ), òî m(∞) = 0 (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðåäåë m(∞) ñóùåñòâóåò)
è R(∞) = R0(1 − m(t0))−1exp (−Y(∞)) > 0. Åñëè æå èíòåãðàë Y(t) ðàñõîäèòñÿ, òî
exp (−Y(∞)) → 0 è R(∞) = 0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû m(∞) > 0 (òîãäà y (x) ~
~ m(∞)x−1 ïðè x → ∞), â ÷àñòíîñòè m(∞) > 0, åñëè m(x) íå óáûâàåò ïðè x > x0.

Âûÿñíèì, êîãäà ÔÐ (15), âîññòàíîâëåííàÿ ïî ÔÑ×, óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäè-
ìûì îãðàíè÷åíèÿì íà ÔÐ â ÎÑ (1) (ñì. ââåäåíèå), òî åñòü âûâåäåì êðèòåðèè ìîíî-
òîííîãî óáûâàíèÿ R(t) è åå âûïóêëîñòè âíèç.

Èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé (íåñòðîãîãî) óáû-
âàíèÿ R(x) ïðè x > 0 − âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà  f (x) ≤ 0, òî åñòü

−x−1m(x) ≤ m′(x)(1 − m(x))−1,
èëè

.0,)(1)()( )(1 >−−≥′ − xxmxmxxm (17)
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Ïîñêîëüêó 0 < m(1 − m) ≤ 1/4 ïðè 0 < m < 1, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (17) íå-
îáõîäèìî m′(x) ≥ −0,25x−1 è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû m′ ≥ 0, òî åñòü íåóáûâàíèå m′(x)
îáåñïå÷èâàåò óáûâàíèå R.

Îäíàêî íåðàâåíñòâó (17) ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü è óáûâàþùàÿ ÔÑ× m(x). Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ðàâåíñòâà â (17). Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå m′(x) = −x−1m(1 − m) èìå-
åò îñîáûå ðåøåíèÿ m = 0 è m = 1, à â ñëó÷àå 0 < m < 1 ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ:
(m2 − m)−1dm = x−1dx. Åãî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì m(x0) = m0 (ãäå x0 > 0,
m0 ∈ (0, 1)) èìååò âèä: ln |(m − 1)/m | − ln |(m0 − 1)/m0| = ln x − ln x0. Ïîëàãàÿ λ =
= (1 − m0)/(x0m0), ïîëó÷èì: m(x) = (1 + λx)−1 ñ λ > 0. Ýòî ñåìåéñòâî óáûâàþùèõ ïðè
x > 0 ôóíêöèé. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÔÑ× ìîäåëè Ôîéãòà
(7). Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Ôîéãòà â î÷åðåäíîé ðàç îêàçàëàñü ìàðãèíàëüíîé. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ óáûâàþùèõ ôóíêöèé m(x) = A(1 + λx)−α, A ∈ (0, 1], λ  > 0, α > 0,
íåðàâåíñòâî (17) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó A(1 + λx)1−α ≤  1 + λ(1 − α)x. Ïîýòîìó
îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (17) ïðè âñåõ x > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ∈
∈ (0, 1]. Ïðè α > 1 (17) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî íà îòðåçêå ],,0[ xx (∈  ãäå ),,( λα= Axx ((

 −
êîðåíü óðàâíåíèÿ A(1 + λx)1−α = 1 + λ(1 − α)x.

Íåòðóäíî ïðèâåñòè è ïðîñòûå ïðèìåðû ôóíêöèé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ÔÑ×.
Ôóíêöèè m = Aexp (−λx), A ∈ (0, 1], λ > 0, íå óäîâëåòâîðÿþò (17) íè â îäíîé òî÷êå
x > 0. Ëèíåéíûå ôóíêöèè m(x) = −kx + b, k, b > 0, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (17)
ëèøü òîãäà, êîãäà b ∈ (0, 1) è ,11 bbkx −+−≤  òî åñòü (17) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü íà
îòðåçêå x ∈ [0, x], ãäå .11 )(1 bbkx −+−= −(

Íàéäåì êðèòåðèé âûïóêëîñòè âíèç ÔÐ (15). Èç (14) ñëåäóåò R″ =  f ′R +  f R′ =
= ( f ′ + f 2)R, ãäå R > 0, ïîýòîìó R″ > 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ  f ′ + f 2 > 0 äëÿ âñåõ
x > 0, òî åñòü

,0]1[2]1[]1[)1( 1122222212 )( >−′+−′++−′+−′′−′− −−−−−−− mmmxmmmxmmmmmxmx
èëè

.0]1[2]1)[1( 112122 )( >−′+−−′′−′−+ −−−−− mmmxmmmmxmmx
Óìíîæèâ íà (1 − m)x2, ïîëó÷èì:

,02)1()1( 22)( >′+′′−−′−−+ mxmmxmmxmmm
èëè

).13(1 )( 22 −′+−<′′ mmxmmmx (18)

Ýòî è åñòü êðèòåðèé âûïóêëîñòè âíèç ÔÐ. Äëÿ òåõ x, â êîòîðûõ 3m(x) − 1 > 0,
ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè R, èñïîëüçîâàâ
íåðàâåíñòâî (17) â âèäå xm′(3m − 1) ≥  −m(1 − m)(3m − 1), äàþùåå îöåíêó ñíèçó äëÿ
ïðàâîé ÷àñòè (18):

.12),13)(1(1 2222 )()( åñòüòî −−<′′−−−−<′′ xmmmmmmmmmx
Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèì ïî ôîðìóëå (15) ÔÐ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÔÑ×

.0),1,0(,0,1)( 1)( >λ∈α>λ+α= −α xxxm (19)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÔÑ× (19) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óáûâàíèÿ è âûïóêëîñòè
ÔÐ (17) è (18) (èìåííî ïðè α ∈ (0, 1) è λ > 0). Èíòåãðàë Y(t) â (15) âû÷èñëÿåòñÿ
çàìåíîé u = xα:
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ÔÐ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ÔÐ (9) − ôðàêòàëüíîé ìîäåëè Ôîéãòà.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü τ > 0, A < 1/τ, M = Aτ; ïîñòðîèì ÔÐ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÔÑ×

.)(],,0[)( ïðèïðè τ>=τ∈= xMxmxAxxm (20)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÔÑ× âèäà (20) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óáûâàíèÿ è âûïóêëî-
ñòè ÔÐ (17) è (18) ((18) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî Ax < 3 ïðè x < τ è â íåðàâåíñòâî
M(1 − M 2) > 0 ïðè x > τ). Ïî ôîðìóëå (15) ñ t0 = 0 ÔÐ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÑ× (20),
èìååò âèä
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Íà îòðåçêå [0, τ] ÔÐ óáûâàåò áûñòðî (ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ïî âðåìåíè), â òî÷êå
t = τ ÔÐ èìååò èçëîì è ïåðåõîäèò â ðåæèì áîëåå ñïîêîéíîãî (ñòåïåííîãî) óáûâàíèÿ
ê ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòå R = 0.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ÔÐ (21) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì R(0) = 10 äëÿ ÔÑ× (20) ñ
τ = 1 è M = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,7; 1,0 (êðèâûå 1−4, 7, 10) è τ = 3, M = 0,1; 0,2; 0,3; 0,7
(ñèíèå êðèâûå 1′, 2′, 3′, 7′).

Ðèñ. 3. Ôóíêöèè ðåëàêñàöèè (21), ñîîòâåòñòâóþùèå ÔÑ× (20), ïðè ðàçíûõ M è τ
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×åì áîëüøå M â (20), òåì íèæå ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåé ÔÐ (ñâîéñòâî óáûâà-
íèÿ îïåðàòîðà (15)). Â ñëó÷àå M = 1 R(t) = 0 ïðè t > τ, òî åñòü ìîäåëü ñ íàèáîëüøèì
âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ÏÑ× ïîëíîñòüþ ðåëàêñèðóåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ τ (êðèâàÿ 10).

Îòìåòèì åùå îäíî îáùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðà (15), îòîáðàæàþùåãî ÔÑ× m(x) â
ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè R(t), − åãî óáûâàíèå: åñëè m2(t0) = m1(t0) è m2(x) ≥ m1(x) ïðè
x ∈ [t0, T ], òî R2(t) ≤ R1(t) ïðè t ∈ [t0, T ] (îáà ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëÿ â (15)
óìåíüøàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò m1 ê m2). Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàáëþäàåòñÿ â îïûòàõ:
ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ìàòåðèàëà â ñâåðõïëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì
ÏÑ× è â ñîñòîÿíèè ñâåðõïëàñòè÷íîñòè ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ñóùåñòâåííî âûøå,
÷åì â îáû÷íîì ñîñòîÿíèè [14, 15] (äàæå ñóùåñòâóåò ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ îïòè-
ìàëüíîé òåìïåðàòóðû äëÿ ñâåðõïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó
âðåìåíè ðåëàêñàöèè [14, 15]). Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ âÿçêîóïðóãîñòè îò-
ðàæàåò (êàê íè ñòðàííî) è ýòó êà÷åñòâåííóþ îñîáåííîñòü ðåæèìà ñâåðõïëàñòè÷íî-
ñòè, ïîìèìî ñïîñîáíîñòè îïèñûâàòü íàëè÷èå ìàêñèìóìà ÏÑ× [5].

Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíà ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñåìåéñòâà äèàãðàìì
äåôîðìèðîâàíèÿ (5), ïîðîæäàåìûõ ôèçè÷åñêè ëèíåéíûì ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (1) ñ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè â îäíîîñíûõ èñïûòàíèÿõ ñ ïîñòîÿííûìè ñêî-
ðîñòÿìè äåôîðìàöèè. Âûâåäåíî îáùåå âûðàæåíèå (6) äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòíîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè (ïàðàìåòðà ñêîðîñòíîãî óïðî÷íåíèÿ) m(a, ε), èññëåäîâàíû åãî
îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà è èõ çàâèñèìîñòü îò äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè äåôîðìà-
öèè è ôóíêöèè ðåëàêñàöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ïîêàçàòåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñ-
òè çàâèñèò íå îò äâóõ, à îò îäíîãî àðãóìåíòà (îòíîøåíèÿ òåêóùåé äåôîðìàöèè ê
ñêîðîñòè), è ÷òî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ âñåãäà ëåæàò â èíòåðâàëå îò íóëÿ äî åäèíèöû,
òî åñòü ëèíåéíàÿ òåîðèÿ âÿçêîóïðóãîñòè îïèñûâàåò ëèøü ïñåâäîïëàñòè÷åñêèå ñðå-
äû è íå ñïîñîáíà îïèñûâàòü ïîâåäåíèå äèëàòàíòíûõ ñðåä. Íà îñíîâå ôîðìóëû (6)
ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèè (êðèâîé) ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, êîòîðóþ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ, òàê êàê ïî çàäàííîé äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè m(x), òàêîé, ÷òî 0 < m < 1 ïðè x > 0, ìîæíî âîññòàíîâèòü ÔÐ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíî-
ãî óñëîâèÿ äëÿ ÔÐ. Èçó÷åíû îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè m(x), óñòàíîâëåíî, ÷òî îíà
ìîæåò íå òîëüêî âîçðàñòàòü èëè óáûâàòü, íî ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì è ìîæåò ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèÿ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê åäèíèöå, âåðõíåé ãðàíèöå äëÿ ïñåâäîïëàñòè-
÷åñêèõ ñðåä. Ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (16) äëÿ ÔÐ ÷åðåç ôóíêöèþ ñêîðîñò-
íîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Íàéäåíû êðèòåðèè óáûâàíèÿ è âûïóêëîñòè âíèç ÔÐ, âîñ-
ñòàíîâëåííîé ïî m(x), òî åñòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåííàÿ ÔÐ óäîâëåòâîðÿ-
åò ìèíèìàëüíûì íåîáõîäèìûì îãðàíè÷åíèÿì íà ÔÐ â ÎÑ (1). Ðàçðàáîòàíà ìåòîäè-
êà, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ìîäåëè ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ïî çàäàííûì êðèâûì
ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (àïïðîêñèìèðóþùèì çàðåãèñòðèðîâàííóþ â èñïû-
òàíèÿõ ìàòåðèàëà â îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóðíî-òåìïåðàòóðíî-ñêîðîñòíûõ ðåæèìàõ),
â ÷àñòíîñòè, ïî êðèâûì, ñêëååííûì èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ (íàïðèìåð, àïïðîêñè-
ìèðîâàííûõ ñïëàéíàìè).
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THE CHARACTERISTIC OF THE STRAIN RATE SENSITIVITY
 OF STRESS-STRAIN CURVES IN THE LINEAR VISCOELASTICITY THEORY

AND ITS INTERRELATION WITH RELAXATION MODULUS

Khokhlov À.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

Properties of the stress-strain curves family generated by the Boltzmann−Volterra linear
viscoelasticity constitutive equation under uni-axial loadings at constant strain rates are studied
analytically. Assuming relaxation modulus is arbitrary, the general expression for strain rate
sensitivity index as the function of strain and strain rate is derived and analyzed. It is found out
(within the framework of the linear viscoelasticity theory) that the strain rate sensitivity index
depends only on the single argument that is the ratio of strain to strain rate. So defined function of
one real variable is termed “the strain rate sensitivity function” and it may be regarded as a material
function since it is interconvertible with relaxation modulus. It is found out that this function can
be increasing or decreasing or non-monotone or can have local maximum or minimum without any
complex restrictions imposed on the relaxation modulus. It is proved that the strain rate sensitivity
value is confined in the interval from zero to unity (the upper bound of strain rate sensitivity index
for pseudoplastic media) whatever strain and strain rate magnitudes are and its values may be close
to unity (even for the standard linear solid model). It means that the linear viscoelasticity theory is
able to produce high values of strain rate sensitivity index and to provide existence of the strain
rate sensitivity index local maximum with respect to strain rate (for any fixed strain). These properties
are the most distinctive features of superplastic deformation regime observed in numerous materials
tests.
The explicit integral expression for relaxation modulus via the strain rate sensitivity function is
derived. It enables one to restore relaxation modulus assuming a strain rate sensitivity function is
given. The restrictions on the strain rate sensitivity function are obtained to provide decrease and
convexity down of the resulting relaxation modulus as a function of time, i.e. to provide necessary
properties of a relaxation modulus in the linear viscoelasticity. Thus, the technique is developed to
evaluate relaxation modulus using test data for strain rate sensitivity, in particular, using piecewise
smooth approximations (by splines, for example) of an experimental strain rate sensitivity function.

Keywords: viscoelasticity, stress-strain curves at constant strain rates, strain hardening, strain rate
sensitivity index (function), relaxation modulus, identification, fractional models, the Scott-Blair
fractional element, fractional differential equations, superplasticity, sigmoid curve.


