
475

ÓÄÊ 539.3 DOI: 10.32326/1814-9146-2019-81-4-475-488

ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÎÃÎ ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈß
ÍÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÛÏÓ×ÈÂÀÍÈß
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ*

© 2019 ã. Äåìàðåâà À.Â.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìåõàíèêè
Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ

ivdemarev@mail.ru

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.09.2019

Èññëåäóþòñÿ áîëüøèå ôîðìîèçìåíåíèÿ ñâèíöîâîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè, çàêëþ÷åííîé â àëþìèíèåâûé ñêàôàíäð, ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñà ïåðåãðóç-
êè. Îïåðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàí-
æà â äâóìåðíîé (îñåñèììåòðè÷íîé) ïîñòàíîâêå. Ñêîðîñòè äåôîðìàöèé è íà-
ïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ â ìåñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íå-
íèåì. Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå îáîëî÷êè è ñêàôàíäðà ìîäåëèðóåòñÿ óñëî-
âèÿìè íåïðîíèêàíèÿ ñ ó÷åòîì òðåíèÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè çàäàí-
íûõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îñíîâàíî íà ìîìåíòíîé ñõåìå ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò».
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì ïðèìåíÿþòñÿ ÷åòûðåõóçëîâûå èçîïàðàìåòðè÷åñêèå êîíå÷íûå
ýëåìåíòû ñ áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîò-
íûõ îñöèëëÿöèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà êîíñåðâàòèâ-
íîãî ñãëàæèâàíèÿ óçëîâûõ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ, ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà â ïðîöåññå èíòåíñèâíîãî
äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïðåòåðïåâàåò áîëüøèå äåôîðìàöèè è óãëû ïîâî-
ðîòà êàê æåñòêîå öåëîå. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ
õîðîøèì ñîîòâåòñòâèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿ-
íèÿ ïðîöåäóðû êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ è ìîìåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî áåç ïðèìåíå-
íèÿ ïðîöåäóðû êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ ïîëó÷àåìàÿ â ðàñ÷åòå ôîðìà
âûïó÷èâàíèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè íå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì. Ïðåíåáðåæåíèå ìîìåíòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè äåôîðìàöèé è íàïðÿ-
æåíèé ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè òèïà «ïåñî÷íûõ ÷àñîâ».

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ñêàôàíäð, âçðûâíîå íàãðóæåíèå,
êîíòàêò, òðåíèå, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå âûïó÷èâàíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, êîíñåðâàòèâíîå ñãëàæèâàíèå.
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Ââåäåíèå

Òîíêîñòåííûå ñôåðè÷åñêèå îáîëî÷êè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â àâèàöèè, íàâèãà-
öèè, ìàøèíîñòðîåíèè, õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ òåõíèêè
[1−3]. Ðåçóëüòàòàì àíàëèçà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðî-
âàíèÿ è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì è óäàð-
íîì íàãðóæåíèè ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé
ïîñâÿùåí ðÿä îðèãèíàëüíûõ ïóáëèêàöèé [4−20]. Â [4−16] ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçè-
ñòàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå îáîëî÷åê âíåøíèì äàâëåíèåì èëè âíåäðåíèåì èíäåíòî-
ðîâ. Â [16−20] ðàññìàòðèâàåòñÿ óäàðíîå íàãðóæåíèå.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − ÷èñëåííûé àíàëèç áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé ñâèíöîâîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè â àëþìèíèåâîì ñêàôàíäðå ïðè âçðûâ-
íîì íàãðóæåíèè. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò» [5]. Èññëåäî-
âàíî âëèÿíèå ìîíîòîíèçàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ôîðìîèçìåíåíèÿ îáîëî÷êè.

1. Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóìåðíîé îñåñèììåòðè÷íîé
ïîñòàíîâêå è îïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Íàðÿäó ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñ-
òåìîé êîîðäèíàò X = [X1X2X3] (X1 − îñü âðàùåíèÿ, X2 − ðàäèóñ, X3 − îðòîãîíàëüíà
X1, X2) ââîäèòñÿ ìåñòíàÿ (ñîïóòñòâóþùàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò x = [x1x2x3] ñ íàïðàâ-
ëÿþùèìè êîñèíóñàìè nij:
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(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå). Çäåñü x1− îñü, íàïðàâëåííàÿ
âäîëü îáðàçóþùåé îáîëî÷êè; x2 − êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäèííîé ïîâåð-
õíîñòè îáîëî÷êè è íîðìàëüíàÿ ê íåé; x3 − îðòîãîíàëüíà ê x1, x2. Êîìïîíåíòû òåíçî-
ðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé â ìåñòíîì áàçèñå ijε&  âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ije&
ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â îáùåì áàçèñå

,mkjkimij enn && =ε (2)
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ:

,
2
1,,, )( 1,22,1122

1
2332,2221,111 UUeUXeUeUe &&&&&&&&& +==== −

,,,0
0

0,3123 ∫+=
∂
∂

=== =

t

jtjj
j

i
ji dtUXX

X
UUee &
&

&&&

(3)

ãäå Ui − ïåðåìåùåíèÿ â îáùåé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X, èíäåêñ ïîñëå çàïÿ-
òîé îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé, òî÷êà íàä ñèìâîëîì − ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t. Äåôîðìàöèè
ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ε12 ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ìåñòíûé
áàçèñ îðòîãîíàëüíûì â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé [21, 22]:
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ãäå σij, ijε&  − êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé; ρ − ïëîò-
íîñòü; pα, qα − êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòíûõ è êîíòàêòíûõ íàãðóçîê (α = 1, 2); Ω −
îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ êîíñòðóêöèåé; Gp − îáëàñòü äåéñòâèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ; Gq −
÷àñòü ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàþòñÿ êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå â ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàçäåëüíî äëÿ øàðîâûõ νν σε ,& è äåâèà-
òîðíûõ ijij σ′ε′ ,&  ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Çàâèñèìîñòü
êîìïîíåíò ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òåî-
ðèè òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì [23]:
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Çäåñü G − ìîäóëü ñäâèãà; K − êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ; σÒ − ïðåäåë òåêó÷å-
ñòè; κ − ïàðàìåòð Îäêâèñòà; ε&2I  − èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìà-
öèé; λ&  − ïàðàìåòð, ðàâíûé íóëþ ïðè óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè, 0>λ&  îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç óñëîâèÿ ïîñàäêè íà ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîð-
ìèðîâàíèè.

Êîìïîíåíòû êîíòàêòíîé ñèëû qα (α = 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
çàäà÷è â ìåñòíîì êîîðäèíàòíîì áàçèñå (s, ξ − íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè
ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè). Êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïî íîðìàëè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
íåïðîíèêàíèÿ:
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Êàñàòåëüíîå äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå èç óñëîâèÿ æåñòêîé ñêëåéêè, à
â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ − â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Êóëîíà:
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ãäå kξ − êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)−(7) îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà
«êðåñò» [5, 24, 25]. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ñåòêîé èç ÷åòûðåõ-
óçëîâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ U =
= [U1, U2, 0]Ò, ñêîðîñòè Ò

21 ]0,,[ UUU &&& =  è óñêîðåíèÿ Ò
21 ]0,,[ UUU &&&&&& =  â îáùåé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò X, èñïîëüçóåìîé äëÿ ñòûêîâêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ). Â êàæäîì
ÊÝ ââîäèòñÿ ëîêàëüíûé áàçèñ x (1), îòñëåæèâàþùèé åãî âðàùåíèå êàê æåñòêîãî
öåëîãî ïîøàãîâûì ïåðåñ÷åòîì íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ îñåé.

Êîíå÷íûé ýëåìåíò, â îáùåì ñëó÷àå èñêàæåííûé, ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîãî èçî-
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîáðàæàåòñÿ íà êâàäðàò −1 ≤ ξi ≤ 1 (i = 1, 2):
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ðóþòñÿ â ëîêàëüíûé áàçèñ è àïïðîêñèìèðóþòñÿ âíóòðè ýëåìåíòà ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèé ôîðìû Nk èç (8):
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Ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ε&  àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè â âèäå ñóì-
ìû áåçìîìåíòíûõ è ìîìåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ [5]:
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ãäå const0 =εik&  − çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå ÊÝ; =εl
kk&

const/ =ξ∂ε∂= lkk&  − çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå
ÊÝ; 0 ≤ α1 ≤ 1, 0 ≤ α2 ≤ 1 − âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, ðåãóëèðóþùèå âëèÿíèå ìîìåíò-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå [25]. Ïëàñòè-
÷åñêèå è óïðóãèå êîìïîíåíòû äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ â
âûáðàííûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Â êàæäîì êîíå÷íîì ýëå-
ìåíòå ìîùíîñòü âèðòóàëüíîé ðàáîòû â (4) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó ìàññ, óçëî-
âûå óñêîðåíèÿ, ñèëû è âèðòóàëüíûå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ â îáùåì áàçèñå [5]. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óçëîâûõ ñèë, ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèÿì, ïðèìåíÿþòñÿ
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû [22]. Êîíòàêòíûå óçëîâûå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå
àëãîðèòìà èç [25]. Çàìåíÿÿ â (4) èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Ω ñóììèðîâàíèåì ïî
ýëåìåíòàì, ïîëó÷èì äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

,j
i

j
ii FUm =&& (11)

ãäå mi − ìàññû óçëîâ; 
j

i
j

i FU ,&&  − êîìïîíåíòû óñêîðåíèé óçëîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
ñåòêè (ÊÝ-ñåòêè) è ðåçóëüòèðóþùèõ óçëîâûõ ñèë â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X. Äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî âðåìåíè âîñïîëüçóåìñÿ ÿâ-
íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé òèïà «êðåñò». Âåëè÷èíà âðåìåííûõ øàãîâ âûáèðà-
åòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà.

Èñïîëüçóåìàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà
«êðåñò», ÿâëÿÿñü ñõåìîé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíî-
òîííîñòè è íà ñèëüíûõ ðàçðûâàõ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì îñöèëëÿöèÿì ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ èõ ïîäàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîå ñãëàæèâà-
íèå [26−29]. Àëãîðèòì ñãëàæèâàíèÿ îñíîâàí íà çàêîíå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, îðè-
åíòèðîâàí íà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè, ñîñòîÿùèå èç áëîêîâ, êîòîðûå âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ íà êâàäðàò, è èñïîëüçóåò ðàñùåïëåíèå ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ëèíèé ÊÝ-ñåòêè.

Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðîöåäóðà êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ èìååò ñëåäó-
þùèé âèä. ×èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñõåìå «ïðåäèêòîð−êîððåêòîð».
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Íà ýòàïå «ïðåäèêòîð» ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ïî îáû÷íîé ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
ñõåìå òèïà «êðåñò»:

.)()(~ 2121)(
j

n
n
j

n
j

n
j m

tFuu Δ
+= −+ && (12)

Äàëåå ïðîâîäèòñÿ îöåíêà íåìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì ïåðå-
ìåùåíèé u~&  ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèçàòîðà:

.0~~~~0~~~~ ))(())(( 12111 èëè <−−<−− ++++− iiiiiiii uuuuuuuu &&&&&&&& (13)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (13) äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ôîðìèðóåòñÿ êîððåêòèðóþùèé
ïîòîê êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

)( ~~
12
1

12121 iiii uum && −=ϕ +++ (14)

è óçëîâûå ïîòîêè

.2121 −+ ϕ−ϕ=ϕ iii (15)

Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ ðåøåíèÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì

,~)(
21

2121 )(
j

n
jn

j
n
j m

uu
+

−+ ϕ
β+= && (16)

ãäå 0 ≤ β ≤ 0,2 − âåñîâîé êîýôôèöèåíò, ðåãóëèðóþùèé âëèÿíèå êîððåêòèðóþùèõ
ïîòîêîâ íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå.

Èçëîæåííàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ (îñåñèììåòðè÷-
íûõ) çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ðåàëèçî-
âàíà â âèäå îòäåëüíûõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé â âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå «Äèíàìè-
êà-3» [30].

3. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå âûïó÷èâàíèå ñâèíöîâîé îáîëî÷êè
â ñêàôàíäðå ïðè âçðûâíîì íàãðóæåíèè

Èññëåäóåìàÿ êîíñòðóêöèÿ (ðèñ. 1) ñîñòîèò èç ñâèíöîâîé îáîëî÷êè 1, íèæíåãî
ìîíîëèòíîãî ïîëóêîðïóñà ñêàôàíäðà 2 è êðûøêè 3 [31]. Êðûøêà êðåïèòñÿ ê ïîëó-
êîðïóñó âèíòàìè 4. Îòíîøåíèå òîëùèíû ê ðàäèóñó ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè h/R =
= 0,054. Ìàññà îáîëî÷êè ðàâíà 2,95 êã, îáùàÿ ìàññà êîíñòðóêöèè − 21 êã. Ìàòåðèàë
îáîëî÷êè − ñâèíåö ìàðêè Ñ1 (E = 1,8·104 ÌÏà, ν = 0,45, ρ = 11,34 ã/ñì3).

Ðèñ. 1. Êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñáîðêè

1

2

3

4
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Äèíàìè÷åñêàÿ äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ñâèíöà, ïîëó÷åííàÿ ïî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì [32, 33], èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Ìàòåðèàë ñêàôàíäðà − àëþìèíèå-
âûé ñïëàâ Ä16 (E = 7,1·104 ÌÏà, ν = 0,3, ρ = 2,78 ã/ñì3). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ kξ
ìåæäó ñâèíöîâîé îáîëî÷êîé è ñêàôàíäðîì çàäàâàëñÿ ðàâíûì 0,2 [34].

Ñêàôàíäð ñíèçó íàãðóæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì âçðûâíîãî óñòðîéñòâà, òðàíñôîðìè-
ðóþùåãî âîçäåéñòâèå âçðûâà íà ñêàôàíäð â òðàïåöèåâèäíûé èìïóëüñ ïåðåãðóçêè
n, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3 [35].

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ îáîëî÷êà ðàçáèâàëàñü íà 6 ÊÝ ïî òîëùèíå è 200 ÊÝ
ïî îáðàçóþùåé. Ñêàôàíäð ìîäåëèðîâàëñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïî ãàáàðèòàì è ìàññå
óïðóãèì ìàêåòîì (ðèñ. 4). Âûïîëíåíû 4 ñåðèè ðàñ÷åòîâ, â êîòîðûõ âàðüèðîâàëèñü
çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, α2, β:

à) α1 = 0,01, α2 = 0,01, β = 0,1 − ìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèé ââîäè-
ëèñü â ÷èñëåííóþ ñõåìó äëÿ ïîäàâëåíèÿ ìîä íóëåâîé ýíåðãèè [22, 25], äëÿ ñãëàæè-
âàíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ íåôèçè÷íûõ îñöèëëÿöèé ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà êîíñåð-
âàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ;

á) α1 = 0,01, α2 = 0,01, β = 0 − íå ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà êîíñåðâàòèâíîãî
ñãëàæèâàíèÿ;

â) α1 = 0, α2 = 0, β = 0 − ìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé
â ÷èñëåííóþ ñõåìó íå ââîäèëèñü, ïðîöåäóðà êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ íå âû-
ïîëíÿëàñü;

ã) α1 = 0, α2 = 0, β = 0,1 − ìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé
â ÷èñëåííóþ ñõåìó íå ââîäèëèñü, ïðîöåäóðà êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ âûïîë-
íÿëàñü.

2

σT/10, ÌÏà

0                       1                    2                    κ

4

6

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò ïàðàìåòðà Îäêâèñòà

n/(103g)

0                     0,3                 0,6                  t, ìñ

8

4

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü èìïóëüñíîé ïåðåãðóçêè íà ñêàôàíäð îò âðåìåíè
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4−9. Íà ðèñ. 4à, á, â ïîêàçàíû ôîðìû
îáîëî÷êè â ìîìåíòû âðåìåíè 1,5; 2 è 3 ìñ, ïîëó÷åííûå ïðè α1 = 0,01, α2 = 0,01,
β = 0,1. Øòðèõîâîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé íà ðèñ. 4â îòìå÷åíà ãðàíèöà ïîëóêîð-
ïóñà è êðûøêè ñêàôàíäðà. Íà ðèñ. 4ã èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè
ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êå â ìîìåíò âðåìåíè 3 ìñ.

Íà ðèñ. 5−7 ïðèâåäåíû ÊÝ-ñåòêè îáîëî÷êè äëÿ âàðèàíòîâ ðàñ÷åòîâ á), â), ã).

à) á)

â) ã)

Ðèñ. 4. Äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè (α1 = α2 =0,01, β = 0,1): à) t = 1,5 ìñ, á) t = 2 ìñ,
â) t = 3 ìñ; ã) ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

â ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êå (t = 3 ìñ)

0
0,07
0,14
0,21
0,28
0,35
0,41
0,48
0,55
0,62
0,69

0,03
0,10
0,17
0,24
0,31
0,38
0,45
0,52
0,59
0,66

1,5 ìñ

Ðèñ. 5. Äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè (α1 = α2 =0,01, β = 0 )

2 ìñ

3 ìñ
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Íà ðèñ. 8 ñðàâíèâàþòñÿ ôîðìû îáîëî÷êè ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå èç íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà [32] è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (âàðè-
àíòû à), ã)).

Íà ðèñ. 9 ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì ðàñ÷åòíûå âðåìåííûå çàâèñèìîñòè
îñàäêè îáîëî÷êè âäîëü îñè âðàùåíèÿ.

Ïîä äåéñòâèåì èíåðöèîííîé íàãðóçêè è êîíòàêòà ñî ñêàôàíäðîì óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêîå âûïó÷èâàíèå îáîëî÷êè ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå 3 ìñ. Â ïîñëåäóþùåì ñêî-
ðîñòè ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè è ñêàôàíäðà âûðàâíèâàþòñÿ è èçìåíåíèÿ ôîðìû îáî-
ëî÷êè ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñõîäèò.

Ðèñ. 6. ÊÝ-ñåòêà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (α1 = α2 =0, β = 0,  t = 3 ìñ)

À

À

Ðèñ. 7. ÊÝ-ñåòêà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (α1 = α2 =0, β = 0,1, t = 3 ìñ)

X1/(2R)

1,0               0,5                0               −0,5            −1,0
0

0,2

0,4

X2/R

Ðèñ. 8. Îáðàçóþùàÿ îáîëî÷êè ïîñëå çàâåðøåíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ:
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ − ýêñïåðèìåíò, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ − ðàñ÷åò (α1 = α2 = 0,01, β = 0,1),

øòðèõîâàÿ ëèíèÿ − ðàñ÷åò (α1 = α2 =0, β = 0,1)

0,6
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Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêîâ, ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû êîíñåðâàòèâ-
íîãî ñãëàæèâàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé â ñîâîêóïíîñòè ñ ìîìåíòíûìè ñî-
ñòàâëÿþùèìè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà. Ïî
ôîðìå ñêëàäêè è åå ðàñïîëîæåíèþ äàííûå ýêñïåðèìåíòà è ðàñ÷åòà õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Îòëè÷èå îñòàòî÷íîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçìåðà îáîëî÷êè (îñàä-
êè) â ðàñ÷åòå îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò 1%.

Ïðåíåáðåæåíèå êîíñåðâàòèâíûì ñãëàæèâàíèåì ïîðîæäàåò íåôèçè÷íîå èñêà-
æåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ − â öåíòðå îáîëî÷êè ïîÿâëÿåòñÿ âìÿòèíà (ñì. ðèñ. 5).
Ïðè îòñóòñòâèè ìîìåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â àïïðîêñèìàöèè äåôîðìàöèé è íàïðÿ-
æåíèé â ýòîì âàðèàíòå çàäà÷è âìÿòèíà â öåíòðå îáîëî÷êè íå îáðàçóåòñÿ, íî â çîíå
êîëüöåâîé ñêëàäêè ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü «ïåñî÷íûå ÷àñû» (ñì. ðèñ. 6). Êîí-
ñåðâàòèâíîå ñãëàæèâàíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áåç ó÷åòà ìîìåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ïîäàâëÿåò íåóñòîé÷èâîñòü «ïåñî÷íûå ÷àñû», íî îñàäêà
îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî (ïðèìåðíî, íà 10%) ïðåâûøàåò çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â ýê-
ñïåðèìåíòå.

Â çîíå êîëüöåâîé ñêëàäêè ðåàëèçóåòñÿ ìîìåíòíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå. Ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè çäåñü äîñòèãàþò 70%, äåôîðìàöèÿ ïî-
ïåðå÷íîãî ñäâèãà ñîñòàâëÿåò 5%, ìàêñèìàëüíûé ïîâîðîò êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êàê
æåñòêîãî öåëîãî â îáëàñòè êîëüöåâîé ñêëàäêè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 120°.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè â ñêàôàíäðå ïðè èíòåíñèâíîì èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè. Â ïðîöåññå âû-
ïó÷èâàíèÿ â ñâèíöîâîé îáîëî÷êå âîçíèêàþò áîëüøèå äåôîðìàöèè è óãëû ïîâîðîòà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïðè ïðèìåíåíèè ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíî-
ñòíîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò» íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
ñãëàæèâàíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ åãî íåôèçè÷íûõ èñêàæåíèé. Ïðî-
öåäóðà êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ìîìåíòíîé ñõåìîé ÌÊÝ
îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà-
÷è ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ è óãëàõ ïîâîðîòà.

ΔD/D0

0                  0,9              1,8               2,7             t, ìñ

0,1

0,2

0,3

0,4

Ðèñ. 9. Îñàäêà îáîëî÷êè íà îñè âðàùåíèÿ: êâàäðàò − ýêñïåðèìåíò, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ −
ðàñ÷åò (α1 = α2 = 0,01, β = 0,1), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ − ðàñ÷åò (α1 = α2 = 0, β = 0,1),

D0 − äèàìåòð îáîëî÷êè
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ANALYSIS OF THE CONSERVATIVE SMOOTHING EFFECT ON THE ACCURACY
OF DYNAMIC ELASTIC-PLASTIC SPHERICAL SHELLS

BUCKLING NUMERICAL SIMULATION

Demareva A.V.

Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

Large changes of a lead spherical shell enclosed in an aluminum spacesuit under the action of an
overload pulse are considered. The defining system of equations is formulated in Lagrange variables
in a two-dimensional (axisymmetric) formulation. Strain and stress rates are determined in the
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local coordinate system. Kinematic relations are recorded in the metric of the current state. The
relations of the flow theory with isotropic hardening are used as state equations. The contact
interaction of the shell and the spacesuit is modeled by non-penetration conditions taking into
account friction. The numerical solution of the problem under given boundary and initial conditions
is based on the finite element method moment scheme and the explicit time integration “cross”
type scheme. 4-node isoparametric finite elements with bilinear form functions are used to discretize
the defining system of equations for spatial variables. To suppress the numerical solution high-
frequency oscillations, the procedure of nodal displacements rates conservative smoothing is used.
As shown by the results of numerical research spherical shell in the process of intensive dynamic
loading undergoes large deformation and rotation angles as a rigid whole. The calculation results
reliability is confirmed by a good correspondence to the experimental data. The influence of
conservative smoothing procedure and moment components of deformations and stresses on the
solution accuracy is analyzed. It is shown that without conservative smoothing procedure using,
the shape of the spherical shell buckling obtained in the calculation does not correspond to the
experimental data. Neglect of the moment components of strains and stresses leads to the
development of instability of the “hourglass” type.

Keywords: spherical shell, spacesuit, explosive loading, contact, friction, elastic-plastic buckling,
finite element method, conservative smoothing.


