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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ãàøåíèÿ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè,
îïèñàííîé â ðàìêàõ ãèïîòåçû Áåðíóëëè − Ýéëåðà è îáëàäàþùåé ëèíåéíîé
âÿçêîñòüþ. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ãàøåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, ðåàëèçîâàí-
íûå äèíàìè÷åñêèì ãàñèòåëåì èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ, ðàñïðåäåëåííîãî
ñèììåòðè÷íî âäîëü îñè ñèììåòðèè áàëêè. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè âûïîë-
íåíû ñ òðåóãîëüíîé è ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìîé ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê, êîòîðàÿ
âëèÿåò íà õàðàêòåð ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê ïðè ïðèëîæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî
íàïðÿæåíèÿ. Ýëåêòðîäíûå îáêëàäêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîíêèå ñëîè, ðåàëè-
çîâàííûå èç íèêåëÿ èëè ñåðåáðà òîëùèíîé íåñêîëüêî ìèêðîí è ðàñïîëîæåí-
íûå ïî íîðìàëè ê îñè ïîëÿðèçàöèè, òî åñòü âäîëü äëèíû ïüåçîêåðàìè÷åñêîé
ïëàñòèíû. Óïðàâëåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíå-
íèåì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ýëåêòðîäíûìè îáêëàäêàìè; ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèé ìàòåðèàë, íå ïîêðûòûé ýëåêòðîäíîé îáêëàäêîé ñ îáåèõ ñòîðîí, áåñïî-
ëåçíî èñïîëüçîâàòü êàê àêòèâíûé ìàòåðèàë.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íà
ðàññìàòðèâàåìóþ êîíñîëüíóþ áàëêó âûâîäÿòñÿ èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà.
Ïàðåòî-ýôôåêòèâíîñòü ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè
ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðîäíûìè ôîðìàìè îöåíèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ êðèòå-
ðèåâ: óðîâíÿ óïðàâëÿþùåãî íàïðÿæåíèÿ è âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà
áàëêè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ íàèëó÷øèì âàðèàíòîì ãàøåíèÿ êîëåáà-
íèé â äàííîé ïîñòàíîâêå ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò ãàøåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ áàëêè
ñ ïðèëîæåííûì ïî âñåé äëèíå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì. Ýôôåêòèâíîñòü ìå-
òîäèêè ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ïðèêëàäíîì ÷àñòíîì ïðèìåðå ñ ïîìîùüþ âèáðî-
ãðàìì.

Ñèíòåç îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî óïðàâëåíèé îñóùåñòâëåí íà îñíîâå ñâåð-
òêè Ãåðìåéåðà, à ïîèñê îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìå-
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íåíèè òåîðèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
èõ ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàøåíèå êîëåáàíèé, ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, ïüåçîýëåê-
òðèêà, ìîäåëü Áåðíóëëè − Ýéëåðà, îáîáùåííàÿ H2-íîðìà, ìíîæåñòâî Ïàðåòî,
ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà.

Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà óìåíüøåíèÿ óðîâíÿ âèáðàöèé çàòðàãèâàåò ìíîãèå îáëàñòè ìàøèíî-
ñòðîåíèÿ, ïðèáîðîñòðîåíèÿ è ñòðîèòåëüñòâà. Çà÷àñòóþ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ÿâëÿ-
åòñÿ ïîâûøåíèå ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè çàùèùàåìûõ îáúåêòîâ, íî ïîìèìî øè-
ðîêî èçâåñòíûõ ìåòîäîâ âèáðîçàùèòû (âèáðîèçîëÿöèÿ, áàëàíñèðîâêà, óðàâíîâåøè-
âàíèå ìàøèí, èçìåíåíèå ìàòåðèàëîâ çàùèùàåìîãî îáúåêòà) [1] ñóùåñòâóåò ìåíåå
èçâåñòíûé ìåòîä ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ãàñèòåëÿ êîëåáàíèé (ÄÃÊ). Èñïîëüçî-
âàíèå ÄÃÊ çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî, òàê êàê îíî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íå òîëüêî
íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ êîíñòðóêöèé, íî è â ñëó÷àå, êîãäà íåóäîâëåò-
âîðèòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîíñòðóêöèè âûÿâëåíû óæå ïðè ýêñï-
ëóàòàöèè. Òàêæå äîñòîèíñòâîì òàêèõ ãàñèòåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ñðàâíèòåëüíî
ìàëûõ çàòðàòàõ äîïîëíèòåëüíîãî ìàòåðèàëà îíè ïîçâîëÿþò îòíîñèòåëüíî ïðîñòî
ïîëó÷èòü ýôôåêò óìåíüøåíèÿ óðîâíÿ êîëåáàíèé.

Äëÿ ñîçäàíèÿ ñèë, ãàñÿùèõ âðåäíûå êîëåáàíèÿ çàùèùàåìîãî îáúåêòà, âàæåí
âûáîð îïòèìàëüíîãî èñïîëíèòåëüíîãî óñòðîéñòâà, êîòîðîå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ðàçëè÷íûì òðåáîâàíèÿì â íóæíîé ìåðå, íàïðèìåð, òàêèì, êàê êîìïàêòíîñòü èëè
ìàñøòàá ãåíåðèðîâàíèÿ ñèë. Èçâåñòíûå êîìïîíåíòû èñïîëíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ
(ýëåêòðîìàãíèòíûå óñòðîéñòâà, ïíåâìàòè÷åñêèå ïðèâîäû, ðîòîðû è ëèíåéíûå äâè-
ãàòåëè [2] è ò.ï.) ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ ãàøåíèÿ êîëåáà-
íèé. Â îòëè÷èå îò óïîìÿíóòûõ óñòðîéñòâ, ñîâðåìåííûå òåõíè÷åñêèå ìàòåðèàëû,
êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò óìíûìè (ñìàðò-ìàòåðèàëû), èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ, òàê
êàê îíè ìîãóò áûòü ëåãêèìè è, ÷òî åùå áîëåå âàæíî, ìîãóò áûòü áåñïðåïÿòñòâåííî
ñòðóêòóðíî èíòåãðèðîâàíû â óæå ñïðîåêòèðîâàííóþ ñèñòåìó áåç èçìåíåíèé èíåð-
öèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû. Óìíûå ìàòåðèàëû − ýòî ìàòåðèàëû, èìåþùèå îäíî
èëè íåñêîëüêî ñâîéñòâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî èçìåíåíû óïðàâëÿåìûì
ñïîñîáîì ïðè ïîìîùè âíåøíèõ âîçìóùåíèé, òàêèõ, êàê íàïðÿæåíèå, òåìïåðàòóðà,
âëàæíîñòü, âîäîðîäíûé ïîêàçàòåëü pH, ýëåêòðè÷åñêèå èëè ìàãíèòíûå ïîëÿ. Åñòü
ìíîãî òèïîâ óìíûõ ìàòåðèàëîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ óæå ðàñïðîñòðàíåíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èç-çà âîçìîæíîñòè ãåíåðàöèè ñèë ïðåäïî÷-
òèòåëüíûìè îêàçûâàþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû. Ñðåäè ìíîæåñòâà âèäîâ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò èçãèáíûå ïüåçîàêòþ-
àòîðû, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ äëÿ ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé
ñòàòüå.

ßðêèì ïðèìåðîì ïîäîáíîé èíòåãðàöèè ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèòíîå àýðîóïðóãîå êðû-
ëî, îáîðóäîâàííîå òîíêèìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè â ñòðóêòóðå êðûëà,
ïîçâîëÿþùèìè ïîäàâèòü íåæåëàòåëüíûå êîëåáàíèÿ áåç äîáàâëåíèÿ çíà÷èòåëüíîé
ìàññû è èçìåíåíèÿ ôîðìû êðûëà. Ïîäîáíûé ìåòîä ãàøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â êðûëå
ïàëóáíîãî ñàìîëåòà FA-18, îñíàùåííîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè äëÿ âåð-
òèêàëüíîé ñòàáèëèçàöèè [3] (ðèñ. 1).
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñîëüíàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ áàëêà
(ðèñ. 2), ðàçìåðû è ìàññà êîòîðîé íàñòîëüêî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè è
ìàññîé îñíîâàíèÿ, ÷òî âëèÿíèåì áàëêè íà îñíîâàíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Äëÿ ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóêòóðû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ âîç-
ìóùåíèé (ðèñ. 2à), èñïîëüçóþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè, êîòîðûå ÷àñòè÷íî ïî-
êðûâàþò ïîâåðõíîñòü áàëêè è èìåþò ðàçëè÷íûå ôîðìû ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê
(ðèñ. 2á, â).

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé ñîñòîèò èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ïëàñòèíû, êîòîðàÿ
ïîêðûòà ýëåêòðîäíûìè îáêëàäêàìè âäîëü äëèíû. Ïëàñòèíû ìîãóò èìåòü ïðÿìî-
óãîëüíóþ èëè òðåóãîëüíóþ ôîðìó ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê. Äëèíà ñëîåâ â 5 ðàç ìåíüøå
äëèíû áàëêè, à òîëùèíà ìåíüøå íà ïîðÿäîê. Ïîâåäåíèå áàëêè ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ðàìêàõ ãèïîòåçû Áåðíóëëè − Ýéëåðà, âëèÿíèåì òîëùèíû ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ
íà ìîìåíò èíåðöèè áàëêè ïðåíåáðåãàåòñÿ, òàê êàê îí íå âíîñèò ñóùåñòâåííûõ èç-
ìåíåíèé â æåñòêîñòíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû, ãèñòåðåçèñ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Ïîëó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàøåíèÿ êîëåáàíèé óïðóãîé áàëêè ñ àêòþ-
àòîðàìè â âèäå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äåé-
ñòâèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ ñ îäèíàêîâûìè ïüåçîêåðàìè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè
è ýëåêòðîäíûìè îáêëàäêàìè ðàçíîé ôîðìû. Ðàñïîëîæåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ
âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè. Ýôôåê-
òèâíîñòü ãàøåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ êðèòåðèåâ: óïðàâëÿþùåãî

Ðèñ. 1. Êðûëî ïàëóáíîãî ñàìîëåòà FA-18

Ðèñ. 2. Îáùèé âèä çàùèùàåìîãî îáúåêòà ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè (à);
îáúåêò ñ ïðÿìîóãîëüíîé îáêëàäêîé (á); îáúåêò ñ òðåóãîëüíîé îáêëàäêîé (â)
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íàïðÿæåíèÿ, ïîäàâàåìîãî íà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, è ïðîãèáà áàëêè íà êîíöå.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè ïàðåòî-ìíîæåñòâî ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ
êðèòåðèåâ, ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî íàïðÿæåíèÿ íå ïðåâûøà-
åò íàèáîëüøåãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àêòèâíîãî ãàøåíèÿ
ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ âÿçêîóïðó-
ãàÿ ìîäåëü â ðàìêàõ ãèïîòåç Áåðíóëëè − Ýéëåðà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ [4]:

),(),...,,( 1 tvxxufKK n +−=ω+ωβ+ω &&& (1)

ãäå ω = ω(x, t) − áåçðàçìåðíûé ïðîãèá áàëêè; 
44 / xK ∂∂=  − äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð ÷åòâåðòîé ñòåïåíè; β = (a/l 2)ϑ − áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ
ñèñòåìû; ϑ − êîýôôèöèåíò âíóòðåííåé âÿçêîñòè; a2 = EJ/(ρA); E − ìîäóëü óïðó-
ãîñòè; J − ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ; ρ − ïëîòíîñòü; A − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ áàëêè; l  − äëèíà áàëêè; v(t) − óñêîðåíèå, äåéñòâóþùåå íà îñíîâàíèå; t − âðåìÿ;
f (u, x1, …, xn) − ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ áàëêè
x1, …, xn èëè íà èíòåðâàëàõ ìåæäó òî÷êàìè; u − óïðàâëåíèå.

Óðàâíåíèå (1) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ â ãëàâíûõ êî-
îðäèíàòàõ (îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè âðåìåíè); äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è íîðìàëüíûõ ôîðì, îïèñàííûå â [5]:

⎩
⎨
⎧

≠
=λ

=
⎩
⎨
⎧

≠
=

==ω ∫∫∑
∞

= .,0
,,

,,0
,,1

,)()(),(
41

0

1

01 ji
jidxXKX

ji
ji

dxXXtTxXtx i
jiji

i
ii (2)

Çäåñü λi − ñîáñòâåííûå ÷èñëà óðàâíåíèé áàëêè, àíàëîãè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áàëêè
â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ïàðàìåòðû Xi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ôîðìû áàëêè. Çíà÷åíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ôóíêöèé ôîðìû íàõîäÿòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé êîíñîëüíîé
áàëêè, îïèñûâàåìîé ôóíêöèåé Êðûëîâà [6]. Ïðåîáðàçîâàíèå (1) ê ãëàâíûì êîîðäè-
íàòàì îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:
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44 ∫∫ +−=λ+βλ+ dxXtvdxxxufXTTT iniiiiii
&&& (3)

Ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ óïðàâëåíèÿ ïîïåðå÷íûìè êîëåáà-
íèÿìè áàëêè ïðè âíåøíåì âîçìóùåíèè. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè èñïîëíèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, ÷òî âíîñèò âåñüìà çíà-
÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ïîïåðå÷íûìè êîëåáà-
íèÿìè.

3. Àêòèâíîå ãàøåíèå êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïüåçîêåðàìè÷åñêóþ ïëàñòèíó ñ
ïðèêðåïëåííûìè ê íåé ñ îáåèõ ñòîðîí ýëåêòðîäíûìè îáêëàäêàìè (ðèñ. 3), ÷åðåç
êîòîðûå îñóùåñòâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå ïðè ïîìîùè èçìåíåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèà-
ëîâ ìåæäó íèìè. Ïüåçîêåðàìè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé íå ïîêðûò ýëåêòðîäíîé
îáêëàäêîé ñ îáåèõ ñòîðîí, áåñïîëåçíî èñïîëüçîâàòü êàê àêòèâíûé ìàòåðèàë.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè è äåôîðìàöèè äëÿ ïüåçîêåðàìèêè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:
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},]{[}]{[}{ EdTsS +=

},]{[}{][}{ T ETdD ε+=
(4)

ãäå {S}, {T} − âåêòîðû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ, [s] − ìàòðèöà óïðóãîé ïîäàòëè-
âîñòè, [d ] − òåíçîð ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò, [ε] − òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò, {E} − âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, {D} − âåêòîð ýëåêòðè÷åñ-
êîé èíäóêöèè. Â óðàâíåíèÿõ (4) ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò îáðàòíûé ýôôåêò, à
âòîðîå − ïðÿìîé. Òàê êàê ïåðåìåííûå âçàèìîñâÿçàíû ïîïàðíî, òî ëþáàÿ ïàðà ìåõà-
íè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå íåçàâèñè-
ìîé ïàðû [7].

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ:
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ãäå [c] − ìàòðèöà óïðóãîñòè, [e] − ìàòðèöà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò.
Äëÿ ñëó÷àÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïëàñòèíû, ïîëÿðèçîâàííîé âäîëü îñè z, ðàáî-

òàþùåé íà ÷èñòûé èçãèá (S1 = −zω″), ïðèëîæåííîé ê áàëêå íà èíòåðâàëå ],[ 0
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* ,,H2
2
1 )( )( (5)

ãäå c11 − ìîäóëü óïðóãîñòè ïüåçîêåðàìèêè, e31 = d31c11; )( 0
2

0
1 ,H xx  − ôóíêöèÿ Õåâè-

ñàéäà, îïèñûâàþùàÿ ìåñòîïîëîæåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïðèìåíÿÿ ïðèí-
öèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé áàëêè ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå:
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ãäå V = E3hp − íàïðÿæåíèå, ïîäàâàåìîå íà ïüåçîñëîé; hp − âûñîòà ïüåçîñëîÿ; bp −
øèðèíà ýëåêòðîäíîé îáêëàäêè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè èçìåíå-
íèÿ øèðèíû, ïîýòîìó ïðèíèìàåì ),(max0 xbb pp = ,)()( 0 xbbxb ppp = )(xbp  − áåçðàç-
ìåðíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíåíèÿ øèðèíû ýëåêòðîäíîé îáêëàäêè âäîëü äëèíû. Òàêèì îá-
ðàçîì, óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñ ó÷å-
òîì òðåíèÿ è ïðèëîæåííûì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì ñ ýëåêòðîäíîé îáêëàäêîé
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû íà èíòåðâàëå (x1

0, x2
0) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Ðèñ. 3. Êîíñîëüíàÿ áàëêà ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì âäîëü âñåé åå äëèíû

hp

lp

bp

Ýëåêòðîäíàÿ
îáêëàäêà

Ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ
ïëàñòèíà

V
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,),H()( )( 21 UxxxbKK pγ=ω+ωβ+ω &&& (7)
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− áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ;
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,),( =

− áåçðàçìåðíûé èíòåðâàë ïðèëîæåíèÿ ïëàñòèíû; U − áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå,
ïîäàâàåìîå íà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, ÿâëÿþùååñÿ óïðàâëåíèåì:

,
1

)2()1( )(∑
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θ+θ=
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i
iiii TTU & (8)

)2()1( , ii θθ  − êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè ïðè ïåðåìåùåíèè è ñêîðîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî, m − ÷èñëî ïåðâûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîä.

Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ãàøåíèÿ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè îáû÷íî îñíîâûâàåòñÿ
íà ðåçóëüòàòàõ ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷: ïåðâàÿ èç íèõ ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðåíèåì ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèé, ãäå äèññèïàöèÿ ñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ â çàòóõàíèè êîëåáàíèé, à ñêî-
ðîñòü çàòóõàíèÿ êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàåò äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû, à âòî-
ðàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðåíèåì âûíóæäåííûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé [8].
Òàêæå ãàøåíèå êîëåáàíèé ñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ â îãðàíè÷åíèè ðåçîíàíñíûõ àì-
ïëèòóä. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû âèáðîãðàììû äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ýëåêòðîä-
íîé îáêëàäêîé, ðàñïðåäåëåííîãî âäîëü âñåé äëèíû áàëêè (ñì. ðèñ. 3).

″

Ðèñ. 4. Âèáðîãðàììû ñâîáîäíûõ (à) è âûíóæäåííûõ (á) êîëåáàíèé ñèñòåìû

Âðåìÿ

À
ìï

ëè
òó

äà

0

0

À
ìï

ëè
òó

äà

Âðåìÿ
á)

à)

Ãàøåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
Ãàøåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
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Èç ïðèâåäåííûõ âèáðîãðàìì ñîáñòâåííûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé áàëêè ñ
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì, ðàñïðåäåëåííûì âäîëü âñåé äëèíû, î÷åâèäíî âîçäåé-
ñòâèå óïðàâëåíèÿ. Íî âûáîð ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ óïðàâëåíèÿ òàêîé îáðàò-
íîé ñâÿçè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû,
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì çàäà÷à îäíîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

4. Ïîñòàíîâêà äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà ïîñòàâëåííîé â ï. 1 çàäà÷è ê çàäà÷å òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ îáóñëîâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ïîèñê àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì îïòèìàëüíîãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè ãàøåíèÿ (ïåðåìåùåíèå
êîíöà áàëêè è óïðàâëÿåìîå íàïðÿæåíèå) õîòÿ áû äëÿ òðåõ ìîä ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ãðî-
ìîçäêèì, òðóäíî îñóùåñòâèìûì, à ðåøåíèå ìåòîäîì ïåðåáîðà íå âñåãäà ìîæåò äàòü
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ñâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó óïðàâëÿåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ âûõîäàìè:

,vBVBATT vu ++=&

,1 CTz = (9)

,2 Duz =

ãäå T
11 )...,...( mm TTTTT &&= − âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; A − ìàòðèöà óïðàâëåíèÿ; Bu, Bv − âåê-

òîðû óïðàâëåíèÿ è âîçìóùåíèÿ; v − âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó; z1, z2 − âûõîä-
íûå çíà÷åíèÿ ñèñòåìû − ïåðåìåùåíèå ñâîáîäíîãî êîíöà áàëêè è íàïðÿæåíèå, ãåíå-
ðèðóåìîå îáðàòíîé ñâÿçüþ (êðèòåðèè ýôôåêòèâíîñòè ãàøåíèÿ). Äëÿ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè îòíîñèòåëüíî äâóõ êðèòåðèåâ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ëèíåé-
íûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ, ðåàëèçîâàí-
íûõ â ïàêåòå ÌÀÒLAB.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ äîñòèãíóò ïðîãðåññ â ðåøå-
íèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òàêèìè êðèòåðèÿìè, êàê H∞- è H2-íîðìû,
èìåþùèìè êîððåêòíûå ôèçè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè â âèäå óðîâíåé ãàøåíèÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ èëè ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ðàññìîòðå-
íèå ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ñ ýòèìè êðèòåðèÿìè âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóä-
íîñòè. Â îñíîâíîì ýòè òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñî ñëîæíîñòüþ õàðàêòåðèçàöèè ìíîæå-
ñòâà Ïàðåòî è íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîé ìíîãîöåëåâîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ áû îïðåäåëÿëà ýòî ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî
êàæäûé èç êðèòåðèåâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà ñ
ìàòðèöåé, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè èëè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ, à ñêàëÿðíàÿ îïòèìèçàöèÿ ìíîãîöåëåâîé ôóíêöèè â âèäå òîé èëè èíîé
ñâåðòêè ïðèâîäèò â îáùåì ñëó÷àå ê áèëèíåéíîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî
ìàòðèö ýòèõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè ðåãóëÿòîðà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû çà÷àñòóþ ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå î ðàâåíñòâå ìåæäó
ñîáîé âñåõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ÷òî âíîñèò êîíñåðâàòèçì â ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó
[9−13]. Ïðè ýòîì áåç îòâåòà îñòàåòñÿ ãëàâíûé âîïðîñ: â êàêîé ìåðå ïîëó÷àåìûå
çàêîíû óïðàâëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî?

Â ïóáëèêàöèÿõ [14−18] ïî ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ êðèòåðèÿìè â âè-
äå H∞- è γ0-íîðì â äåòåðìèíèðîâàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ áûëè íàéäå-
íû ñóáîïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî çàêîíû óïðàâëåíèÿ, îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè êîòîðûõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûìè ïî Ïàðåòî çàêîíàìè íå ïðåâûøàþò ,/1 NN−  ãäå
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N − ÷èñëî êðèòåðèåâ. Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ H2-íîðìó [19, 20].
Èñïîëüçîâàíèå äâóõ êîíêóðèðóþùèõ âûõîäîâ ñâÿçàíî ñ ïðèâåäåíèåì çàäà÷è ê ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, òàê êàê îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ íàêëàäûâàåò îï-
ðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.

Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèîíàë, îáúåäèíÿþùèé îáà êðèòåðèÿ, äëÿ ýòîãî îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñâåðò-
êà. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ðåàëèçîâàíà ñâåðòêà Ãåðìåéåðà, òàê êàê ðåøåíèå â
ðàìêàõ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà äëÿ îáîáùåííîé H2-íîðìû äàåò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ:
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Ïîèñê îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ êðèòåðèåâ ðåàëè-
çóåòñÿ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè, îïèñûâàþùèìè íàõîæäåíèå îáîá-
ùåííîé H2-íîðìû:
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ãäå Z = θY, Y = X −1 − îáðàòíàÿ ìàòðèöà Ëÿïóíîâà. Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ áóäåò ïàðåòî-
ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ âûõîäîâ − ïðîãèáà êîíöà áàëêè
è çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç âûðàæåíèé:
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Òàêèì îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, è íåîáõîäèìî íàéòè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü àêòèâíîãî ãàøåíèÿ áàëêè
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè ñ ðàçëè÷íîé ôîðìîé ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê.

5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àêòèâíîãî ãàøåíèÿ êîëåáàíèé áàëêè
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè ðàçëè÷íîé ôîðìû

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðèëîæåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ, èñïîëüçóÿ
ìîäåëü àêòèâíîãî ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ïðè ïðîèçâîëüíîé ôîðìå ýëåêòðîäíîé  îá-
êëàäêè (7) (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Ïðèëîæåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ ñ ïðÿìîóãîëüíîé (à)
è òðåóãîëüíîé (á) ôîðìàìè ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê

à)                                                     á)

hp

lp

Ïðÿìîóãîëüíàÿ
ýëåêòðîäíàÿ

îáêëàäêà
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Òðåóãîëüíàÿ
ýëåêòðîäíàÿ

îáêëàäêà
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Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ñ ýëåêòðîäíîé îáêëàäêîé, îñíîâûâàÿñü íà ïîëó-
÷åííûõ ñ ïîìîùüþ (7) ðåçóëüòàòàõ, ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèå â ãëàâíûõ êîîðäèíà-
òàõ:

.)()( )( 21 UxxxxKK −δ′+−δ′−γ=ω+ωβ+ω &&& (12)

Ïîñëå îòêðûòèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðè÷åñ-
êèõ ñâîéñòâ òâåðäûõ äèýëåêòðèêîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû Ïüåð Êþðè ñôîð-
ìóëèðîâàë äîñòàòî÷íî îáùèé ïðèíöèï, êîòîðûé òåïåðü íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì
Êþðè. Ñìûñë åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÿâëåíèå îáëàäàåò âñåìè ïðèçíàêàìè ñèììåò-
ðèè, êîòîðûìè îáëàäàåò ïðè÷èíà, èõ ïîðîäèâøàÿ; àñèììåòðèÿ ÿâëåíèÿ ïðåäîïðå-
äåëåíà àñèììåòðèåé ïðè÷èíû. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîóðàâíîâåøèâàþùèìñÿ, òî âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè ïüåçîýëåìåí-
òà äëÿ ñëó÷àÿ ïîïåðå÷íîé àñèììåòðèè. Íàïðèìåð, êàêîâî áóäåò ïîâåäåíèå è âëèÿ-
íèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ïðè èçìåíåíèè ôîðìû ýëåêòðîäíûõ îáêëàäîê è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ãåíåðèðóåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê? Îò ôîðìû ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêò-
ðîäíûõ îáêëàäîê çàâèñèò õàðàêòåð ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, ïðåäñòàâëåííîé ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, ïîêðûòûé
òðåóãîëüíîé ýëåêòðîäíîé îáêëàäêîé ñ äâóõ ñòîðîí (ðèñ. 6).

Óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè ñ òðåóãîëüíîé íàêëàäêîé çàïèøóòñÿ
òàê:
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Òàêèì îáðàçîì, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû îáêëàäîê ïðè
ïîäà÷å íàïðÿæåíèÿ ìîæíî îïèñàòü êàê ìåõàíè÷åñêèå íàãðóçêè, íàõîäÿùèåñÿ ïîä
óïðàâëåíèåì âíåøíåãî èñòî÷íèêà ýíåðãèè ñ îãðàíè÷åííûì ðåñóðñîì:

),()1(44 tvUXMTTT ipiiiii +′−=λ+βλ+ &&&

),()( )()( 12
44 tvUxXxXMTTT iipiiiii +′−′−=λ+βλ+ &&& (14)

).())(( )()()( 112
44 tvUxXMxXxXTTT ipiipiiiii F +′−−−=λ+βλ+ &&&

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ, ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîãî âäîëü âñåé äëèíû áàëêè (ðèñ. 7à), − ñâîåãî ðîäà íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûé è ïðåäåëüíûé ñëó÷àé. Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ïüåçî-
ñëîÿ ñ ïðÿìîóãîëüíîé è òðåóãîëüíîé îáêëàäêàìè ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 7á, â).

Ðèñ. 6. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ñëîé ñ òðåóãîëüíîé ýëåêòðîäíîé îáêëàäêîé

y

bp

x1 x2

x
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6. Ðåçóëüòàòû

Âñå ðàñ÷åòû ïðèâîäèëèñü äëÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà γ = 0,0516 (ñì. (7)). Íà
ðèñ. 8 ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî êðèòåðèåâ (11).

Ñóäÿ ïî ïðèâåäåííûì îïòèìàëüíûì ïàðåòî-ìíîæåñòâàì, ýôôåêòèâíîñòü ïüåçî-
ñëîÿ ñ ïðÿìîóãîëüíîé îáêëàäêîé âûøå, ÷åì ó ïüåçîñëîÿ ñ òðåóãîëüíîé îáêëàäêîé,
ïðè îáîèõ ðåæèìàõ ýêñïëóàòàöèè. Êàçàëîñü áû, ÷òî âîçìîæíî ãîâîðèòü î íåýôôåê-
òèâíîì èñïîëüçîâàíèè ïüåçîñëîÿ ñ òðåóãîëüíîé îáêëàäêîé äëÿ çàäà÷ àêòèâíîãî ãà-
øåíèÿ êîíñîëüíîé áàëêè, íî äàëåå ïðèâîäèòñÿ âèáðîãðàììà äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ýêñ-
ïëóàòàöèè îòíîñèòåëüíî âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû (ðèñ. 9).

Èç âèáðîãðàìì âèäíî, ÷òî ïðè ðàáî÷åì íàïðÿæåíèè (ðèñ. 9à) ðàçíèöà ìåæäó
âèáðîãðàììàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáêëàäîê ìèíèìàëüíà, íî ïðè ïðåäåëüíîì íàïðÿ-
æåíèè îòëè÷èÿ âèáðîãðàìì (ðèñ. 9á) çàìåòíåå, íî âñå ðàâíî íåçíà÷èòåëüíû. Äëèíà
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ áûëà â 5 ðàç ìåíüøå äëèíû áàëêè, à òîëùèíà ñëîåâ ìåíüøå
íà ïîðÿäîê.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè òîíêèõ ïüåçîñëîåâ ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé â ñëó÷àå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà
êîíñîëüíóþ ìåòàëëè÷åñêóþ áàëêó êàê äëÿ ñëó÷àÿ ïðåäåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ, òàê è äëÿ ðàáî÷åãî íàïðÿæåíèÿ.

Ðèñ. 8. Îïòèìàëüíûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé

J2

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè ïðåäåëüíîì íàïðÿæåíèè
0                    1                 2                 3                 4                J1

Ïüåçîñëîé âäîëü
âñåé äëèíû
Ïðÿìîóãîëüíàÿ
îáêëàäêà
Òðåóãîëüíàÿ
îáêëàäêà

2

4

8

2

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðè ðàáî÷åì íàïðÿæåíèè

Ðèñ. 7. Ìåõàíè÷åñêèå íàãðóçêè ïüåçîñëîåâ ñ îáêëàäêàìè ðàçëè÷íûõ ôîðì:
ðàñïðåäåëåííîé âäîëü âñåé äëèíû (à); ïðÿìîóãîëüíîé (á); òðåóãîëüíîé (â)

à)                                                á)                                            â)

Mp

Mp Mp
Mp

Fp
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ â ñèñòåìå àêòèâíîãî ãà-
øåíèÿ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ â êà÷åñòâå èñïîëíèòåëüíîãî óñòðîéñòâà àêòèâíîãî
ãàøåíèÿ ââåäåíû äâà ñâÿçàííûõ êðèòåðèÿ: óðîâåíü íàïðÿæåíèÿ, ïîäàâàåìîãî íà
ïüåçîñëîé, è óðîâåíü ïðîãèáà êîíöà áàëêè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
âûáðàííûõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé è òðåóãîëüíîé ôîðì îáêëàäîê, êîòîðûå
ñðàâíèâàëèñü ñ âàðèàíòîì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî âñåé äëèíå ïüåçîñëîÿ.

Èñõîäÿ èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà, áûëî âûâåäåíî âëèÿíèå ýëåêòðîäíîé ôîðìû
íà ãåíåðèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê (7).
Ïîëó÷åíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî äâóõ êðèòåðèåâ ïàðåòî-ýôôåêòèâíîñòü ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîé ïëàñòèíû ñòàíäàðòíûõ ðàçìåðîâ ñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìîé ýëåêòðîäíîé îá-
êëàäêè ïîêàçûâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ òðåóãîëüíîé îáêëàäêîé.
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ACTIVE DAMPING OF TRANSVERSE VIBRATIONS OF CONSOLE BEAM
 BY PIEZOELECTRIC LAYER WITH DIFFERENT ELECTRODE SHAPES

OF DAMAGED MEDIA

Petrakov E.V.1, Lotfi Pour H.2, Drobny E.V.3

1Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

2Zagros petrochemical company, Tabriz, Iran
3Belarusian National Technical University, Minsk, Belarus

The damping efficiency is considered for a console beam described by a linear viscosity Bernoulli−
Euler model. The article presents the methods of damping transverse vibrations implemented by a
dynamic damper from a piezoelectric layer distributed symmetrically along the axis of symmetry
of the beam. Piezoelectric layers with a triangular and rectangular shape of electrode plates are
considered, which affects the nature of mechanical stresses upon application of electrical voltage.
The electrode plates are thin layers made of nickel or silver several microns thick and located
normal to the polarization axis, that is, along the length of the piezoceramic plate. The control of
the piezoelectric layers is realized by changing the potential difference between the electrode plates,
while the piezoelectric material uncoated by the electrode plate on both sides is useless to use as an
active material. Mathematical models of the effect of piezoelectric elements on the cantilever
beam are derived from the Hamilton principle. The Pareto-efficiency of quenching by piezoelectric
plates with different electrode shapes is evaluated relative to two criteria: the level of control
voltage and the maximum deflection of the beam. To compare the results with the best variant of
vibration damping, in this formulation, the result of  vibration damping for a beam with piezoelectric
layer applied along the entire length is given. The damping efficiency  was confirmed in an applied
and particular example by means of vibrograms. The synthesis of Pareto-optimal controls is based
on the Germeier convolution, and the search for optimal feedback is based on the application of
the theory of linear matrix inequalities and effective algorithms for solving them.

Keywords: vibration damping, distributed system, piezoelectrics, Bernoulli−Euler model, generalized
H2-norm, Pareto set, linear matrix inequalities.


