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Èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ïîðîâÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå. Îä-
íèì èç êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ â èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîëíîñòüþ
íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñòàëî ïðåäñêàçàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõ òèïîâ
âîëí: áûñòðîé è ìåäëåííîé ïðîäîëüíûõ âîëí è ïîïåðå÷íîé âîëíû. Áûñòðàÿ
ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ âîëíû ïî ñâîåé ïðèðîäå áëèçêè ê âîëíàì â óïðóãîé
ñðåäå. Èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìîäåëèðîâàíèþ ìåäëåííîé âîëíû ðàñòÿæå-
íèÿ-ñæàòèÿ â ïîðîâÿçêîóïðóãîé ñðåäå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ. Ïîðîâÿçêîóïðóãàÿ ïîñòàíîâêà îïèðàåòñÿ íà ìîäåëü Áèî ïîëíîñòüþ íàñû-
ùåííîãî ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Òå-
îðèÿ Áèî ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè íà ñëó÷àé
äâóõôàçíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç óïðóãîãî ñêåëåòà ñ ïîðàìè è íàïîëíèòåëÿ.
Ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóï-
ðóãîãî ïîâåäåíèÿ ñêåëåòà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà. Êðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ
ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ãðàíè÷íî-
ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè èñïîëüçîâàíû ÷åòûðåõóãîëüíûå âîñüìèóçëîâûå
áèêâàäðàòè÷íûå ýëåìåíòû, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Àïïðîêñèìàöèÿ
îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ïîñòðîåíà ïî ñîãëàñîâàííîé ìîäåëè. ×èñ-
ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì Ãàóññà ñ
ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìîâ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà è óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòåé.
Ðåøåíèå èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ëàïëàñà, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ÿâíîì âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ
âàðèàíò àëãîðèòìà Äóðáèíà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïî ÷àñòîòå. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ðåøåíà çàäà÷à î äåéñòâèè ñèëû íà òîðåö ïîðîâÿçêîóïðóãîé êîíñîëè. Ïðèâåäå-
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íû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âîçáóæäåíèÿ ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû â
çàâèñèìîñòè îò ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà íà ðåøåíèÿõ äëÿ ïåðåìåùåíèé è
ïîðîâûõ äàâëåíèé. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà ìîäåëè âÿçêîóï-
ðóãîãî ìàòåðèàëà íà äèíàìè÷åñêèå îòêëèêè ïåðåìåùåíèé è ïîðîâûõ äàâëå-
íèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðîóïðóãîñòü, ïîðîâÿçêîóïðóãîñòü, ìåòîä ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìåòîä ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ìåòîä Äóðáèíà.

Ââåäåíèå

Øèðîêèé ñïåêòð åñòåñòâåííûõ è èñêóññòâåííûõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò áûòü ðàñ-
ñìîòðåí êàê ïîðèñòàÿ ñðåäà, íàïðèìåð ñêàëüíûå ïîðîäû, ïî÷âû, íåêîòîðûå áèîëî-
ãè÷åñêèå òêàíè, êîñòè, ãóáêè è ðàçëè÷íûå êåðàìèêè è ò.ï. Ïîä ïîðèñòîé ñðåäîé
ïîíèìàåòñÿ òâåðäîå òåëî ñ ñèñòåìîé âçàèìîñâÿçàííûõ ïîð, çàïîëíåííûõ æèäêî-
ñòüþ èëè ãàçîì. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì àñïåêòîì ìíîãèõ èíæåíåðíûõ íàóê, òàêèõ êàê ãåîôèçèêà, ãåîìåõàíèêà, ñåéñ-
ìîëîãèÿ, áèîèíæåíåðèÿ. Ïðèìåíåíèå óïðóãîé èëè âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè ìàòåðèàëà
çà÷àñòóþ íå ìîæåò îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ, è âîçíèêàåò íå-
îáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ìîäåëåé, ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ïîðîóïðóãèõ òåëàõ. Òàê, áûëà
ðàçâèòà è èñïîëüçóåòñÿ â íàøè äíè ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîðîóïðóãîãî ìàòå-
ðèàëà, â êîòîðîé ôàçû ñêåëåò è íàïîëíèòåëü ïðèñóòñòâóþò â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà. Îäíàêî â äîïîëíåíèå ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì ýôôåêòàì ïîâåäåíèÿ ïîðèñ-
òîãî ìàòåðèàëà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèç-
ìîâ. Íàïðèìåð, íåêîòîðûå ñêàëüíûå ïîðîäû ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü âÿçêîóïðóãîå
ïîâåäåíèå ñàìè ïî ñåáå, íåçàâèñèìî îò íàïîëíÿþùåé èõ æèäêîñòè. Ýòîò ýôôåêò
ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàí äîïîëíåíèåì âÿçêîóïðóãîãî ìåõàíèçìà íà ìàêðîóðîâíå.
Ñêåëåò ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ïðèíèìàåòñÿ âÿçêîóïðóãèì.

Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ áåðåò íà÷àëî ñ îò-
êðûòèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çàêîíà ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ïîðèñòîì ìàòåðèàëå [1].
Â ñòàòüå Ôðåíêåëÿ [2] âûâåäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
îïèñûâàþò àêóñòèêó èçîòðîïíîãî ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Òåîðèÿ äâóõôàçíîãî ïî-
ðèñòîãî ìàòåðèàëà, ñîñòîÿùåãî èç ñêåëåòà è íàïîëíèòåëÿ, áûëà ïðåäëîæåíà Áèî â
ïóáëèêàöèÿõ [3, 4]. Òåîðèÿ Áèî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè äëÿ ñëó÷àÿ ïîðîóïðóãîñòè. Ó÷åò âÿçêîóïðóãèõ ýôôåêòîâ â ïîðîóïðóãîé ñðåäå òàê-
æå áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí Áèî [5]. Äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïîðîóïðóãèõ/
ïîðîâÿçêîóïðóãèõ òåë è ñðåä èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ â ëèòåðàòóðå [6−12].

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ðåøåíèå ñèñòåìû ãðàíè÷íî-âðåìåí-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íåïîñðåäñòâåííî â ÿâíîì âðåìåíè [13] è ïðèìåíåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè Ëàïëàñà ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ [14−16]. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü êîððåêòíîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ îðèãèíàëà ðåøåíèÿ. Â 1974 ãîäó Äóðáèí
ïðåäëîæèë ïîäõîä, íàçâàííûé áûñòðûì îáðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ [17]. Âïîñëåäñòâèè íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Äóð-
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áèíà áûëè ïðåäëîæåíû X. Zhao äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íåäîñòàòêîâ ïîñòîÿííîãî øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ â áûñòðîì îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [18].

Ìîäåëü Áèî êîððåêòíî îïèñûâàåò ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîé ïîðèñ-
òîé ñðåäû è ïîòîê æèäêîñòè â íåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáúåìå ïîðîóïðóãîãî
ìàòåðèàëà ñîäåðæèòñÿ äâóõôàçíûé ìàòåðèàë: ïåðâàÿ ôàçà − óïðóãèé ñêåëåò, âòîðàÿ −
íàïîëíèòåëü â ïîðàõ. Îáå ôàçû ïðèñóòñòâóþò â êàæäîé òî÷êå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, à ðàñïðåäåëåíèå ôàç â ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè òèïà ïîðèñòîñòè. Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëè Áèî ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçà-
íèå ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå äâóõ ïðîäîëüíûõ âîëí − áûñòðîé è ìåäëåí-
íîé. Ìåäëåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà âûçâàíà ïåðåìåùåíèåì ÷àñòèö ôëþèäà ïîð îò-
íîñèòåëüíî ïîðèñòîãî ñêåëåòà è ñâîéñòâåííà òîëüêî ïîðèñòûì ñðåäàì. Áûñòðàÿ ïðî-
äîëüíàÿ âîëíà ïî ñâîåé ïðèðîäå áëèçêà ê ïðîäîëüíîé âîëíå ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ â
óïðóãîì ìàòåðèàëå, â òî âðåìÿ êàê ìåäëåííàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé èìåííî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà. Ìåäëåííóþ ïðîäîëüíóþ âîëíó ãîðàçäî ñëîæ-
íåå çàôèêñèðîâàòü, îíà îáëàäàåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé àìïëèòóäîé, è äëÿ åå ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñêóññòâåííî çàâûøàòü ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà [19]. Êðîìå
òîãî, ôðèêöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå âÿçêîãî ôëþèäà è ñêåëåòà ïðèâîäèò ê çíà÷è-
òåëüíîé äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñðåäå, êîòîðàÿ â ðåçóëüòàòå äåìîíñòðèðóåò âÿçêî-
óïðóãîå ïîâåäåíèå. Âÿçêîóïðóãîå ïîâåäåíèå ïîðîóïðóãîé ñðåäû òàêæå ìîæåò áûòü
îáóñëîâëåíî âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè ñêåëåòà [20]. Îäíîìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå äëÿ ïîðîâÿçêîóïðóãîãî ñòåðæíÿ äëÿ ìîäåëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà áûëî ïîëó-
÷åíî â ñòàòüå [10]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âÿçêîñòè íà äèíàìè÷åñ-
êèå îòêëèêè â ïîðîâÿçêîóïðóãîì òåëå, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ ìåäëåí-
íîé ïðîäîëüíîé âîëíû.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

1.1. Ïîðîóïðóãàÿ ïîñòàíîâêà. Ðàññìîòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå òåëî Ω â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Ox1x2x3, Γ=

Ω∂=  − ãðàíèöà òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω − èçîòðîïíîå ïîðîóïðóãîå òåëî.
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè Áèî â îáîáùåííûõ ïåðåìåùå-

íèÿõ iu  è ïîðîâûõ äàâëåíèÿõ ip  â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð ïðåîáðàçî-
âàíèÿ s) èìååò âèä [12]:
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ãäå G, K − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; φ − ïîðèñòîñòü; k − ïðîíèöàåìîñòü; ψ = 1 − K/Ks −
êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíûõ íàïðÿæåíèé Áèî; ρ, ρa, ρf  − ïëîòíîñòè ñêåëåòà, ïðèñîå-
äèíåííîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû; a,Fi  − îáúåìíûå ñèëû.

Òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

,31,, ),,(),(),(),,(),( 44 =Γ∈=== lsfspsusfsu ull xxxxxx (4)
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;31,,),,(),(),(),,(),( 44 =Γ∈=== lsgsqstsgst tll xxxxxx (5)

Γu è Γt − ÷àñòè ãðàíèöû Γ, ãäå çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ
lu  è îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòíûå óñèëèÿ lt ; ),(),(4 spsu xx =  − ïîðîâîå äàâëåíèå,

),(),(4 sqst xx =  − ïîòîê.
1.2. Ïîðîâÿçêîóïðóãàÿ ïîñòàíîâêà. Ïîðîâÿçêîóïðóãîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ íà

îñíîâå óïðóãîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Ñêåëåò ïîðèñòîãî
ìàòåðèàëà ïðèíèìàåòñÿ âÿçêîóïðóãèì ñ ôóíêöèÿìè ìàòåðèàëà )(sKK =  è =G

).(sG=  Ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà:

,1)1()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−θ⋅= ∞
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.1)1()( ⎥
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⎤
⎢
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−θ⋅= ∞

s
sGsG

Äëèòåëüíûå è ìãíîâåííûå ìîäóëè îáîçíà÷àþòñÿ èíäåêñàìè «∞» è «0» ñîîòâåòñòâåí-
íî è ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

.
00

∞∞ ==θ
G
G

K
K

2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ

2.1. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûé ïîäõîä. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)−(5) ðåøàåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðÿìîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, îïèðàþùåãîñÿ íà ñîâîêóïíîå ïðè-
ìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, è ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÃÈÓ) äëÿ òðåõìåðíîé èçîòðîïíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÃÈÓ [15]:

,0)(),(),,(),(),,(),(),,(),( )(∫
Γ

Ω =Γ−−+α yyyxxyxyyxx dstsUsusTsusTsu kikk
S

ikkiki

,, Γ∈yx
ãäå x − ýòî òî÷êà êîëëîêàöèè, y − òî÷êà íàáëþäåíèÿ; ki tu è  − îáîáùåííûå ïåðåìå-
ùåíèÿ è ïîâåðõíîñòíûå óñèëèÿ  â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ïîðîâÿçêîóïðóãîñòè, ;4,1,

___
=ki

ikik TU è  − ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå è ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ; 
S

ikT  − ñòà-
òè÷åñêàÿ ÷àñòü ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ; êîýôôèöèåíò αΩ ðàâåí 1 â ñëó÷àå êîíå÷íîé
îáëàñòè Ω è ðàâåí −1 â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé îáëàñòè Ω.

Ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî íà áàçå ìåòîäà ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ÃÈÓ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðèì åå ðàçáèåíèå íà ñîâî-
êóïíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ñ÷èòàþòñÿ âûðîæäåííûìè ÷åòûðåõóãîëüíûìè
ýëåìåíòàìè (ðèñ. 1).

 Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ îòîáðàæàåòñÿ íà ýòàëîííûé: ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàò ξ =
= (ξ1, ξ2) ∈ [−1, 1]2 ëèáî òðåóãîëüíèê 0 ≤ ξ1 + ξ2 ≤ 1, ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0.

Îòîáðàæåíèå ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
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ãäå β(k, l) − ãëîáàëüíûé íîìåð óçëà, l − ëîêàëüíûé íîìåð óçëà â k-ì ýëåìåíòå, Nl(x)
− ôóíêöèè ôîðìû.

Óçëû èíòåðïîëÿöèè íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ãåîìåòðè÷åñêèõ óçëîâ íàëîæåííîé ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Ëîêàëüíàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñîãëàñîâàííîé èíòåðïîëÿöèîííîé ìîäåëè Ð.Â. Ãîëüäøòåéíà
[14]. Ñîãëàñíî ìîäåëè Ãîëüäøòåéíà, îáîáùåííûå ãðàíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîê-
ñèìèðóþòñÿ ïî áèëèíåéíûì ãðàíè÷íûì ýëåìåíòàì, â òî âðåìÿ êàê îáîáùåííûå
óñèëèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ýëåìåíòàõ ïîñòîÿííûìè. Äëÿ ìåòîäà êîëëîêàöèè âûáå-
ðåì ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì óçëîâ àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Â èòîãå ñôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) [15, 16]:
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ãäå Rl(ξ) − ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà, óðàâíåíèÿ
çàïèñàíû ñîîòâåòñòâåííî â óçëàõ àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìå-
ùåíèé è îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ÑËÀÓ:

},{}{][ BXA =
ãäå [A] − ïîëíîñòüþ çàïîëíåííàÿ íåñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà; {X} − âåêòîð íåèçâåñò-
íûõ âåëè÷èí, â êîòîðîì îáúåäèíåíû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû èñêîìûõ
îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé; {B} − âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-
øåíèÿ â ÿâíîì âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Äóðáèíà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [17, 18].

2.2. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (t ) äåéñòâè-
òåëüíîãî ïåðåìåííîãî t. Òîãäà ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:
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Ðèñ. 1. ×åòûðåõóãîëüíûå è òðåóãîëüíûå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû
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ãäå s − êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ, λ − ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî, âûáðàííîå òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè )(tf  ëåæàò ëåâåå
ïðÿìîé Re z = α.

Ïóñòü s = α + iω, òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà çàïèøåòñÿ â âèäå:

,)(Re1)0(
0

][∫
∞

ωω+α
π

= diff (6)

.0,sin)(Imcos)(Ree)(
0

}][][{ >ωωω+α−ωω+α
π

= ∫
∞λ

tdtiftiftf
t

(7)

Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Äóðáèíîì [16], ïðèíÿòî íàçûâàòü áûñòðûì îáðàùåíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â óðàâíåíèÿõ (6) è (7). Ïîçä-
íåå áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Äóðáèíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü
íåäîñòàòêè ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòîòå [17].

Ïóñòü R − íåêîòîðîå áîëüøîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òîãäà óðàâíåíèÿ (6) è (7)
çàïèøóòñÿ â âèäå:

,)(Relim1)0(
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][∫ ωω+α
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R
diff (8)

.0,sin)(Imcos)(Relime)(
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R

R

t
(9)

Îïðåäåëÿÿ òî÷êè 0 = ω1 < ω2 < … < ωn < ωn+1 = R, óðàâíåíèÿ (8) è (9) àïïðîêñèìè-
ðóåì òàêèì îáðàçîì:
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Íà êàæäîì îòðåçêå [ωk, ωk+1], ,,1 nk =  àïïðîêñèìèðóåì îòäåëüíî äåéñòâèòåëü-
íóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè :)( ω+α if

),()(Re
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ãäå
.)(Im,)(Re ][][ kkkk ifGifF ω+α=ω+α=

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (12) è (13) â (10) è (11) è ïðèìåíÿÿ ïðÿìîå èíòåãðè-
ðîâàíèå, èòîãîâûé àëãîðèòì çàïèøåì â âèäå:
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3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

3.1. Âûáîð àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î òðåõ-
ìåðíîì ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå, æåñòêî çàêðåïëåííîì ñ îäíîãî êîíöà è ïîäâåðæåí-
íîì îñåâîé íàãðóçêå â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà t2 = t2

*H(t), t2
* = −1 Í/ì2, íà äðóãîì

êîíöå (ðèñ. 2). Ïîðîóïðóãèé ìàòåðèàë − ïî÷âà ñ  ïàðàìåòðàìè ìîäåëè Áèî: K =
= 2,1⋅108 Í/ì2, G = 9,8⋅107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ = 0,48, Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2,  ρf =
= 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅ñ).

 Â äàííîì ïðèìåðå ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Äóðáèíà è åãî ìîäèôèêà-
öèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî óðàâíåíèÿ òåëî ïîêðûâàåòñÿ ãðàíè÷-
íî-ýëåìåíòíîé ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç 1152 ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Àëãîðèòì 1: îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîëó÷åíî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
äàííîé çàäà÷å àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà áîëüøîì ñïåêòðå (k = 1, 2, …, 40000,
ωmax = 1000).

Àëãîðèòì 2: ðåøåíèå âî âðåìåíè ïîëó÷åíî èç ÷èñëåííîãî ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Äóðáèíà ïðè ïîñòîÿííîì øàãå ïî
÷àñòîòå Δk = 0,5, k = 1, 2, …, 400, ωmax = 200. Âðåìÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñîñòàâèëî 2093,3 ñ.

Àëãîðèòì 3: ðåøåíèå âî âðåìåíè ïîëó÷åíî èç ÷èñëåííîãî ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Äóðáèíà, êîãäà øàã ïî ÷àñ-
òîòå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: Δk = ωk+1 − ωk, ωk = e(kx)m − 1, k = 1, 2, …, 400, ωmax =
= 200. Âðåìÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòàâèëî 2094 ñ.

Íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçàíû ïåðåìåùåíèÿ u2(t) è ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) â òî÷êå ñ

Ðèñ. 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

3 ì
1 ì

1 ì Î

Î Î
x1

x2

x3
t2 = t2

*H(t)

Ðèñ. 3. Ïåðåìåùåíèÿ u2(t) â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0,5; 1,5; 0,5)

u2⋅1010, ì

0               0,5              1,0               1,5             t⋅102, c

Ðåøåíèå 1
Ðåøåíèå 2
Ðåøåíèå 3

êîîðäèíàòàìè (0,5; 1,5; 0,5).

0

−2

−4

−6
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Ðåøåíèÿ 1−3 ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåííûì àëãîðèòìàì 1−3. Ïðåä-
ëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ïî ñðàâíåíèþ
ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Äóðáèíà. Ðåçóëüòàò ïî àëãîðèòìó 3 áëèæå ê àíàëèòè÷åñêî-
ìó ðåøåíèþ, íî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñóùåñòâåííî íå óâåëè÷èëîñü. Äàëåå âñå ðå-
çóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 3.

3.2. Ïîðîâÿçêîóïðóãèå ðåçóëüòàòû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ ïîðîâÿçêî-
óïðóãàÿ êîíñîëü. Îäèí êîíåö êîíñîëè æåñòêî çàêðåïëåí, íà äðóãîé äåéñòâóåò ñèëà â
âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà t2 = t2

*H(t), t2
* = −1 Í/ì2 (ñì. ðèñ. 2). Øèðèíà êîíñîëè 1 ì,

äëèíà 3 ì. Áàçîâûé ïîðîóïðóãèé ìàòåðèàë − ïî÷âà ñ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè Áèî: K =
= 2,1⋅108 Í/ì2, G = 9,8⋅107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ = 0,48, Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2,  ρf =
= 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅ñ). Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà
ñîñòîèò èç 1152 ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîðîâÿçêîóïðóãîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî
âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ θ = 10, γ = 10; 1; 0,1.

Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðåìåùåíèé è ïîðîâûõ äàâëåíèé ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âÿçêîñòè ìàòåðèàëà.

Ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåäëåííîé
ïðîäîëüíîé âîëíû. Ýòà âîëíà èìååò áîëüøóþ äèñïåðñèþ, è åå òðóäíî èäåíòèôèöè-
ðîâàòü, ïîýòîìó äëÿ åå îáíàðóæåíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íåîáõî-
äèìî èñêóññòâåííî óñòàíîâèòü âûñîêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè. Íà
ðèñ. 7, 8 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðîíèöàåìîñòè.
Íà ðèñ. 8 ïðîäåìîíñòðèðîâàí ýôôåêò âîçíèêíîâåíèÿ ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû
â ïîðèñòîì ìàòåðèàëå ïðè êîýôôèöèåíòå ïðîíèöàåìîñòè k = 3,55⋅10−5 ì4/(Í⋅ñ).

Ðèñ. 4. Ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0,5; 1,5; 0,5)

p, Í/ì2

0                 0,5               1,0                1,5             t⋅102, c−0,5

0

0,5

1,0

1,5

Ðåøåíèå 1
Ðåøåíèå 2
Ðåøåíèå 3

Ðèñ. 5. Ïåðåìåùåíèÿ u2(t) â òî÷êå (0,5; 1,5; 0,5) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âÿçêîñòè

u2⋅1010, ì

0                 0,5               1,0                1,5             t⋅102, c

Ïîðîóïðóãîå ðåøåíèå γ = 1 γ = 10 γ = 0,1

−6

−4

−2

0



424

Íà ðèñ. 9, 10 ïðèâåäåíû îòêëèêè ïîðîâûõ äàâëåíèé, êîãäà èçìåíÿåòñÿ ïàðà-
ìåòð âÿçêîñòè ñêåëåòà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè êîýôôè-
öèåíòà ïðîíèöàåìîñòè.

0                0,5              1,0               1,5             t⋅102, c

Ðèñ. 8. Ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) â òî÷êå (0,5; 1,5; 0,5) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà

p, Í/ì2

0

−1,0

−2,0

1,0

k = 3,55⋅10−9

k = 3,55⋅10−7

k = 3,55⋅10−5

k = ∞

u2⋅1010, ì

0                0,5               1,0               1,5             t⋅102, c

Ðèñ. 7. Ïåðåìåùåíèÿ u2(t) â òî÷êå (0,5; 1,5; 0,5) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
 ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà

−90

−70

−50

−30

−10
0

k = 3,55⋅10−9

k = 7,10⋅10−7

k = 3,55⋅10−7

k = ∞

Ðèñ. 6. Ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) â òî÷êå (0,5; 1,5; 0,5) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
âÿçêîñòè ìàòåðèàëà

p, Í/ì2

0                0,5              1,0              1,5            t⋅102, c

0,4

0

0,8

1,2

1,6

Ïîðîóïðóãîå ðåøåíèå

γ = 1
γ = 10

γ = 0,1
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðîâÿçêîóïðóãîé ñðåäû.
Ìîäåëèðîâàíèå ïîðîâÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà îñíîâàíî íà òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè
Áèî â ñî÷åòàíèè ñ ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ óïðóãîé è âÿçêîóïðóãîé ðåàêöèè. Ìåòî-
äû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíåíû äëÿ ðå-
øåíèÿ òðåõìåðíûå êðàåâûõ çàäà÷. Âÿçêèå ñâîéñòâà ñêåëåòà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà
îïèñûâàëèñü ìîäåëüþ ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà. Äëÿ àíàëèçà òðåõìåðíûõ
ïîðîâÿçêîóïðóãèõ çàäà÷ áûëà ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, îñíîâàííàÿ íà èíòåãðàëüíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Äóðáèíà ïðè-
ìåíåí äëÿ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ âî âðåìåíè.
Ïðîâåäåí àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè. Ïîëó÷åíû ÷èñëåí-
íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàãðóçêå òèïà Õåâèñàéäà, äåéñòâóþùåé íà ïîðîâÿçêîóïðó-
ãóþ êîíñîëü. Ñìîäåëèðîâàí ýôôåêò âîçáóæäåíèÿ ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû â
ïîðîâÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå âÿçêîóïðóãèõ ïàðàìåòðîâ íà
îòêëèêè ïåðåìåùåíèé è ïîðîâûõ äàâëåíèé íà ïðèìåðå çàäà÷è î ïðèçìàòè÷åñêîì
ïîðîâÿçêîóïðóãîì òåëå ïîä äåéñòâèåì ñèëû â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà. Ïðåäëî-
æåííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì, õîðîøî ïîäõîäÿùèì äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîé ïîðîâÿçêîóïðóãîñòè.

0               0,5              1,0               1,5             t⋅102, c
Ðèñ. 9. Ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âÿçêîñòè,

k = 3,55⋅10−7 ì4/(Í⋅ñ)

p, Í/ì2

1,5

1,0

0,5

−0,5

0

Ïîðîóïðóãîå ðåøåíèå

γ = 1
γ = 10

γ = 0,1

Ðèñ. 10. Ïîðîâûå äàâëåíèÿ p(t) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âÿçêîñòè,
k = 3,55⋅10−5 ì4/(Í⋅ñ)

0               0,5              1,0               1,5             t⋅102, c

p, Í/ì2

1,0

0

−1,0

Ïîðîóïðóãîå ðåøåíèå

γ = 1
γ = 10

γ = 0,1

−1,5

−0,5

0,5

1,5
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DYNAMICS OF POROVISCOELASTIC PRISMATIC SOLID
FOR VARIOUS VALUES OF MATERIAL PERMEABILITY
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In present paper wave propagation poroviscoelastic solids is studied. Study of wave propagation in
saturated porous media is an important issue of engineering sciences. The poroelasticity theory
was developed and nowadays is an important to engineering applications. Also research is dedicated
to modeling of a slow compressional wave in poroviscoelastic media by means of boundary-element
method. Poroviscoelastic formulation is based on Biot's model of fully saturated poroelastic media
with a correspondence principal usage. Standard linear solid model is employed in order to describe
viscoelastic behavior of the skeleton in porous medium. The boundary-value problem of the three-
dimensional dynamic poroviscoelasticity is written in terms of Laplace transforms. Direct approach
of the boundary integral equation method is employed. The boundary-element approach is based
on the mixed boundary-element discretization of surface with generalized quadrangular elements.
Subsequent application of collocation method leads to the system of linear equations, and then to
the solution in Laplace domain. Numerical inversion of Laplace transform is used to obtain time-
domain solution. The problem of the load acting on a poroelastic prismatic solid is solved by
means of developed software based on boundary element approach. An influence of permeability
of porous material on dynamic responses is studied. Slow wave phenomena appearance is
demonstrated. Viscosity parameter influence on dynamic responses of displacements and pore
pressure is studied.

Keywords: poroelasticity, poroviscoelasticity, boundary element method, Laplace transformation,
boundary integral equations, Durbin method.


