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Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è î ðàñøèðåíèè
ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, çàíè-
ìàåìîì ïëàñòè÷åñêîé ñðåäîé. Óäàðíàÿ ñæèìàåìîñòü ñðåäû îïèñûâàåòñÿ íà
îñíîâå ëèíåéíîé àäèàáàòû Ãþãîíèî. Ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ïîä÷è-
íÿåòñÿ êðèòåðèþ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïðåäåëüíóþ
âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðè-
åì Òðåñêà. Â ïðåäïîëîæåíèè æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ïðåíå-
áðåãàåòñÿ óïðóãèì ïðåäâåñòíèêîì), íåñæèìàåìîñòè çà ôðîíòîì óäàðíîé âîë-
íû è ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòîâ ïëàñòè÷åñêîé âîëíû è
ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû, îïðåäåëÿåìîé ëèíåéíîé àäèàáàòîé Ãþãîíèî, ñôîð-
ìóëèðîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòè è íà-
ïðÿæåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çà-
äà÷è â âèäå ñòàöèîíàðíîé áåãóùåé âîëíû − ïëàñòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî íåâîçìóùåííîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó. Ýòî ðåøåíèå
îáîáùàåò ïîëó÷åííîå ðàíåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñðåäû ñ óñëîâèåì ïëà-
ñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà.

Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû ìàêñèìàëü-
íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé
çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèàïàçîíà
ñêîðîñòåé ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, â êîòîðîì ïðèìåíèìî ïðîñòîå ðåøåíèå äëÿ
ñðåäû ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà. Ïîëó÷åííîå  ðåøåíèå ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ äëÿ îöåíêè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ âûñîêîñêîðîñòíîìó âíåäðåíèþ æåñò-
êèõ óäàðíèêîâ â ìàëîïðî÷íûå ãðóíòîâûå ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêàÿ ïîëîñòü, ðàñøèðåíèå, àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå, ïëàñòè÷íîñòü, óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà.
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Ââåäåíèå

Â òåîðèè âûñîêîñêîðîñòíîãî óäàðà è ïðîíèêàíèÿ îñîáàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ îïðåäå-
ëåíèþ ïàðàìåòðîâ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà [1−5],
õîðîøåé àïïðîêñèìàöèåé äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà æåñòêîãî óäàðíèêà ñ
ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé èëè
öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé â îáëàñ-
òè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðèìûêàþùåé ê ïîëîñòè, ðàçðàáîòàí ýôôåê-
òèâíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [6, 7], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå
çàäà÷è ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òî÷íîñòüþ. ×èñëåííûå ðåøå-
íèÿ çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ îöåíêè êîí-
òàêòíûõ íàïðÿæåíèé è ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ æåñòêèõ òåë â ãðóíò, áåòîí è
ìåòàëë äàíû â ñòàòüÿõ [6−13]. Â [14, 15] ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé
çàäà÷è, îñíîâàííîå íà ïðåäïîëîæåíèè î íåñæèìàåìîñòè ñðåäû çà ôðîíòîì óäàðíîé
âîëíû. Äèíàìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü ñðåäû õàðàêòåðèçóåòñÿ óäàðíîé àäèàáàòîé, ñî-
ïðîòèâëåíèå ñäâèãó îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà. Íà îñíî-
âå ïðåäëîæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ñèë
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîíèêàíèþ æåñòêîãî òåëà â ìÿãêèé ãðóíò [16]. Ïîëó÷åíû çàâèñè-
ìîñòè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âíåäðåíèþ æåñòêîé ñôåðû è
óäàðíèêà ñ êîíè÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ â ñóõîé è âîäîíàñûùåííûé ïåñîê [17].
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëåíèÿ ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîíèêàíèþ, ïîëó÷åííûõ
àíàëèòè÷åñêè, ÷èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïîêàçàëî èõ êà÷åñòâåííîå è êîëè÷å-
ñòâåííîå õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòåé óäàðà â äèàïà-
çîíå îò 50 äî 400 ì/ñ.

Â ïóáëèêàöèÿõ [18−20] ïðèâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå äàí-
íûå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá îãðàíè÷åííîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè ãðóíòà ïðè âûñî-
êèõ äàâëåíèÿõ. Êàê ïîêàçàíî â [20], íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò
äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ðàçáðîñà äàííûõ è îøèáîê èçìåðåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
äâóçâåííîé ëîìàíîé − ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ, êàê ýòî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ â óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà, è îãðàíè÷åííîñòü ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâè-
åì Òðåñêà. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîíèêàíèÿ æåñòêèõ òåë â ìÿãêèå ãðóí-
òû íà îñíîâå ìåòîäèêè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíî àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëà-
ñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà.

1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à î ðàñøèðåíèè ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ V ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè èç òî÷êè â áåçãðàíè÷íîé óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîé ñðåäå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ
çàêîíû íåðàçðûâíîñòè è èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â
ñôåðè÷åñêèõ ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ r, φ, ϕ. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàìûêàåòñÿ êîíå÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿåìû-
ìè èç ýêñïåðèìåíòà:

),(),( 21 θ=σ−σθ=σ φ ff rr (1)
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ãäå σr è σφ = σϕ − ðàäèàëüíàÿ, îêðóæíàÿ è ìåðèäèîíàëüíàÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé Êîøè (ïðèíèìàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïðè ñæàòèè), θ = 1 − ρ0/ρ − îáúåì-
íàÿ äåôîðìàöèÿ, ρ0 è ρ − íà÷àëüíàÿ è òåêóùàÿ ïëîòíîñòü ñðåäû, ôóíêöèè  f1 è  f2
îïðåäåëÿþò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè ñðåäû.

Ýêñïåðèìåíòû [21−26] ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü ìíî-
ãèõ ñðåä õàðàêòåðèçóåòñÿ óäàðíîé àäèàáàòîé Ãþãîíèî â âèäå ëèíåéíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ:

,0 ps suCU += (2)

ñâÿçûâàþùåãî ñêîðîñòü ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû Us è ñêîðîñòü ÷àñòèö çà ôðîíòîì
âîëíû up. Çäåñü C0 ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå ïðè íóëåâîì äàâëåíèè, s −
êîíñòàíòà.

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (2) è óñëîâèÿ Ðåíêèíà − Ãþãîíèî, ïîëó÷èì ñâÿçü íà-
ïðÿæåíèÿ σr è îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü âèä ×θρ=θ 2

001 )( Cf
2)1( −θ−× s [21]. Â ýòîé ôîðìå çàïèñè êîíñòàíòà s õàðàêòåðèçóåò ïðåäåëüíóþ ñæè-

ìàåìîñòü ñðåäû.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îã-

ðàíè÷åííîé ðàäèóñàìè r = Vt è r = ct, ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ:
à) ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé (óïðóãèì äåôîðìèðîâàíèåì ìÿãêîé ãðóí-

òîâîé ñðåäû ïðåíåáðåãàåòñÿ), òî åñòü îáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðèìûêàåò ê
îáëàñòè íåâîçìóùåííîé ñðåäû, ãäå σr = 0 è υ = 0, υ − ñêîðîñòü ÷àñòèö ñðåäû;

á) ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòè÷åñêóþ óäàðíóþ âîëíó (ÓÂ), ðàñïðîñò-
ðàíÿþùóþñÿ ïî íåâîçìóùåííîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó;

â) ïëîòíîñòü ρs çà ôðîíòîì ÓÂ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ
íåñæèìàåìîñòü ñðåäû çà ôðîíòîì ÓÂ, âåëè÷èíà ρs çàâèñèò îò ñêîðîñòè ðàñøèðå-
íèÿ ïîëîñòè;

ã) ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ïëàñòè÷åñêîé âîëíû   ðàâíà ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ïëîñêîé ÓÂ, îïðåäåëÿåìîé ëèíåéíîé àäèàáàòîé Ãþãîíèî (2),
òî åñòü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî c = Us.

Ïîäîáíûå äîïóùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ îïðàâäàííûìè äëÿ ìÿãêèõ ãðóíòîâûõ
ñðåä, îáëàäàþùèõ ìàëûì ñöåïëåíèåì è âûñîêîé ïîðèñòîñòüþ [17].

Ñ ïîìîùüþ àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêè ξ = r/(ct) ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) [13].

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòè U = υ/c è íàïðÿæåíèÿ S = σr/(ρsc2), êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì
ñäåëàííûõ äîïóùåíèé ïðèìåò âèä:

,1,02 <ξ<ε=
ξ

+′
UU (3)

,ε=
ε=ξ

U (4)

,1 sU θ=
=ξ

(5)

,1,)(
~

2 2 <ξ<ε′−ξ=
ξ

+′ UUfS (6)

,2
1 ssS θ−θ=
=ξ

(7)
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ãäå ε = V/c − çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíèöå ïîëîñ-
òè; )( 2

22 /~ cff sρ=  − áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ â óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè; îáúåìíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ íà ôðîíòå ÓÂ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå θs = (1 − C0/c)/s; øòðèõîì îáîçíà÷åíî
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ξ.

Â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3)−(7) íàðÿäó ñ áåçðàçìåðíûìè ñêîðîñòüþ U è íàïðÿæå-
íèåì S âõîäèò òàêæå íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð c − ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà
ïëàñòè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû.

2. Îïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè

Óðàâíåíèå (3) åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè dU/U = −2dξ/ξ,
ðåøàÿ êîòîðîå ïîëó÷èì U = c1/ξ

2. Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç
êðàåâîãî óñëîâèÿ (4) êàê c1 = ε3, è áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü èìååò âèä:
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ξ
ε

=U (8)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû ε ïðèìåíèì êðàåâîå óñëîâèå (5)
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s
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cC ε−
=

−
=ε

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå:

,013 =−
ε

+ε
ssM

(9)

ãäå M = V/C0.
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (9) çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ óäàðíîé àäèàáàòû

ñðåäû C0, s è ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè V.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ε, êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâ-

íåíèÿ (9) ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà:
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+
≈ε (10)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ε = V/c, ïîëó÷àåì

.
3

03 CVsc +≈ (11)

Ðàíåå ðåøåíèå äëÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû áûëî ïîëó÷åíî â çàäà÷å î ðàñ-
øèðåíèè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè [6].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî óäàðíîé
àäèàáàòîé Ãþãîíèî è íå çàâèñèò îò óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè ñðåäû.

3. Îïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíîãî íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå
ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè Ìîðà −−−−− Êóëîíà

Ïðèìåì äàëåå, ÷òî êðèòåðèé ïëàñòè÷íîñòè ñðåäû îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ìîðà −
Êóëîíà
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,002 rpf μσ+τ=κ+τ= (12)

ãäå τ0 − ñöåïëåíèå, κ − êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ, p = (σr + 2σϕ)/3 − äàâëå-
íèå, μ = κ/(1 + 2κ/3).

ÎÄÓ (6) è êðàåâîå óñëîâèå (7) ïðè ó÷åòå ðåøåíèÿ (8) è êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè (12)
çàïèøóòñÿ â âèäå:
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ãäå îáîçíà÷åíî T0 = τ0/(ρsc2).
Ïåðåíåñåì ÷ëåíû ñ âåëè÷èíîé S â óðàâíåíèè (13) â ëåâóþ ÷àñòü, à îñòàëüíûå

÷ëåíû − â ïðàâóþ ÷àñòü è óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíó
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
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Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14) áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå ïðèíèìàåò âèä:
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Óðàâíåíèå (15à) íå îïðåäåëåíî ïðè μ = 0 è μ = 0,5. Ðåøåíèå â ýòèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â (15à) ïðè ñòðåìëåíèè μ ê 0 è 0,5 ñîîòâåò-
ñòâåííî:
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Â ðàçìåðíîì âèäå çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé èìååò
âèä:
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Â âûðàæåíèè (16) èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî ρs = ρ0/(1 − θs) = ρ0/(1 − ε3), êîòî-
ðîå ñëåäóåò èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5) ïðè ó÷åòå ðåøåíèÿ (8).
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Áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè (ξ = ε) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷å-
íèé êîýôôèöèåíòà âíóòðåííåãî òðåíèÿ μ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Â ðàçìåðíîì âèäå íàïðÿæåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè, ðàñøèðÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
V, èìååò âèä:
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Â óðàâíåíèÿõ (16), (17) âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé (10). Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå â ñðå-
äå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà.

4. Îïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíîãî íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå
ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè Ìîðà −−−−− Êóëîíà −−−−− Òðåñêà

Ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè äëÿ óñëîâèÿ Ìîðà − Êóëîíà ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèÿ íà
ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ïðåäåëà òåêó÷åñòè Òðåñêà èìååò âèä:
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ãäå ââåäåíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû TM = τM /(ρsc2), SM = (TM − T0)/μ.
Íàïðÿæåíèå S ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè èçìåíåíèè áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû  ξ

îò ε äî 1, òî åñòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ξ = 1. Îïðå-
äåëèì çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè VM, ïðè êîòîðîì .1 MSS ==ξ

Èç ñîîòíîøåíèé íà ÓÂ ïðè ξ = 1 ñëåäóåò σr = ρ0cυ = ρ0c2θ. Îáîçíà÷èì âåëè÷è-
íû ñêîðîñòè ÓÂ c, îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ è ε, ñîîòâåòñòâóþùèå V = VM, ÷åðåç cM,
θM è εM. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ cM ôîðìóëó (11), òîãäà
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Àíàëîãè÷íî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ξ = ε. Îáî-
çíà÷èì ñèìâîëîì V0 çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, ïðè êîòîðîì âûïîë-
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íÿþòñÿ ðàâåíñòâà Mr SS =ε=ξ  èëè .Mr σ=σ ε=ξ  Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå V = V0 â óðàâíå-

íèå (17): ,
0, VVrM =ε=ξσ=σ  ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ V0:
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Ïðè èçìåíåíèè ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè â èíòåðâàëå V0 < V < VM íåîáõî-
äèìî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû ξ = ξM, â êîòîðîé çíà÷åíèå
áåçðàçìåðíîãî íàïðÿæåíèÿ .MSS
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Â èòîãå áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Â âûðàæåíèÿõ (19), (20) âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (10).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèå

â ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà ñ îãðàíè÷åíèåì Òðåñêà.

5. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîëîñòè
â ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà −−−−− Êóëîíà −−−−− Òðåñêà

Â òàáëèöå 1 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñóõîãî è
âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà, ïîëó÷åííûå ðàíåå ïî ðåçóëüòàòàì ñåðèè óäàðíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ [17].
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Òàáëèöà 1
Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñóõîãî è âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà
¹ ρ0, êã/ì3 Ñ0, ì/ñ s τ0, ÌÏà μ τM, ÌÏà σM, ÌÏà
1 1730 460 2,3 0,042 0,6 180 300
2 2080 1700 3,4 0,021 0,25 25 1000

Ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû 1 ñîîòâåòñòâóþò ñóõîìó, âòîðàÿ ñòðîêà − âîäîíàñûùåííî-
ìó ïåñêó. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè 400 ì/ñ
äëÿ ñóõîãî è 250 ì/ñ äëÿ âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ V0 è VM , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì (18), è çíà÷åíèÿ äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ ñâåäåíû â òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 2
Ãðàíèöû âûäåëåííûõ äèàïàçîíîâ â óðàâíåíèÿõ (19), (20)

¹ V, ì/ñ V0, ì/ñ VM, ì/ñ ε0 εM ξM SM

1 400 296 528 0,544 0,607 0,795 0,298
2 250 150 380 0,19 0,305 0,58 0,053

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñ-
òè îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé ïðè ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè 400 è 250 ì/ñ
äëÿ ñóõîãî (à) è âîäîíàñûùåííîãî (á) ïåñêà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷å-
òàì ïî ôîðìóëå (19) ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà, øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (15à) ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè
Ìîðà − Êóëîíà. Îòëè÷èå êðèâûõ íàáëþäàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè àâòîìîäåëüíîé ïåðå-
ìåííîé â äèàïàçîíå ε ≤ ξ ≤ ξΜ .

Íà ðèñ. 2 ìàðêåðàìè ïðåäñòàâëåíû íîðìèðîâàííûå çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ
íà ãðàíèöå ïîëîñòè îò ñêîðîñòè åå ðàñøèðåíèÿ ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ: êâàäðàòà-
ìè è ðîìáàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ñî-
ñòîÿíèÿ ñóõîãî è âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûå àïïðîêñèìà-
öèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè Ìîðà − Êóëîíà íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷åíû ïî
ôîðìóëå (17à) ïðè M > 0,4 è íîðìèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: )( 00/ VCr ρσ=σ

ε=ξ
(ðèñ. 2à). Ïðè âûáðàííîé íîðìèðîâêå âèäíî, ÷òî ïðè êðèòåðèè òåêó÷åñòè Ìîðà −

0,55             0,70            8,85             ξ

0,20

0,35

à)
Ðèñ. 1

á)

0,25             0,50            0,75              ξ

0,05

0,09

SS

ξM
ξM

0,05 0,01
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Êóëîíà íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ñòåíêó ïîëîñòè, çàâèñÿò îò ñêîðîñòè êàê σr /ρ0 =
= a2V

2 + b1VC0. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîíñòàíò ëèíåéíîé àïïðîêñè-
ìàöèè a2 = 1,37 è 1,35, b1 = 0,36 è 0,18 äëÿ ñóõîãî è âîäîíàñûùåííîãî ãðóíòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè Òðåñêà íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñ-
òè (ðèñ. 2á) ïîëó÷åíû ïî ôîðìóëå (17á) ïðè τ0 = τM è V > VM, ïðè ýòîì èñïîëüçîâà-
ëàñü íîðìèðîâêà .)( 2

00/ Cr ρσ=σ
ε=ξ

 Çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò ñêîðîñòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ,/ 2

00
2

20 CaVar +=ρσ  ïðè÷åì a2 = 1 è 1,07, a0 = 0,53 è 0,02 ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ ñóõîãî è âîäîíàñûùåííîãî ãðóíòîâ.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòè â çà-
âèñèìîñòè îò ñêîðîñòè åå ðàñøèðåíèÿ â ñóõîì (ðèñ. 3à) è âîäîíàñûùåííîì (ðèñ. 3á)
ïåñêå: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òðåóãîëüíèêîì, øòðèõïóíêòèðíàÿ ëè-
íèÿ è øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ êâàäðàòîì ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ñ ïðè-
ìåíåíèåì óðàâíåíèé (20), (17à), (17á) è óðàâíåíèÿ (17á) ïðè τ0 = τM.

Íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòè â ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êó-
ëîíà − Òðåñêà ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òî÷íîñòüþ ìîæíî îï-
ðåäåëèòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé (19), (20), ïðèìåíÿÿ âûïóêëóþ èíòåðïîëÿ-

σ

0               0,5          1,0          1,5        V/C0

0,1

0,2

à)
Ðèñ. 2

á)
0                 1              2              3        (V/C0)

2

1,5
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σ
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0                   200              400            V, ì/ñ
à)
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öèþ êóáè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè Ýðìèòà èëè Áåçüå [27] â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ðàñ-
øèðåíèÿ ïîëîñòè V0 ≤ V ≤ VM.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñøèðåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè
â æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà − Òðåñêà â
ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòè çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿ-
íèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà
ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Ïîëó÷åíû
ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, îãðàíè÷è-
âàþùåé ñâåðõó âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ðàñøèðåíèÿ ïîëîñòè, ïðè êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ðåøåíèå ñ óñëîâèåì ïëàñòè÷íîñòè Ìîðà − Êóëîíà, è ìèíèìàëüíîé ñêî-
ðîñòè, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîé ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà. Ïîëó-
÷åííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îöåíêè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ
âûñîêîñêîðîñòíîìó âíåäðåíèþ æåñòêèõ óäàðíèêîâ â ìàëîïðî÷íûå ãðóíòîâûå ñðåäû.
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ANALYZING THE SPHERICAL CAVITY EXPANSION PROBLEM
IN A MEDIUM WITH MOHR −−−−− COULOMB −−−−− TRESCA'S PLASTICITY CONDITION

Êîtov V.L.1, Timofeev D.B.2

1Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University
of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

2National Research Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod,
Nizhny Novgorod, Russian Federation

An analytical solution of the one-dimensional problem of a spherical cavity expanding at a constant
velocity from a point in a space occupied by a plastic medium has been obtained. Impact com-
pressibility of the medium is described using linear Hugoniot's adiabat. Plastic deformation obeys
the Mohr − Coulomb yield criterion with constraints on the value of maximum tangential stresses
according to Tresca's criterion. In the assumption of rigid-plastic deformation (the elastic precursor
being neglected), incompressibility behind the shockwave front and the equality of the propagation
velocities of the fronts of the plastic wave and the plane shockwave defined by linear Hugoniot's
adiabat, a boundary-value problem for a system of two first-order ordinary differential equations
for the dimensionless velocity and stress depending on the self-similar variable is formulated. A
closed-form solution of this problem has been obtained in the form of a stationary running wave −
a plastic shockwave propagating in an unperturbed half-space. This solution is a generalization of
the earlier obtained analytical solution for a medium with the Mohr − Coulomb plasticity condition.
The effect of constraining the limiting value of maximal tangential stresses on the distribution of
dimensionless stresses behind the shockwave front has been examined. Formulas for determining
the range of cavity expansion velocities, within which a simple solution for a medium with Tresca's
plasticity condition is applicable, have been derived. The obtained solution can be used for evaluating
resistance to high-velocity penetration of rigid strikers into low-strength soil media.

Keywords: spherical cavity, expansion, analytical solution, elasticity, plasticity, Mohr − Coulomb −
Tresca's plasticity condition.


