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Àíàëèòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ ñïîñîáíîñòü ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïðå-
äåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè Áîëüöìàíà − Âîëüòåððû äëÿ èçîòðîï-
íûõ ìàòåðèàëîâ îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ýôôåêòû ýâîëþöèè òðåõìåðíîãî äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è âîçìîæíûå òèïû ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîïåðå÷-
íîé äåôîðìàöèè (êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà), íàáëþäàåìûå â îäíîîñíûõ èñïû-
òàíèÿõ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ íà ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñ-
òüþ è íà ïîëçó÷åñòü, â ÷àñòíîñòè ýôôåêòû âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ, íåìîíî-
òîííîñòè, çíàêîïðåìåííîñòè è îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ýòî
ñîîòíîøåíèå íå ó÷èòûâàåò âëèÿíèå øàðîâîé è äåâèàòîðíîé ÷àñòåé òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äðóã íà äðóãà è ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå ìàòå-
ðèàëüíûå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà (ôóíêöèè îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ïîëçó-
÷åñòè).

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèÿõ ïîëçó÷åñòè (íà íèõ íàëîæåíû ìèíèìàëü-
íûå íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ: îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, âîçðà-
ñòàþùèìè è âûïóêëûìè ââåðõ íà ïîëóîñè âðåìåíè) ïðîàíàëèçèðîâàíû âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ïàðàìåòðà âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ (ðàâíîãî îòíîøåíèþ îáúåìíîé äåôîðìàöèè ê èíòåíñèâíîñòè äå-
ôîðìàöèé) ÷åðåç ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè, ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ è âðåìÿ, èçó÷åíû
îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà è õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòà Ïóàññîíà îò âðåìåíè. Ïîëó÷åíà òî÷íàÿ óíèâåðñàëüíàÿ äâóñòîðîí-
íÿÿ îöåíêà äëÿ äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, äîêàçàíû êðè-
òåðèè åãî ìîíîòîííîñòè è íåìîíîòîííîñòè è êðèòåðèé åãî îòðèöàòåëüíîñòè
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ôóíê-
öèé îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòè. Îáíàðóæåííûå ñâîéñòâà ñîïîñòàâëå-
íû ñî ñâîéñòâàìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè (ïðè ïîñòî-
ÿííîì íàïðÿæåíèè) è ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìîäåëåé
ñ êëàññè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïîëçó÷åñòè è ôðàêòàëüíûõ ìîäåëåé. Àíàëèç ïî-
êàçàë, ÷òî ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ñïîñîáíà êà÷åñòâåííî âîñïðîèçâîäèòü îñíîâíûå
ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (ìîíîòîííîñòü,
íåìîíîòîííîñòü, çíàêîïåðåìåííîñòü, îòðèöàòåëüíîñòü íà íåêîòîðîì èíòåð-
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âàëå âðåìåíè, ñòàáèëèçàöèþ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè), çà èñêëþ÷åíèåì çàâèñè-
ìîñòè îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîñòü, îáúåìíàÿ ïîëçó÷åñòü, íàãðóæåíèå ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, íåìîíîòîííîñòü
è çíàêîïåðåìåííîñòü êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ðàçâèòèå ýôôåêòà àóêñåòè÷íî-
ñòè âî âðåìåíè, âÿçêîóïðóãèå àóêñåòèêè, ìàãíèòíûå êîìïîçèòû, èíäèêàòîðû
îáëàñòåé ëèíåéíîñòè è íåëèíåéíîñòè.

Ââåäåíèå

Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè (ñæàòèè) îáðàçöà ëþáîãî ìàòåðèàëà, êàê èçâåñòíî,
âîçíèêàþò íå òîëüêî îñåâûå äåôîðìàöèè ε | |, íî è ïîïåðå÷íûå ε⊥. Ó ëèíåéíî óïðó-
ãèõ ìàòåðèàëîâ îòíîøåíèå ν = −ε⊥/ε || íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ðàñòÿãèâàþùåé ñèëû,
âðåìåíè è ïðåäûñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ è íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîïåðå÷-
íîé äåôîðìàöèè (ÊÏÄ), èëè êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (â íàïðàâëåíèè îñè íàãðó-
æåíèÿ). Ó èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ν − ìàòåðèàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ ñ ìîäóëåì
Þíãà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçü îáúåì-
íîé äåôîðìàöèè θ ñî ñðåäíèì íàïðÿæåíèåì.

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè
îäíîîñíîì íàãðóæåíèè (äàæå ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé) çàâèñèò îò âðåìåíè (îò ïðî-
äîëüíîé äåôîðìàöèè ε ||(t)) è îò èñòîðèè (ïðîãðàììû) íàãðóæåíèÿ, òî åñòü íå ÿâëÿ-
åòñÿ ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèåé, õîòÿ è îñòàåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Çàâèñèìî-
ñòè îáúåìíîé è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèé îò âðåìåíè è ε ||, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ è
äèàïàçîíû çíà÷åíèé ÊÏÄ äëÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ (ïîëèìåðîâ, òâåðäûõ òîïëèâ,
àñôàëüòîáåòîíîâ, óäàðîïðî÷íûõ ïîëèñòèðîëîâ, ÀÁÑ-ïëàñòèêîâ è äðóãèõ äèñïåðñ-
íî íàïîëíåííûõ ïîëèìåðîâ, ïðåññîâàííûõ ïîðîøêîâûõ êîìïîçèòîâ, ñïëàâîâ, êå-
ðàìèê, ìåòàëëè÷åñêèõ è ïîëèìåðíûõ ïåí, ëüäîâ, ãðóíòîâ, ãîðíûõ ïîðîä è ò.ï.) âåñüìà
ðàçíîîáðàçíû äàæå ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, äàæå â ñòàíäàðòíûõ èñïûòàíèÿõ íà
ðåëàêñàöèþ, ïîëçó÷åñòü ïðè ïîñòîÿííîé íàãðóçêå èëè íàãðóæåíèå ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ [1−45]. Ó áîëüøèíñòâà ìåòàëëîâ, ìíîãèõ ñòåêîë, ïîëèìåðîâ (íàïðèìåð,
ïîëèýòèëåíîâ âûñîêîé ïëîòíîñòè, ÏÌÌÀ, ýïîêñèäíûõ ñìîë è ò.ï.) è ïîðîøêîâûõ
êîìïîçèòîâ íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ν(t) ñ ðîñòîì ε ||(t) [5, 6, 9, 13, 17,
18, 20, 23, 24, 37]. Ó ìíîãèõ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ, êàê äîñòàòî÷íî õðóïêèõ, òàê è
âûñîêîýëàñòè÷íûõ (òâåðäîå òîïëèâî, àñôàëüòîáåòîí, ÀÁÑ-ïëàñòèêè, ÷óãóí è ò.ï.),
íàáëþäàåòñÿ óáûâàíèå ν(t), âûçâàííîå, êàê îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, íåîáðàòèìûì èçìåíå-
íèåì îáúåìà ïðè ðàñòÿæåíèè èëè ñæàòèè [1, 3, 4, 8, 10, 16, 19, 20, 25]. Ó íåêîòîðûõ
ìàòåðèàëîâ îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ è ÊÏÄ ìåíÿþòñÿ íåìîíîòîííî è ìåíÿþò çíàê [3,
4, 7, 20, 22, 32, 42]. Â ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ îáíàðóæåíû, àêòèâíî êîíñòðóè-
ðóþòñÿ, èññëåäóþòñÿ è ñèíòåçèðóþòñÿ íîâûå ìàòåðèàëû è êîíñòðóêöèè (â ÷àñòíîñ-
òè, íàíîòðóáêè è íàïå÷àòàííûå ÿ÷åèñòûå ñòðóêòóðû) ñ îòðèöàòåëüíûìè ÊÏÄ â íå-
êîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ (auxetics) [26−39]; â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñòàòåé èçó-
÷àþòñÿ óïðóãèå (êàê ïðàâèëî, àíèçîòðîïíûå) ÷àñòè÷íûå îãçåòèêè (ïðèæèëàñü òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ «àóêñåòèêè»), îñîáåííîñòè ýôôåêòà ñìåíû çíàêà è ýâîëþöèè îòðèöà-
òåëüíîãî ÊÏÄ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ âî âðåìåíè íå àíàëèçèðîâàëèñü â îáùåé ïî-
ñòàíîâêå. Â ðÿäå ïóáëèêàöèé èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íà ÊÏÄ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèà-
ëîâ ïðîãðàììû îäíîîñíîãî íàãðóæåíèÿ [11−15, 17, 22, 23, 40−44], â ÷àñòíîñòè çàâè-
ñèìîñòü ÊÏÄ îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ, à òàêæå âëèÿíèå íà êðèâûå äåôîðìèðîâàíèÿ
è ïîëçó÷åñòè è íà ýâîëþöèþ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íàëîæåíèÿ âñåñòîðîííåãî
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äàâëåíèÿ íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå èëè ñäâèã [1−4, 10, 19, 45−48].
Èçìåíåíèå ÊÏÄ è ñâÿçàííûå ñ íèì òèïè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû ýâîëþ-

öèè òðåõìåðíîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè çàäàííîì îäíîîñíîì íàïðÿæåí-
íîì ñîñòîÿíèè ðàáî÷åé ÷àñòè îáðàçöà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè îáðàáîòêå è èíòåð-
ïðåòàöèè êðèâûõ èñïûòàíèé íàñëåäñòâåííûõ ìàòåðèàëîâ (â ÷àñòíîñòè ìåòîäàìè
èíäåíòèðîâàíèÿ) è ïðè âûáîðå è èäåíòèôèêàöèè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ)
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èõ ïîâåäåíèÿ. Äëÿ âûáîðà òîãî èëè èíîãî ÎÑ è åãî ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ âàæíî çíàòü, êàêèå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû îíî ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü è
ïðè êàêèõ òðåáîâàíèÿõ ê ìàòåðèàëüíûì ôóíêöèÿì, â ÷àñòíîñòè, êàêèå èç óïîìÿíó-
òûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýâîëþöèåé ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè è ÊÏÄ. Äëÿ ýòîãî íå-
îáõîäèìî ñèñòåìíîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ êðèâûõ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, ïîðîæäàåìûõ ÎÑ ñ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðè-
àëüíûìè ôóíêöèÿìè ïðè ðàçíûõ òèïîâûõ ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ, è èõ çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðîâ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ è õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé.
Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèì ñèñòåìíûé àíàëèç âîçìîæíîñòåé ëèíåéíîãî ÎÑ Áîëüö-
ìàíà − Âîëüòåððû:
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ñ äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ïîëçó÷åñòè) Π(t) è Π0(t)
[2, 49, 50], èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ïîðîæäàåìûõ èì áàçîâûõ òåîðåòè÷åñ-
êèõ êðèâûõ, êîòîðûå ñëåäóþò èç ïîñòóëàòîâ î íàñëåäñòâåííîñòè, ëèíåéíîñòè è èí-
âàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè îïåðàòîðîâ (2), ñâÿçûâàþùèõ èñ-
òîðèè èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò äåâèàòîðîâ s = σσσσσ − σ0I, e = εεεεε − ε0I è øàðîâûõ ÷àñòåé
òåíçîðà íàïðÿæåíèé σσσσσ(t) è òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé εεεεε(t) â òî÷êå òåëà, è ïîñòóëà-
òà îá îòñóòñòâèè ïåðåêðåñòíîãî âëèÿíèÿ øàðîâûõ è äåâèàòîðíûõ ÷àñòåé òåíçîðîâ
σσσσσ(t) è εεεεε(t) äðóã íà äðóãà. Ýòî âåñüìà ïîëåçíî äëÿ êîíòðîëÿ è àäåêâàòíîé èíòåðïðå-
òàöèè äàííûõ èñïûòàíèé è äëÿ âûáîðà èëè ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ è òî÷íûõ
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ëèíåé-
íóþ òåîðèþ íàñëåäñòâåííîñòè è îáîáùàþùèõ åå â îïðåäåëåííûõ àñïåêòàõ, äëÿ èõ
èäåíòèôèêàöèè, àòòåñòàöèè è ñîïîñòàâëåíèÿ. Âåäü ëèíåéíîå ÎÑ (1) èãðàåò ðîëü
ñâîåîáðàçíîãî «îêóëÿðà» äëÿ íàáëþäåíèÿ è îòñ÷åòíîé áàçû äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ è
èäåíòèôèêàöèè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé åñòåñòâåííî òðàêòîâàòü è èçó÷àòü ýôôåê-
òû íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ (îòêëîíåíèÿ îò ïðåäñêàçàíèé ëèíåéíîé ìî-
äåëè êàê íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ), íàáëþäàåìûå â èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëîâ. Â ÷àñò-
íîñòè, òàêîé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ îöåíêè äàííûõ èñïûòàíèé è
âûâîäîâ ðàçíûõ èññëåäîâàòåëåé î ïîâåäåíèè ÊÏÄ «îäíîãî è òîãî æå» ìàòåðèàëà (â
«îäèíàêîâûõ» óñëîâèÿõ èñïûòàíèé), íåðåäêî ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó èç-çà ñëîæ-
íîñòåé ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî òî÷íûõ è äëèòåëüíûõ èçìåðåíèé è êà÷åñòâåííîé
îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ è, âîçìîæíî, îñîáåííîñòåé òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé
àâòîðîâ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [48, 51−58] ïî ñèñòåìíîìó èññëåäî-
âàíèþ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ è íåìîäåëèðóåìûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñôåð
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âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ãðàíèö îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ
(1) è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ÎÑ

,)(
3
1)()(

2
3)( )(][)( 000

1
ijijijij tLttLt δΦ+δσ−σσΦ=ε −

,)(,)( 000 σ=σ= ΠΠ tLtL
(3)

ñ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè Π(t), Φ(x), Π0(t), Φ0(x).
ÎÑ (3) − îäèí èç âàðèàíòîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà òðåõîñíûé ñëó÷àé íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ íàñëåäñòâåííîñòè ),()()(

0
)( τστ−Π=εϕ ∫

t
dtt  ïðåäëîæåííîãî Þ.Í. Ðàáîò-

íîâûì [59, 60] â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ îäíîîñíîãî ëèíåéíîãî ÎÑ (1) ïóòåì ââåäåíèÿ
âòîðîé ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèè ϕ(u) (ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì òåìàì ñì.
â [48, 51−58]). ÎÑ (1) è (3) îïèñûâàþò ïðîöåññû èçîòåðìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
íåñòàðåþùèõ èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä; îíè ñâÿçûâàþò èñòîðèè èçìåíåíèÿ
òåíçîðîâ (ìàëûõ) äåôîðìàöèé εεεεε(t) è íàïðÿæåíèé σσσσσ(t) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òåëà â
ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ øàðîâûõ è äåâèàòîðíûõ ÷àñòåé òåí-
çîðîâ e è s, òî åñòü ïðè íåçàâèñèìîñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ(t) îò êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, à ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé − îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σ0(t) è ïðåíåáðå-
æåíèè âëèÿíèåì òðåòüèõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ [2, 49, 50]. Ìíîæèòåëü 3/2 âûíåñåí
èç ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè (ÔÏ) Π(t) â (1) äëÿ óäîáñòâà ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
àíàëèçà íåëèíåéíîãî ÎÑ (3) ñ Φ(x) = x.

Öåëè íàñòîÿùåé ñòàòüè:
− àíàëèç îáùèõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ çàâèñèìîñòè ÊÏÄ (êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-

ñîíà) îò âðåìåíè, ïîðîæäàåìîé ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ÔÏ Π(t), Π0(t) ïðè îäíî-
îñíîì íàãðóæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

,20)(),(h)( ïðè11 >+=σ=σ jittbtt ij (4)

ãäå b ≠ 0 − ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ, h(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà;
− âûâîä êðèòåðèåâ ìîíîòîííîñòè è íåìîíîòîííîñòè ÊÏÄ è êðèòåðèÿ åãî îòðè-

öàòåëüíîñòè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ôóíêöèé îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòè.

Âðåìÿ è êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Â ñè-
ëó ëèíåéíîñòè ÎÑ (1) èçó÷àåìûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ
è ÊÏÄ íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ìàñøòàáèðîâàíèÿ íàïðÿæåíèé è âðåìåíè.

1. Ìèíèìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè ëèíåéíîãî ÎÑ (1)

Îáðàùåíèå ÎÑ (1), êàê èçâåñòíî [2, 49, 50], èìååò âèä

,0,)()(,)()(,
3
2,

0
00

0
00 >ττ−=ττ−==θ=σ ∫∫ tdytRydytRyes

tt

ijij RRRR (5)

ãäå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè R(t) è R0(t) ñâÿçàíû ñ ÔÏ Π è Π0 èíòåãðàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè

,0,)()(,)()(
0

00
0

>=ττΠτ−=ττΠτ− ∫∫ ttdtRtdtR
tt

(6)

âûðàæàþùèìè óñëîâèÿ âçàèìíîé îáðàòíîñòè îïåðàòîðîâ ΠΠΠΠΠR = RΠΠΠΠΠ = I è ΠΠΠΠΠ0R0 =
= R0ΠΠΠΠΠ0 = I.
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Ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè Π(t), Π0(t), R(t), R0(t) â ÎÑ (1), (5) ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà (0, ∞), ôóíêöèè Π è Π0 −
âîçðàñòàþùèìè è âûïóêëûìè ââåðõ [51−54], à R è R0 − óáûâàþùèìè è âûïóêëûìè
âíèç íà (0, ∞); R è R0 ìîãóò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü èëè δ-ñèíãóëÿð-
íîñòü â òî÷êå t = 0 (ñëàãàåìîå ηδ(t), η > 0, δ(t) − äåëüòà-ôóíêöèÿ). Èç ýòèõ óñëîâèé
ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ R(+∞) = inf R(t) ≥ 0, R(0) = sup R(t) >
> 0 ( y(0) = y(0+) − îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè y(t) ñïðàâà â òî÷êå t = 0;
R(0) = +∞, åñëè R(t) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó) è Π(0) = inf Π(t) ≥ 0.

Åñëè Π(0) ≠ 0 è Π0(0) ≠ 0 (òàêèå ìîäåëè áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè), òî
R(0) = 1/Π(0) < ∞ è R0(0) = 1/Π0(0) < ∞ (òî åñòü ìãíîâåííûé ìîäóëü ñäâèãà 2G =
= (2/3)R(0) è îáúåìíûé ìîäóëü K = R0(0) êîíå÷íû) è íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íå-
ïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé îïåðàòîðû ÎÑ (2) è (5) ïðåäñòàâèìû
â âèäå îïåðàòîðîâ Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà:

.0,)()()()0(,)()()()0(
00

≥τττ−+=τττ−Π+Π= ∫∫ tdytRtyRydyttyy
tt
&& RΠ

Âñå ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè èç ëèíåéíûõ ïðóæèí è äåìïôåðîâ îïè-
ñûâàþòñÿ ÎÑ (1). Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè

],,0[,0,,0),(exp)( β∈γ≥βα>λλ−γ−β+α=Π ttt (7)

óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ê ÔÏ è â ñëó÷àå γ ∈ (0, β), α, β > 0, ïîðîæäàåò âñå
÷åòûðå ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå (íî ýêâèâàëåíòíûå [52]) ÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè èç
äâóõ ïðóæèí è äâóõ äåìïôåðîâ (îíè ðåãóëÿðíû, R = E1exp (−μ1t) + E2exp (−μ2t) è
R(+∞) = 0), à ïðè α = 0 − òðåõçâåííûå ìîäåëè Êåëüâèíà è Ïîéíòèíãà − Òîìïñîíà ñ îä-
íèì äåìïôåðîì (îíè ðåãóëÿðíû è ýêâèâàëåíòíû, R = Eexp (−μt) + r è R(+∞) = r > 0).
Ïîñêîëüêó Π(0) = β − γ, òî ñåìåéñòâî (7) ïîðîæäàåò íåðåãóëÿðíûå ìîäåëè ëèøü â
ñëó÷àå γ = β: ïðè λβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü (R = ηδ(t)), ïðè α = 0 − ìîäåëü
Ôîéãòà (R = ηδ(t) + r), ïðè α > 0 − îáå òðåõçâåííûå ìîäåëè ñ îäíîé ïðóæèíîé è
äâóìÿ äåìïôåðàìè (R = ηδ(t) + Eexp (−μt), R(+∞) = 0). Ïðè γ = 0 (7) äàåò ìîäåëü
Ìàêñâåëëà (R = Eexp (−μt)).

2. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ðàñòÿæåíèè
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

Äëÿ îäíîîñíîãî íàãðóæåíèÿ âèäà (4) σ0 = σ11/3 = (1/3)bth(t) (ôóíêöèþ Õåâè-
ñàéäà h(t) â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü, ïîëàãàÿ, ÷òî t > 0), à äåâèàòîð íàïðÿæå-
íèé − äèàãîíàëüíûé òåíçîð s(t) = (1/3)btdiag (2, −1, −1). Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî äåâèà-
òîð äåôîðìàöèé òîæå äèàãîíàëåí: e = 0,5bQ(t)diag (2, −1, −1), à îáúåìíàÿ äåôîð-
ìàöèÿ

,0),(
3
1),( 000 >=σ=θ ttbQbt (8)

.)()(,)()(
0

00
0

∫∫ ττΠ=ττΠ=
tt

dtQdtQ

Ó òåíçîðà äåôîðìàöèé εεεεε = e + (1/3)θI òîæå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû:

),(
9
1)(),( 011 tbQtbQbt +=ε (9)

ΠΠΠΠΠ
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).(
9
1)(

2
1),(),( 03322 tbQtbQbtbt +−=ε=ε (10)

Èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé:

).(||
3
2|,|3||

2
3)(

5,0

0

5,0

tQbeetbsst ijijijij =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=εσ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=σ

Äëÿ ëþáîé ñêîðîñòè b > 0 îáúåìíàÿ è îñåâàÿ äåôîðìàöèè (8) è (9) è èíòåíñèâ-
íîñòü äåôîðìàöèé − ïîëîæèòåëüíûå, âîçðàñòàþùèå è âûïóêëûå âíèç ôóíêöèè âðå-
ìåíè, ïîñêîëüêó

,0)(
3
1,0)(

3
1

00 >Π=θ>Π=θ tbtb &&&&

0)(
9
1)(,0)(

9
1)( 0011011 >Π+Π=ε>Π+Π=ε tbtbtbtb &&&&&

(â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè è âîçðàñòàíèÿ ÔÏ). Ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ε⊥ = ε22(t)
(10) íå îáÿçàíà áûòü íè ìîíîòîííîé, íè âûïóêëîé ôóíêöèåé: îíà ìîæåò óáûâàòü
èëè âîçðàñòàòü íà âñåì èíòåðâàëå t > 0, ìîæåò èìåòü òî÷êè ýêñòðåìóìà è ïåðåãèáà è
ìåíÿòü çíàê. Òàê êàê

),(
9
1)(

2
1),(

9
1)(

2
1

9
1

2
1

000 tbtbtbtbQbQb Π+Π−=εΠ+Π−=+−=ε ⊥⊥
&&&&&&& (11)

òî ïðè b > 0 êðèòåðèè (íåñòðîãîãî) âîçðàñòàíèÿ è âûïóêëîñòè âíèç ε⊥(t) íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå âðåìåíè èìåþò âèä Π0(t) ≥ 4,5Π(t) èëè ),(5,4)(0 tt Π≥Π &&  à óðàâíå-
íèÿ äëÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà è ïåðåãèáà − Π0(t) = 4,5Π(t) èëè ).(5,4)(0 tt Π=Π &&

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîäåëè ñ Π0(t) = c = const > 0 è ïðîèçâîëüíîé ÔÏ Π, òî åñòü
êîãäà çàâèñèìîñòü îáúåìíîé äåôîðìàöèè îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ óïðó-
ãîé (ýòà ãèïîòåçà ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷), èìå-
åì Q0 = ct, θ = (1/3)bct,

,0)(
2
1,

9
1)(

2
1,

9
1)(

2
1

<Π−=ε+Π−=ε+−=ε ⊥⊥⊥ tbbctbbcttbQ &&&& (12)

òî åñòü ε⊥(t) âûïóêëà ââåðõ, íî ìîæåò íå áûòü ìîíîòîííîé. Óðàâíåíèå äëÿ òî÷åê
ýêñòðåìóìà èìååò âèä Π(t) = (2/9)c, ïîýòîìó â ñëó÷àå Π(0) < (2/9)c < Π(∞)  ε⊥(t)
èìååò (åäèíñòâåííóþ) òî÷êó ìàêñèìóìà è ïîëîæèòåëüíà â íåêîòîðîé ïðàâîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ; åñëè c ≤ 4,5Π(0), òî ε⊥(t) óáûâàåò íà ëó÷å t ≥ 0, à åñëè c ≥ 4,5Π(∞) −
âîçðàñòàåò. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîëçó÷åñòè ýòà ìîäåëü (ñ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ Π) âñåãäà
ïîðîæäàåò ìîíîòîííóþ ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ ε⊥(t) [54].

Ïîäåëèâ (10) íà (9), íàéäåì ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4):
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)(2)(18
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11 tQtQ
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tbQtbQ
tbQtbQt
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−=ν ⊥ (13)

èëè

,)26(91)26(35,0)(),()( 11 −− ++−=+−=ξ=ν xxxxfzft (14)
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3
13)( 00

tQ
tzQt =

ε
θ

=
ε
ε

=ξ (15)

Çäåñü ξ − ïàðàìåòð âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, z = sgn b = ±1, ε =
= ((2/3)eijeij)0,5 = |b|Q(t) − èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé. Àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð âèäà
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íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ξσ = 3σ0(t)/σ(t) = bt/(|b|t) = z íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îò
ñêîðîñòè.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ëèíåéíîãî ÎÑ (1) îò íåëèíåéíûõ ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè −
íåçàâèñèìîñòü ÊÏÄ è ïàðàìåòðà (15) îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ è åå çíàêà. Ýòî ñâîé-
ñòâî, åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ â èñïûòàíèÿõ íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà íà íàãðóæåíèå
ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê èíäèêàòîð íåëèíåéíîñòè åãî ïî-
âåäåíèÿ è íåïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ (1). Åñëè æå îíî âûïîëíÿåòñÿ (ñì., íà-
ïðèìåð, [11]), òî ýòî àðãóìåíò â ïîëüçó ãèïîòåçû î ëèíåéíî âÿçêîóïðóãîì ïîâåäå-
íèè ìàòåðèàëà (íå îñîçíàííûé â [11]).

Òàê êàê Q(t) > 0 è Q0(t) > 0 ïðè t > 0, òî θ ≥ 0, ξ ≥ 0 è ν(t) ≤ 0,5. Èç Q(t) > 0 (òî
åñòü èç Π(t) > 0) ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó ν(t) > −1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ÔÏ â
ÎÑ (1) âåðíà îöåíêà

.0 0,5,)(1 ><ν<− tt (16)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íà. Òàê êàê Π=Q&  è ,00 Π=Q&  òî ïî ïðàâèëó Ëîïè-
òàëÿ ïðåäåëû ξ(0+) è ξ(∞) ïðè t → 0+ è t → +∞ ñîâïàäàþò ñ ïðåäåëàìè îòíîøåíèÿ

:)(/)()3/1( 0 ttzP ΠΠ=

).()( )()(,)0()0(),()(),0()0( ∞=∞ν=+ν∞=∞ξ=+ξ PfPfPP (17)

Ïîýòîìó äëÿ ìîäåëåé ñ Π0(0) = 0 (îáúåìíî íåðåãóëÿðíûõ) è Π(0) ≠ 0 ôîðìóëà (15) â
ïðåäåëå ïðè t → 0+ äàåò ξ(0+) = 0 è ïî (14) ν(0+) = 0,5 äëÿ ëþáîãî b > 0, à äëÿ
ìîäåëåé ñ Π(0) = 0 è Π0(0) ≠ 0 èìååì ξ(0+) = ∞ è ïî (14) ν(0+) = −1.

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ν(t) âñåãäà èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ïðè
t → ∞, ïîñêîëüêó ïðåäåë ν(∞) (ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ÊÏÄ) âñåãäà êîíå÷åí: ν(∞) =
= −1, åñëè P(∞) = ∞, è ν(∞) ∈ (−1; 0,5], åñëè P(∞) < ∞. Êðîìå òîãî, íà÷àëüíîå è
ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèÿ ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4) òàêèå æå, êàê â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñ-
òè ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè [54].

ÊÏÄ (13) ïðè íàãðóæåíèè (4) ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ïîñêîëüêó âîçìîæíî
ε⊥(t) > 0. Êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîñòè ν(t) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðè
ðàñòÿæåíèè èìååò âèä

).(
2
9)(0 tQtQ > (18)

Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ÔÏ (â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà
Z = {t | t > 0, Q0(t) = 4,5Q(t)} íóëåé ôóíêöèè ε⊥(t)) ýòà îáëàñòü îòðèöàòåëüíîñòè
ÊÏÄ ìîæåò áûòü ïóñòîé, ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ïîëóîñüþ t > 0, à ìîæåò ñîñòîÿòü èç íå-
ñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (èíòåðâàëîâ îñè âðåìåíè). Åñëè Π(∞) < ∞ è Π0(∞) >
> 4,5Π(∞), òî îáëàñòü (18) ñîäåðæèò ëó÷ t > t*, ãäå t* = sup Z < ∞. Åñëè Π0(0) >  4,5Π(0),
òî îáëàñòü (18) ñîäåðæèò ïðàâóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ (0, t0), ãäå t0 = inf Z > 0; â ýòîì
ñëó÷àå (0, t0) øèðå, ÷åì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (0, tc) îáëàñòè îòðèöàòåëüíî-
ñòè ÊÏÄ ïðè ïîëçó÷åñòè, çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâîì Π0(t) > 4,5Π(t) [54], èáî èç ñïðà-
âåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà (0, tc) è íåïðåðûâíîñòè ÔÏ ñëåäóåò, ÷òî è
íåðàâåíñòâî (18) äëÿ èíòåãðàëîâ îò ÔÏ âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ≤ tc.

Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ÊÏÄ ν(t), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîñòîÿíåí. Êðèòåðèé íåçàâè-
ñèìîñòè ÊÏÄ îò âðåìåíè ïðè ðàñòÿæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (òî åñòü êðèòå-
ðèé ïîñòîÿíñòâà ξ(t) = k, k > 0, â ñèëó (14)) íàëàãàåò ñâÿçü íà ñäâèãîâóþ è îáúåìíóþ
ÔÏ ÎÑ (1): Q0(t) = 3kQ(t) ïðè t > 0, òî åñòü
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.0),(3)(0 >Π= ttkt (19)

Â ñèëó (14) k = 3(0,5 − ν)/(1 + ν). Òîæäåñòâî (19) îáåñïå÷èâàåò â ñèëó ÎÑ (1) ïîñòî-
ÿíñòâî ÊÏÄ ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè ïî ëþáîé ïðîãðàììå σ11(t). Â ÷àñòíîñòè,
òîæäåñòâî (19) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (ñ Π0(t) ≡ 0), êîãäà ν(t) ≡
≡ 0,5 ïî (13).

ÊÏÄ (13) ïðè íàãðóæåíèè (4) íå îáÿçàí áûòü ìîíîòîííîé ôóíêöèåé. Ïîñêîëüêó
èç (14) ñëåäóåò, ÷òî

,)26(182)26()26(3)( 22 ][ ξξ+−=ξξ−ξ+ξξ+−=ν −− &&&& t (20)

òî çíàêè )()( è tt ξ−ν &&  îäèíàêîâû è èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ν(t) è −ξ(t) ñîâïàäà-
þò. Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè (15) äàåò

),()()()()(),()(
3
1)( 00

2 ttQtQttytytQt Π−Π==ξ −& (21)

òî êðèòåðèé (íåñòðîãîãî) âîçðàñòàíèÿ ÊÏÄ (óáûâàíèÿ ξ(t)) íà íåêîòîðîì èíòåðâà-
ëå èìååò âèä y(t) ≤ 0, òî åñòü Π0(t)/Q0(t) ≤ Π(t)/Q(t), à íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-
ìóìà − ðàâåíñòâî y(t) = 0, òî åñòü

.
)(
)(

)(
)(

0

0

tQ
t

tQ
t Π
=

Π
(22)

Åñëè ðàâåíñòâî (22) âûïîëíÿåòñÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè (íå îáÿçàòåëüíî
ñîâïàäàþùåì ñ ïîëóîñüþ t > 0), òî 0)( =ν t&  è ν(t) = const íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïðèìåð  1 . Ðàññìîòðèì ìîäåëü (1) ñ (îãðàíè÷åííûìè) ÔÏ êëàññè÷åñêîé ìîäå-
ëè Êåëüâèíà

,exp),(exp )( 0000 tt λ−γ−β=Πλ−γ−β=Π (23)

).,0(),,0(,0,,, 0000 β∈γβ∈γ>βλβλ

Ñìûñë ïàðàìåòðîâ: τ = 1/λ è τ0 = 1/λ0 − âðåìåíà ðåòàðäàöèè ïðè ñäâèãå è èçìåíå-
íèè îáúåìà,

,
3
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− ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè ñäâèãà è îáúåìíûå ìîäóëè. Äëÿ ÔÏ (23) èìååì

)),(exp1()),(exp1( 0
1

0000
1 ttQttQ λ−−λγ−β=λ−−γλ−β= −−

è ñîãëàñíî (17)

,
2)(18

)(271)0(,
)(3

)0(
)( 00

00

γ−β+γ−β
γ−β

+−=ν=
γ−β
γ−β

=ξ
K
G

.
218

271)(,
3

)(
0

0

β+β
β

+−=∞ν=
β
β

=∞ξ
∞

∞

K
G

Ïðè t → ∞ ôóíêöèè ξ(t) è ν(t) èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû, íå çàâèñÿùèå îò
λ, λ0, γ è γ0. Ñîãëàñíî (21)

ΠΠΠΠΠ
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−λ−−γλ−βλ−γ−β= − ])[( )(( )exp1)(exp 1
000 ttty

.)(exp)(exp1 )()( ][ 0
1

000 ttt λ−γ−βλ−−λγ−β− −

Ïðè λ = λ0 ìîæíî ïðèâåñòè y(t) ê âèäó y = (βγ0 − β0γ)[λ−1 − (λ−1 + t)exp (−λt)]. Òàê
êàê )(exp)( 00 tty λ−λγβ−βγ=&  è y(0) = 0, òî ïðè γ0β > γβ0  y(t) âîçðàñòàåò è y(t) > 0
ïðè t > 0, à ïðè γ0β < γβ0  y(t) óáûâàåò è y(t) < 0. Ïîýòîìó â ñèëó (21) ïðè γ0/γ > β0/β
ξ(t) âîçðàñòàåò, à ÊÏÄ (13) óáûâàåò íà ïîëóîñè t > 0, ïðè γ0/γ < β0/β  ξ(t) óáûâàåò, à
ÊÏÄ âîçðàñòàåò ïðè t > 0 (â òî÷íîñòè, êàê è ÊÏÄ ìîäåëè (23) ïðè ïîëçó÷åñòè [54]).
Ïðè γ0/γ = β0/β  y(t) ≡ 0, ξ(t) = G/K = G∞/K∞ = k è ν(t) = −1 + 9(6 + 2k)−1, òî åñòü ÊÏÄ
ïîñòîÿíåí è âûïîëíåíî òîæäåñòâî (19). Óñëîâèå îòðèöàòåëüíîñòè ÊÏÄ (18) èìååò
ïðè λ = λ0 âèä β0t − γ0λ−1(1 − exp (−λt)) > 4,5(βt − γλ−1(1 − exp (−λt)), òî åñòü
(γ0 − 4,5γ)/(λt) < β0 − 4,5β; â ÷àñòíîñòè, åñëè β0 > 4,5β, à γ0 > 4,5γ, òî îíî âûïîëíåíî
ïðè âñåõ t > 0 è λ > 0. Ïðè λ ≠ λ0 ôóíêöèÿ y(t) ìîæåò ìåíÿòü çíàê, è ïîòîìó ξ(t) è
ν(t) ìîãóò èìåòü òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÊÏÄ ν(t) ïðè íàãðóæåíèè (4) òðåõ ìîäåëåé âèäà
(23) ñ îäèíàêîâûìè ñäâèãîâûìè ÔÏ Π(t) (λ = 0,1, β = 1, γ = 0,5 è τ = 1/λ = 10) è
ðàçíûìè Π0(t): ñ λ0 = λ = 0,1 (ãîëóáûå êðèâûå 1−6), ñ λ0 = 1 > λ (÷åðíûå êðèâûå 1−6)
è ñ λ0 = 0,01 < λ (øòðèõîâûå êðèâûå 1−6). Çíà÷åíèå γ0  = 0,9 ôèêñèðîâàíî, à íîìåðà
êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò øåñòè çíà÷åíèÿì β0 äëÿ êàæäîé èç òðåõ ìîäåëåé ñ ðàçíûìè
âðåìåíàìè îáúåìíîé ðåòàðäàöèè τ0 = 1/λ0: β0 = 1; 2; 3; 4; 5; 6. Ñ ðîñòîì β0, òî åñòü ñ
óáûâàíèåì îáúåìíûõ ìîäóëåé K∞ = 1/β0 è K = 1/(β0 − γ0), ãðàôèê ν(t) ñìåùàåòñÿ âíèç
è ïîÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë îòðèöàòåëüíîñòè ÊÏÄ. Ôóíêöèè ν(t) âñåõ òðåõ ìîäåëåé ñ
îäèíàêîâûì β0 èìåþò îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ν(0) è àñèìïòîòû ν = ν(∞),
ν(∞) = −1 + 27(18 + 2β0/β)−1 (øòðèõîâûå ïðÿìûå 2′, 6′ íà ðèñ. 1à) è ìîãóò ìåíÿòü
çíàê (ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ν(∞) îòðèöàòåëüíû ïðè β0/β > 4,5, òî åñòü G∞/K > 1,5),
íî â îñòàëüíîì âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó: ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì îòíîøåíèè τ0/τ < 1
ν(t) áûñòðî óáûâàåò â îêðåñòíîñòè íóëÿ, à çàòåì âîçðàñòàåò (÷åðíûå êðèâûå 1−6 ñ
τ0/τ < 0,1), ïðè áîëüøîì τ0/τ > 1 ν(t) âîçðàñòàåò âáëèçè íóëÿ, à çàòåì ìåäëåííî
óáûâàåò ê àñèìïòîòå (øòðèõîâûå êðèâûå 2−6 ñ τ0/τ = 10, èõ òî÷êè ìàêñèìóìà çà
ïðåäåëàìè ðèñóíêà), à ïðè τ0= τ  ν(t) íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìà: óáûâàåò ïðè ìàëûõ
β0 < β*, β* = βγ0/γ = 9/5 (ãîëóáàÿ êðèâàÿ 1) è âîçðàñòàåò ïðè  β0 > β* (à ïðè β0 = β*
ξ(t) = const è ν(t) = const). Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðîñòåéøàÿ ðåãóëÿðíàÿ ìîäåëü (23)
ñ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè è îäíîòî÷å÷íûìè ñïåêòðàìè ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ðåëàê-
ñàöèè è ðåòàðäàöèè äåìîíñòðèðóåò, íàñêîëüêî ðàçíîîáðàçíûì ìîæåò áûòü ïîâåäå-
íèå ÊÏÄ ν(t) è ïàðàìåòðà ξ(t) ïðè íàãðóæåíèè (4), îïèñûâàåìîå ëèíåéíûì ÎÑ (1).

Ïðèìåð  2. Ðàññìîòðèì ôðàêòàëüíóþ ìîäåëü Ìàêñâåëëà cî ñòåïåííûìè ÔÏ

,0,,0,),1,0(,,, 00000 >≥∈+=Π+=Π AABBwutABAtB uu (24)

(è íåïðåðûâíûìè ñïåêòðàìè ðåòàðäàöèè è ðåëàêñàöèè). Åå ìãíîâåííûé è äëèòåëü-
íûå ìîäóëè:
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Äëÿ ÔÏ (24) Q = Bt + A(u + 1)−1tu+1, Q0 = B0t + A0(w + 1)−1tw+1 è ñîãëàñíî (17) ν(0) =
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= −1 + 27[18 + 2B0/B]−1, ξ(0) = (1/3)B0/B, à ïðè t → ∞ ãðàôèêè ν(t) îáëàäàþò ãîðè-
çîíòàëüíûìè àñèìïòîòàìè: ξ(∞) = 0, ν(∞) = 0,5 ïðè u > w, ξ(∞) = +∞, ν(∞) = −1 ïðè
u < w è ξ(∞) = (1/3)A0/A, ν(∞) = −1 + 27[18 + 2A0/A]−1 ïðè u = w (â ïåðâûõ äâóõ
ñëó÷àÿõ àñèìïòîòû íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, è ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ìî-
äåëèðóåìûé ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ êàê íåñæèìàåìûé èëè êàê íå ìåíÿþùèé ôîðìó).
Â ñèëó (21)

,)1()1()( )()( ][][ 11
00

11
00

uwuw AtBtwAtBtuABttABty +++−+++= +−+−

òî åñòü

.)1()1(1)1(]1)1[( 111
0

11
0

11
0 ][][ ++−−+−+− +−++−+−−+= wuwu twuAAtwBAtuABy

Ïðè w = u  y = (A0B − AB0)u(u + 1)−1tu+1, è ïîòîìó ÊÏÄ − ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ: ïðè
A0B > AB0  y(t) > 0 è ÊÏÄ óáûâàåò íà âñåì ëó÷å t > 0, ïðè A0B < AB0  y(t) < 0 è ÊÏÄ
âîçðàñòàåò íà ëó÷å t > 0, à ïðè A0B = AB0  ν(t) = const. Îòìåòèì, ÷òî ïîïåðå÷íàÿ äå-
ôîðìàöèÿ (10) â ñëó÷àå w = u èìååò âèä:

][ 1
00 )1)(92(92

18
1 utuAABBbt −

⊥ +−+−=ε

è ìîæåò áûòü íå òîëüêî ìîíîòîííîé (ïðè óñëîâèè C = (9B − 2B0)/(2A0 − 9A) ≤ 0), íî è
èìåòü òî÷êó ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ,ˆ /1 uCt =  åñëè C > 0 t̂(  − òî÷êà ìàêñèìóìà,
åñëè 9B − 2B0 < 0 è 2A0 − 9A0 < 0, è òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè 9B − 2B0 > 0 è 2A0 − 9A >
> 0). Äëÿ ìîäåëè (24) ñ A0 = 0, òî åñòü â ñëó÷àå ïðåíåáðåæåíèÿ îáúåìíîé ïîëçó÷åñ-
òüþ, y = −AB0u(u + 1)−1t u+1 < 0, ξ(t) óáûâàåò, à ν = 0,5 − 3B0[18(B + A(u + 1)−1t u) +
+ 2B0]−1 âîçðàñòàåò íà âñåì ëó÷å t > 0 è ν(∞) = 0,5. Ýòè êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ÊÏÄ
ìîäåëåé ñ w = u èëè ñ A0 = 0 â òî÷íîñòè òàêèå æå , êàê è ïðè ïîëçó÷åñòè [54]. Åñëè
w ≠ u è A0 ≠ 0, òî y(t) è )(tν&  ìîãóò ìåíÿòü çíàê è ÊÏÄ ìîæåò áûòü íåìîíîòîííûì.

Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÊÏÄ ν(t) ïðè íàãðóæåíèè (4) òðåõ ìîäåëåé ñå-
ìåéñòâà (24) ñ îäèíàêîâûìè ñäâèãîâûìè ÔÏ Π(t) (c u = 0,5, A = 0,5, B = 1) è ðàçíû-
ìè îáúåìíûìè ÔÏ Π0(t): ñ w = u = 0,5 (ãîëóáûå êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7), ñ w = 0,2 < u
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ÊÏÄ ìîäåëåé ñåìåéñòâà (23) ñ îäèíàêîâûìè ñäâèãîâûìè ÔÏ Π(t)
è ðàçíûìè λ0 è β0 (à) è ìîäåëåé (24) ñ îäèíàêîâûìè Π(t) è ðàçíûìè w  è B0 (á)
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(÷åðíûå êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7) è ñ w = 0,8 > u (øòðèõîâûå êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7).
Ïàðàìåòð A0 = 1 ôèêñèðîâàí, à íîìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðà B0 = 0; 1; 2; 3; 5; 7 äëÿ êàæäîé èç òðåõ ìîäåëåé; ñ ðîñòîì B0, òî åñòü ñ
óáûâàíèåì ìãíîâåííîãî îáúåìíîãî ìîäóëÿ K = 1/B0, ãðàôèê ν(t) ñìåùàåòñÿ âíèç).
Ïðè êàæäîì B0 íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ν(0) îäèíàêîâû ó âñåõ òðåõ ìîäåëåé (è óáûâà-
þò ñ ðîñòîì B0), à ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ïðè t → ∞ ðàçëè÷íû (è íå çàâèñÿò îò
B0): ν(∞) = 0,5 ó âñåõ ìîäåëåé ñ w < u, ν(∞) = −1 â ñëó÷àå w > u è ν(∞) = −1 +
+ 27[18 + 2A0/A]−1 = 5/22 ïðè w = u. Àñèìïòîòà ãîëóáûõ êðèâûõ 0−7 ν = 5/22 ñîâïà-
äàåò ñ êðèâîé (ïðÿìîé) 2, ïîñêîëüêó ïðè w = u è B0 = 2 áóäåò A0B = AB0 è ν(t) = const.
Ïðèìå÷àòåëüíû ïåðåìåíû çíàêà è íåìîíîòîííîñòü ν(t) (ó øòðèõîâîé êðèâîé 5 −
äàæå äâå ïåðåìåíû çíàêà). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû äâà ãðàôèêà ν(t) ìîäåëè ñ
ëèíåéíî óïðóãèì èçìåíåíèåì îáúåìà, òî åñòü ñ A0 = 0, Π0(t) = B0 (øòðèõïóíêòèð-
íûå êðèâûå 1′ è 7′): îíè ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è ν(∞) = 0,5.

Äëÿ ëþáîé ìîäåëè ñ Π0(t) = c = const > 0 (áåç îáúåìíîé ïîëçó÷åñòè) ñîãëàñíî
(15), (14) è (21)
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Ïîñêîëüêó y(0) = 0 è óáûâàåò, òî y(t) < 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (21) ξ(t) óáûâàåò,
à ν(t) âîçðàñòàåò íà ëó÷å t ≥ 0 (õîòÿ ε⊥(t) ìîæåò áûòü íåìîíîòîííîé − ñì. âûøå).
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Åñëè Π(0) = 0, òî ξ(0+) = +∞ è ν(0+) = −1, à åñëè Π(∞) = ∞, òî ξ(∞) = 0 è ν(∞) = 0,5.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè (24) ñ A0 = 0 èìååì: ξ(∞) = 0, ν(∞) = 0,5,  ξ(0+) = r/3,
ν(0+) = −1 + (27/2)(9 + r)−1, ãäå r = B0/B, è ν(0+) < 0 ïðè 9 + r > 27/2, òî åñòü r > 9/2.

Ïðèìåðû 1 è 2 ïîêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî óáûâàíèå ÊÏÄ íå îáÿçàòåëüíî
ñâÿçàíî ñ íåîáðàòèìûìè îáúåìíûìè äåôîðìàöèÿìè (êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü): âñå ìîäå-
ëè ñåìåéñòâ (23) èëè (24) îáåñïå÷èâàþò ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè ïîëíîå âîññòàíîâ-
ëåíèå îáúåìíûõ äåôîðìàöèé äî íóëÿ ïðè t → ∞ è îáëàäàþò ñâîéñòâîì çàòóõàíèÿ
ïàìÿòè, òàê êàê 0)( =∞Π&  [51, 52, 56].

3. Ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
ïðè íàãðóæåíèè (4) è ïðè ïîëçó÷åñòè

Â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, òî åñòü ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ âèäà ),h()(11 tt σ=σ
ãäå ,0≠σ  ÊÏÄ è ïàðàìåòð âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ξc = θ/ε âûðàæàþòñÿ
ôîðìóëàìè [54]:
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ãäå ôóíêöèÿ  f (x) îïðåäåëåíà â (14). Èç ôîðìóë (17) è (27) ïðè t → 0+ è t → +∞
ñëåäóåò, ÷òî ξ(0+) = ξc(0+) è ξ(+∞) = ξc(+∞ ), è ïîòîìó ν(0+) = νc(0+) è ν(+∞) =
= νc(+∞), òî åñòü íà÷àëüíûå è ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4) òà-
êèå æå, êàê ïðè ïîëçó÷åñòè.

Îòíîøåíèå  ξc/ξ = Π0(t)Q(t)/[Π(t)Q0(t)] (è νc(t)/ν(t)) ìîæåò áûòü è áîëüøå, è
ìåíüøå åäèíèöû: íåðàâåíñòâî ξc(t) > ξ(t) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíîñèëü-
íî y(t) > 0, ãäå y = Π0(t)Q(t) − Π(t)Q0(t) (ñì. (21)), à ðàâåíñòâî ξc(t) = ξ(t) ðàâíî-
ñèëüíî y(t) = 0, òî åñòü óñëîâèþ (22). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ  f (x) èç (14) è (26) óáûâà-
åò ïðè x ≥ 0, òî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: íåðàâåíñòâî νc(t) < ν(t) íà íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ðàâíîñèëüíî y(t) > 0 (òî åñòü óñëîâèþ 0)( <ν t&  â ñèëó
(20)), íåðàâåíñòâî νc(t) > ν(t) ðàâíîñèëüíî y(t) < 0 (òî åñòü ),0)( >ν t&  à ðàâåíñòâî
νc(t) = ν(t) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (22), òî åñòü äîñòèãàåòñÿ ëèøü â òå ìîìåíòû âðå-
ìåíè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ÊÏÄ (13) èëè ëåæàò â èíòåðâàëàõ
åãî ïîñòîÿíñòâà (â ìíîæåñòâå íóëåé y(t)). Îòìåòèì, ÷òî ó ìîäåëåé ñ óïðóãîé îáúåì-
íîé äåôîðìàöèåé (ñì. (25)) ïðè ëþáîì c > 0 âñåãäà  y(t) < 0 è ξc/ξ = t −1Q(t)/Π(t) < 1
ïðè t > 0, òî åñòü νc(t) > ν(t).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðàôèêè ôóíêöèé ξ(t) è ξc(t) (ôîðìóëû (15)
è (27)) ïðè íàãðóæåíèè (4) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (ñïëîøíûå êðèâûå 1−4) è ïðè
ïîëçó÷åñòè (øòðèõîâûå êðèâûå 1′−4′) äëÿ øåñòè ìîäåëåé òðåõ òèïîâ:

1) äâóõ ìîäåëåé âèäà (23) ñ β = 1, γ = 0,5, λ = 0,1, β0 = 1, γ0 = 0,9 è λ0 = 1 (êðèâûå
1, 1′) èëè λ0 = 0,1 (êðèâûå 2, 2′);

2) äâóõ ìîäåëåé (24) ñ u = 0,5, A = 0,5, B = 1, w = 0,2, A0 = 1 è B0 = 0 (êðàñíûå
êðèâûå 3, 3′ ñ ξ(0) = 0) èëè B0 = 1 (êðèâûå 4, 4′);

3) äëÿ ìîäåëè ñ Π0(t) = c = const > 0 (òî åñòü ìîäåëè (23) ñ γ0 = 0,9 èëè ìîäåëè
(24) ñ A0 = 0) ïðè c = B0 = 0,5: ñèíèå êðèâûå 5, 5′ − ïðè B = 1 è êðèâûå 6, 6′ ïðè B =
= 0 (êîãäà ξ(0+) = +∞ ó ìîäåëè (24)). Ó ìîäåëåé (24) ñ u > w   ξ(∞) = 0 (è ν(∞) = 0,5),
à êðèâûå 1, 1′, 2, 2′ ìîäåëåé (23) èìåþò îáùóþ àñèìïòîòó ξ(∞) = β0/(3β) = 1/3.
Îòíîøåíèå ξc(t)/ξ(t) ìîæåò áûòü è áîëüøå, è ìåíüøå åäèíèöû (êðèâûå 1−4 è 1′−
4′), à åãî ïðåäåëû ïðè t → 0+ è t → +∞ ðàâíû åäèíèöå.

 Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÊÏÄ (13) ïðè íàãðóæåíèè (4) ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ (êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7) è ÊÏÄ (26) ïðè ïîëçó÷åñòè (ãîëóáûå øòðèõîâûå

Ðèñ 2. Ãðàôèêè ξ(t) è ξc(t) ïðè íàãðóæåíèè (4) è ïðè ïîëçó÷åñòè,
ïîðîæäåííûå ìîäåëÿìè (23) è (24)
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êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7) äëÿ ìîäåëè (24) ñ u = 0,5, A = 0,5, B = 1, A0 = 1, w = 0,2 è B0 =
= 0; 1; 2; 3; 5; 7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû äâà ãðàôèêà ν(t) ìîäåëè ñ ëèíåéíî óïðó-
ãèì èçìåíåíèåì îáúåìà, òî åñòü ñ A0 = 0 (øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå 1′ è 7′): îíè
ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è ν(∞) = 0,5. Íà ðèñ. 3á − ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4) (êðèâûå
0, 1, 2, 3, 5, 7) è ïðè ïîëçó÷åñòè (ãîëóáûå øòðèõîâûå êðèâûå 0, 1, 2, 3, 5, 7) äëÿ
ìîäåëè (24) ñ w = 0,8 è òåìè æå çíà÷åíèÿìè B0 = 0; 1; 2; 3; 5; 7. Ëþáîé ãðàôèê ÊÏÄ
ïðè ïîëçó÷åñòè áûñòðåå ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ (àñèìïòîòå) ïðè t → ∞,
÷åì ïðè íàãðóæåíèè (4): íà ðèñ. 3à áûñòðåå âîçðàñòàåò, à íà ðèñ. 3á − áûñòðåå óáû-
âàåò.

Çàêëþ÷åíèå

Èçó÷åíû âîçìîæíîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (1) ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ïîëçó÷åñòè) äëÿ èçîòðîïíûõ íåñòàðåþùèõ ðåîíîì-
íûõ ìàòåðèàëîâ ïî îïèñàíèþ êîìïëåêñà ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
âåäåíèåì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (ÊÏÄ) ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè (4) ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ìèíèìàëüíûõ (íåîáõîäèìûõ) îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèè ïîë-
çó÷åñòè (îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, âîçðàñòàþùèìè è âûïóêëûìè
ââåðõ íà ïîëóîñè âðåìåíè) àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû îáùèå âûðàæåíèÿ (13) è (15)
äëÿ ÊÏÄ ν(t) ïðè íàãðóæåíèè (4) è äëÿ ïàðàìåòðà âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ξ(t) (ðàâíîãî îòíîøåíèþ îáúåìíîé äåôîðìàöèè ê èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé)
÷åðåç ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè è âðåìÿ. Äîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ÊÏÄ ν(t) ëåæàò â
èíòåðâàëå (−1; 0,5) ïðè ëþáîì t > 0 (óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà (17)), ÷òî ôóíêöèÿ ν(t)
âñåãäà èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ïðè t → +∞, à íà÷àëüíàÿ è ðàâíîâåñíàÿ
âåëè÷èíû ÊÏÄ (16) ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [−1; 0,5] (â çàâè-
ñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïðåäåëîâ îòíîøåíèÿ ôóíêöèé îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ïîëçó-
÷åñòè). Íàéäåíû êðèòåðèè îòðèöàòåëüíîñòè ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4), êðèòåðèè åãî
âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ, ïîñòîÿíñòâà è íåìîíîòîííîñòè. Îáíàðóæåííûå ñâîéñòâà
ÊÏÄ (13) ïðè íàãðóæåíèè (4) ñîïîñòàâëåíû ñî ñâîéñòâàìè ÊÏÄ (26) â óñëîâèÿõ
ïîëçó÷åñòè (ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè), â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé èç
íèõ ìîæåò ïðåâîñõîäèòü äðóãîé íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ÷òî ðàâåíñòâî ýòèõ
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ÊÏÄ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ýêñò-
ðåìóìà ÊÏÄ (13) èëè ëåæàò â èíòåðâàëàõ åãî ïîñòîÿíñòâà (â ìíîæåñòâå íóëåé ôóíê-
öèè y(t) èç (21)), à íà÷àëüíûå è ðàâíîâåñíûå (ïðåäåëüíûå) çíà÷åíèÿ ÊÏÄ ïðè íà-
ãðóæåíèè (4) è ÊÏÄ ïðè ïîëçó÷åñòè âñåãäà îäèíàêîâû.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ëèíåéíîãî ÎÑ (1) îò íåëèíåéíûõ ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè −
íåçàâèñèìîñòü ÊÏÄ îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ è åå çíàêà (êàê è îò óðîâíÿ íàïðÿæå-
íèÿ ïðè ïîëçó÷åñòè). Ýòî ñâîéñòâî óäîáíî ïðîâåðÿòü â èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëîâ ïî
ïðîãðàììàì âèäà (4) è èñïîëüçîâàòü êàê ìàðêåð ãðàíèöû îáëàñòè ëèíåéíîãî ïîâå-
äåíèÿ ìàòåðèàëîâ, òî åñòü èíäèêàòîð íåïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1) â ñëó÷àå îáíàðóæå-
íèÿ çàâèñèìîñòè ÊÏÄ îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ (â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé è
äåôîðìàöèé).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (1) äëÿ íåñòàðåþùèõ
èçîòðîïíûõ ñðåä, ïðåíåáðåãàþùåå âëèÿíèåì øàðîâîé è äåâèàòîðíîé ÷àñòåé òåíçî-
ðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äðóã íà äðóãà, ñïîñîáíî êà÷åñòâåííî âîñïðîèçâî-
äèòü îñíîâíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì ÊÏÄ ïðè íàãðóæåíèè (4) (ìîíî-
òîííîñòü, íåìîíîòîííîñòü, çíàêîïåðåìåííîñòü, îòðèöàòåëüíîñòü ÊÏÄ íà íåêîòî-
ðîì èíòåðâàëå âðåìåíè, åãî ñòàáèëèçàöèþ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè), çà èñêëþ÷åíèåì
çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ.

Ýôôåêò îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ðàçâèâàþùèéñÿ âî âðåìå-
íè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, ïðè ñîçäàíèè ñàìîóêðåïëÿþùèõñÿ áîëòî-
âûõ ñîåäèíåíèé, ïîä íàãðóçêîé ïðåâðàùàþùèõñÿ âî ôðèêöèîííûå ñîåäèíåíèÿ çà
ñ÷åò ïîïåðå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ áîëòîâ è èõ ñòåñíåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè (â ÷àñòíîñòè,
â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè), è äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðî÷íîñòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ, ïëîõî ðàáîòàþùèõ íà ðàñòÿæåíèå (öåìåíòû, áåòîíû, ñòåêëà è ò.ï.) çà
ñ÷åò àðìèðîâàíèÿ àóêñåòè÷íûìè âîëîêíàìè è (ìèêðî)òðóáêàìè (êàê íàïðàâëåííî-
ãî, òàê è õàîòè÷íîãî). Åùå îäíî âîçìîæíîå ïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå − ñîçäàíèå
íîâûõ ìÿãêèõ ìàãíèòíûõ êîìïîçèòîâ [61] (èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå ðàçíîãî ðîäà
àêòóàòîðîâ, êëàïàíîâ, ôèêñàòîðîâ è óïëîòíèòåëåé), ñî÷åòàþùèõ óïðàâëÿåìîñòü
ñâîéñòâ ìàãíèòíûì ïîëåì ñ âîçìîæíîñòüþ âûõîäà â ðåæèì «ðàñïóõàíèÿ» ñ îòðèöà-
òåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà.
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NON-MONOTONICITY, SIGN CHANGES AND OTHER FEATURES
OF POISSON'S RATIO EVOLUTION FOR ISOTROPIC LINEAR

VISCOELASTIC MATERIALS UNDER TENSION AT CONSTANT STRESS RATES

Khokhlov À.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

We study analytically the Boltzmann − Volterra linear constitutive equation for isotropic non-aging
viscoelastic media in order to elucidate its capabilities to provide a qualitative simulation of
rheological phenomena related to different types of evolution of triaxial strain state and of the
lateral contraction ratio (the Poisson ratio) observed in uni-axial tests of viscoelastic materials
under tension or compression at constant stress rate. In particular, we consider such effects as
increasing, decreasing or non-monotone dependences of lateral strain and Poisson's ratio on time,
sign changes and negativity of Poisson's ratio (auxeticity effect) and its stabilization at large times.
The viscoelasticity equation implies that the hydrostatic and deviatoric parts of stress and strain
tensors don't depend on each other. It is governed by two material functions of a positive real
argument (that is shear and bulk creep compliances).
Assuming both creep compliances are arbitrary positive, differentiable, increasing and convex up
functions on time semi-axis, we analyze general expressions for the Poisson ratio and strain triaxiality
ratio (which is equal to volumetric strain divided by deviatoric strain) generated by the viscoelasticity
relation under uni-axial tension or compression. We investigate qualitative properties and
peculiarities of their evolution in time and their dependences on material functions characteristics.
We obtain the universal accurate two-sided bound for the Poisson ratio range and criteria for the
Poisson ratio increase or decrease and for extrema existence. We derive necessary and sufficient
restrictions on shear and bulk creep compliances providing sign changes of the Poisson ratio and
negative values of Poisson's ratio on some interval of time. The properties of the Poisson ratio
under tension at constant stress rates found in the study we compare to properties the Poisson ratio
evolution under constant stress (in virtual creep tests) and illustrate them using popular classical
and fractal models with shear and bulk creep functions each one controlled by three parameters.
The analysis carried out let us to conclude that the linear viscoelasticity theory (supplied with
common creep functions which are non-exotic from any point of view) is able to simulate
qualitatively the main effects associated with different types of the Poisson ratio evolution under
tension or compression at constant stress rate except for dependence of Poisson's ratio on stress
rate. It is proved that the linear theory can reproduce increasing, decreasing or non-monotone and
convex up or down dependences of lateral strain and Poisson's ratio on time and it can provide
existence of minimum, maximum or inflection points and sign changes from minus to plus and
vice versa and asymptotic stabilization at large times.

Keywords: viscoelasticity, volumetric creep, tensile tests at constant stress rates, lateral contraction
ratio, sign changes and non-monotonicity of Poisson's ratio, viscoelastic auxetics, evolution of auxetic
behavior, magnetic composites, indicators of linear range limits.


