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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå äåôîðìèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ, èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ
(ìàòðèöû), ïîäêðåïëåííûõ äèñêðåòíîé ñèñòåìîé êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé,
âîñïðèíèìàþùèõ óñèëèÿ ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî
àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî è èõ ðàñïîëîæåíèå â îñíîâ-
íîì ìàòåðèàëå ìîæåò áûòü íåðåãóëÿðíûì. Ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ êîíñòðóê-
öèé ìåòîäû îñðåäíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ìåõàíèêå êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ, ìîãóò ñòàòü íåïðèåìëåìûìè. Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôîðìó-
ëèðóåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà
ìîùíîñòè âèðòóàëüíîé ðàáîòû. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìåòàëëîâ
è ñïëàâîâ ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òå÷åíèÿ. Áåòîí è êèðïè÷íàÿ êëàä-
êà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàçíîìîäóëüíàÿ ñðåäà, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé
çàâèñÿò îò âèäà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è óðîâíÿ ïîâðåæ-
äåííîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìîìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè
òèïà «êðåñò». Äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îñíîâàíà íà âîñüìèóçëîâûõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ ñ ïîëèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé.
Êðèâîëèíåéíûå â îáùåì ñëó÷àå àðìèðóþùèå ñòåðæíè ðàçáèâàþòñÿ íà îòðåç-
êè ïðÿìûõ, ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè
òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíÿìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè îñíîâíîãî ìàòåðè-
àëà. Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó àðìàòóðîé è ñâÿçóþùèì ìàòåðèàëîì íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ. Íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå çàìåíÿþòñÿ ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ñè-
ëàìè óçëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû, êîòîðûå ïðîåöèðóþòñÿ â îáùóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò è ñóììèðóþòñÿ ñ óçëîâûìè ñèëàìè îò íàïðÿæåíèé â îñíîâ-
íîì ìàòåðèàëå è îò âíåøíåé íàãðóçêè. Äëÿ âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííîé êî-
íå÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòîäèêè ðåøåí ðÿä òåñòîâûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðìèðîâàíèå, ñòåðæåíü, ìàòðèöà, äèñêðåòíûé, äèíàìè-
÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ââåäåíèå

Ìíîãèå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïëîøíóþ ñðåäó (ìàò-
ðèöó) ñ îäíîìåðíûìè âêëþ÷åíèÿìè â âèäå ñòåðæíåé, ðàñïîëîæåííûõ ñïåöèàëü-
íûì îáðàçîì. Òàêèå ìàòåðèàëû íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñòðîèòåëüíîé èíäó-
ñòðèè, ìàøèíîñòðîåíèè, ñàìîëåòîñòðîåíèè è ò.ä. [1−4]. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòìå-
òèòü îäèí èç ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ñåéñìîóñèëåíèÿ êèðïè÷íûõ ñòåí − ïðèìåíå-
íèå ìîíîëèòíûõ æåëåçîáåòîííûõ àïïëèêàöèé [5−13], êîòîðûé äîïóñêàåò âûïîëíå-
íèå ðàáîò ïî íàðóæíîìó êîíòóðó áåç ïðåðûâàíèÿ ýêñïëóàòàöèè ñîîðóæåíèÿ. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ àðìèðîâàííîãî òàêèì ñïîñîáîì îáðàçöà ïðå-
äåëüíàÿ íàãðóçêà ïîâûøàåòñÿ â 2-3 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé (íåóñèëåííîé)
êëàäêîé.

Â ìàòåðèàëå, ãäå ñâÿçóþùàÿ ìàòðèöà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ðàçíîîðèåíòèðî-
âàííûå áîëåå æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, òðóäíî óñòàíîâèòü ôàêòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Ïîýòîìó â ìåõàíèêå êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ýòîì ñëó÷àå äåëàþò íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ
[1−3, 14, 15], íà îñíîâå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿþò îñðåäíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ,
ó÷èòûâàþùåå óäåëüíûé âêëàä áàçîâîé ñðåäû è ïîäêðåïëåíèé. Îäíàêî ïðè ñðàâíè-
òåëüíî ìàëîì êîëè÷åñòâå ïîäêðåïëåíèé è íåðåãóëÿðíîñòè èõ ðàñïîëîæåíèÿ â îñ-
íîâíîì ìàòåðèàëå òàêîé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëè
ðàçðàáîòàíû êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé èç èçîòðîï-
íîãî ìàòåðèàëà [16, 17], àðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿìè, ðàáîòàþùèìè íà ðàñòÿæåíèå-
ñæàòèå ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçëîæåííûé â [16, 17]
ïîäõîä ðàçâèò äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè.

1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ìåòîä ðåøåíèÿ

Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ñ
ïîçèöèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä [18, 19]. Ãèïîòåçû, ïðèíÿòûå â òåîðèè ñòåðæíåé,
ââîäÿòñÿ íà ýòàïå äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èõ ñòûêîâêó ñ
îñíîâíûì ìàòåðèàëîì. Äâèæåíèå äåôîðìèðóåìîé êîíñòðóêöèè áóäåì îïèñûâàòü
óðàâíåíèåì, ñëåäóþùèì èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà áàëàíñà ìîùíîñòè âèðòóàëü-
íîé ðàáîòû [20]:
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Â (1) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω − îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, çàíèìàåìàÿ
äåôîðìèðóåìîé êîíñòðóêöèåé; Γp − ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ïðèëîæåí
èìïóëüñ âíåøíåãî äàâëåíèÿ; Γq − ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà; U = [U1U2U3]T − ïåðåìå-
ùåíèÿ â îáùåé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = [X1X2X3]T; p = [p1p2p3]T − ïî-
âåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà; {ε} = [ε11ε22ε33ε12 ε23ε31]T, {σ} = [σ11σ22σ33σ12σ23σ31]T − âåêòî-
ðû, ñîñòàâëåííûå èç êîìïîíåíò òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé; q = [q1q2q3]T −
äàâëåíèå â çîíå êîíòàêòà. Òî÷êà íàä ïåðåìåííîé îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè, èíäåêñ T − îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì
âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå; ñèìâîëàìè ñ, à ïîìå÷åíû êîìïîíåíòû òåíçîðîâ â ñâÿçóþ-
ùåì ìàòåðèàëå è â àðìèðóþùèõ ýëåìåíòàõ; α − èíòåíñèâíîñòü àðìèðîâàíèÿ (ñî-
äåðæàíèå àðìàòóðû); ρ − ïëîòíîñòü àðìèðîâàííîãî ìàòåðèàëà:
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ρc, ρa − ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ ìàòðèöû è àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ. Ñâÿçü ìåæäó
ñêîðîñòÿìè äåôîðìàöèé è ñêîðîñòÿìè ïåðåìåùåíèé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Êîøè â òåêóùåé ìåòðèêå. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ
ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óï-
ðî÷íåíèåì [21], à äëÿ áåòîíà èëè êèðïè÷íîé êëàäêè − ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîìîäóëü-
íîé ñðåäû, ó÷èòûâàþùèå íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé [22, 23].

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îñíîâàíî íà
ìîìåíòíîé ñõåìå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò» [19, 24−26]. Äëÿ ó÷åòà äèñêðåòíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ïîäêðåïëÿþùèõ ñòåðæíåé ðàçðàáîòàí êîíå÷íûé ýëåìåíò, îïèñûâàþùèé
âçàèìîäåéñòâèå ñïëîøíîé ñðåäû è àðìàòóðû. Îñíîâíîé ìàòåðèàë êîíñòðóêöèè ðàç-
áèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ øåñòèãðàííûõ 8-óçëîâûõ èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, â óçëàõ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ {U}, ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé

}{U&  è óñêîðåíèÿ }{U&&  â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = [X1X2X3]T. Äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ïðèìåíÿþòñÿ ïîëèëèíåé-
íûå ôóíêöèè ôîðìû:
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iU&  − i-ÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé óçëà k â îáùåì áàçèñå. Ñêîðîñòè

äåôîðìàöèé ε&  âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ÊÝ) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè â âèäå ñóììû áåçìîìåíòíûõ è ìîìåíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Àïïðîêñèìàöèÿ
íàïðÿæåíèé â êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ ìàññèâíûõ òåë è îáîëî÷åê ïðèâåäåíà â [25, 26].

Îñåâûå ëèíèè ïîäêðåïëÿþùèõ ñòåðæíåé ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ ëèíèÿìè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêè (ÊÝ-ñåòêè) ìàòðèöû. Êðèâîëèíåéíûå â îáùåì ñëó÷àå ñòåðæíè
ðàçáèâàþòñÿ íà îòðåçêè ïðÿìûõ, ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
êîîðäèíàòàìè òî÷åê èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíÿìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñåòêè îñíîâíî-
ãî ìàòåðèàëà X l

i [16]. Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó àðìàòóðîé è ñâÿçóþùèì ìàòåðèàëîì
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ñòåðæíåé â òî÷êàõ X l

i âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3). Äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå àïïðîêñèìèðó-
þòñÿ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòñëåæèâàþùåé ñìåùåíèå åãî îñè [27]. Ïåðå-
ðåçûâàþùèìè ñèëàìè, êðóòÿùèì è èçãèáàþùèìè ìîìåíòàìè â ñòåðæíÿõ ïðåíåá-
ðåãàåì. Íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå çàìåíÿþòñÿ ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ñèëàìè óç-
ëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû, êîòîðûå ïðîåöèðóþòñÿ â îáùóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò è ñóììèðóþòñÿ ñ óçëîâûìè ñèëàìè îò íàïðÿæåíèé â îñíîâíîì ìàòåðèàëå è îò
âíåøíåé íàãðóçêè. Ðåçóëüòèðóþùèå óçëîâûå ñèëû ïîäñòàâëÿþòñÿ â äèñêðåòíûé
àíàëîã óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÊÝ-ñåòêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, êîòîðûé èíòåãðèðóåòñÿ
ïî ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà «êðåñò». Òàêèì îáðàçîì, âûðàæàÿ êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â ïîäêðåïëÿþùèõ ñòåðæíÿõ
÷åðåç óçëîâûå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ÊÝ-ñåòêè îñíîâíîãî ìàòåðèàëà, ìîæíî ó÷åñòü
äèñêðåòíîñòü àðìèðóþùåé ñèñòåìû, íå ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â
äèñêðåòíóþ ìîäåëü êîíñòðóêöèè. Óâåëè÷åíèå òðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòà ñâîäèòñÿ ê
ìèíèìóìó, åñëè åñòü âîçìîæíîñòü ñîâìåñòèòü îñåâûå ëèíèè àðìèðóþùèõ ñòåðæ-
íåé ñ ëèíèÿìè ÊÝ-ñåòêè ìàòðèöû [17].
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2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äèñêðåòíî àðìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé ðåàëèçî-
âàíà â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû «Äèíàìèêà-3» [28].

Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåí äèíàìè÷åñêèé èçãèá æåñòêî çàêðåï-
ëåííîé íà òîðöàõ áàëêè äëèíîé L1 = 100 ñì. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå áàëêè ñ ðàñïîëî-
æåíèåì àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé, ãäå L2 = 22 ñì, L3 = 11 ñì, ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.
Ïîñòîÿííîå äàâëåíèå P = 0,1 ÌÏà ïðèëîæåíî ê âåðõíåé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè.

Àíàëèçèðîâàëèñü äâà âàðèàíòà: áåòîííàÿ áàëêà è æåëåçîáåòîííàÿ áàëêà ñ ïðî-
äîëüíûì àðìèðîâàíèåì ñòàëüíûìè ñòåðæíÿìè. Áåòîí ìîäåëèðîâàëñÿ óïðóãîé ñðå-
äîé (ρc = 2,167 ã/ñì3, ìîäóëü óïðóãîñòè Åc = 20 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà  μc =
= 0,15). Äëÿ ñòàëè çàäàâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê:
ρa = 7,8 ã/ñì3, Åa = 200 ÃÏà, μa = 0,3. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè ðàññìàòðèâàëàñü 1/4 ÷àñòü áàëêè (X1 < L1/2, X2 < L2 /2), êîòîðàÿ ðàçáèâà-
ëàñü íà 7200 ÊÝ. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îòîáðàæåíû íà ðèñ. 2 â âèäå ãðàôèêîâ
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé σ11 â öåíòðå íèæíåé ëèöåâîé
ïîâåðõíîñòè æåëåçîáåòîííîé áàëêè, îòíåñåííûõ ê èõ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ σmax
â áåòîííîé áàëêå.

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó ïî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå, ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ − êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ðàñ÷åò ñ âûäåëåíèåì è äèñêðåòèçàöèåé àðìàòóðû. Àíà-
ëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå àðìèðîâàíèÿ ñíèæàåò â ðàññìàò-

L2 /24 L2 /12

L2

L3
L3/3

L3/12

L3/3

Ðèñ. 1

σ11/σmax

−0,2
0                  1                  2                  3                 t, ìñ

0

0,2

0,4

0,6

Ðèñ. 2
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ðèâàåìîé çàäà÷å óðîâåíü ïðîäîëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â áåòîíå â 1,5
ðàçà. Ðàñõîæäåíèå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 2 íå ïðåâûøàåò 5%. Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà
ïîçâîëèëà ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåðíî â 2 ðàçà. Ýêîíîìèÿ äîñòèãíó-
òà â îñíîâíîì çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé äè-
íàìèêè àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé.

Ðàññìîòðåí óïðóãèé èçãèá êâàäðàòíîé ïëàñòèíû (L1 = 8 ñì, L2 = 8 ñì, L3 = 2 ñì),
øàðíèðíî îïåðòîé ïî êîíòóðó íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè. Íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíû ïðèëîæåíî äàâëåíèå P = const = 10 ÌÏà. Â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
ðàññìàòðèâàëàñü 1/4 ÷àñòü ïëàñòèíû (X1 < L1 /2, X2 < L2 /2), êîòîðàÿ ðàçáèâàëàñü íà
4000 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñõåìà àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû ñòàëüíûìè ñòåðæíÿìè ñ
êâàäðàòíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì 0,2×0,2 ñì ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé
σ11, îïðåäåëåííûõ â ÊÝ, ïðèìûêàþùåì ê öåíòðó íèæíåé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ïëà-
ñòèíû. Íà ãðàôèêå σmax − ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå σ11 â áåòîííîé ïëàñòèíå, ïóíê-
òèðíîé è ñïëîøíîé ëèíèÿìè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòó
æåëåçîáåòîííîé ïëàñòèíû ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè è êîíå÷íî-ýëå-
ìåíòíîé ìîäåëè ñ âûäåëåíèåì è äèñêðåòèçàöèåé àðìàòóðû ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëèëà äîñòè÷ü õîðîøåé òî÷íîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ðàñõîæäåíèå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 4 íå ïðåâûøàåò 3%).

Ïðîâåäåí ðàñ÷åò èçãèáà æåñòêî çàäåëàííîé íà òîðöå óïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè (L = 20 ñì, R1 = 5 ñì, R2 = 5,5  ñì, ðèñ. 5) ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ, èçìåíå-
íèå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé:
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⎨
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Ðàññìàòðèâàëèñü äâà âàðèàíòà çàäà÷è: à) áåòîííàÿ îáîëî÷êà, á) æåëåçîáåòîííàÿ
îáîëî÷êà ñ ïðîäîëüíûì àðìèðîâàíèåì íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Ñõåìà àðìèðî-
âàíèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.

Â êà÷åñòâå àðìàòóðû èñïîëüçîâàëèñü ñòàëüíûå ñòåðæíè ñ êâàäðàòíûì ïîïåðå÷-
íûì ñå÷åíèåì 0,1×0,1 ñì. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6 â âèäå
ãðàôèêîâ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ïðîãèáà íà ñâîáîäíîì òîðöå îáîëî÷êè. Ðàñõîæ-
äåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè è êîíå÷íî-ýëå-
ìåíòíîé ìîäåëè ñ âûäåëåíèåì è äèñêðåòèçàöèåé àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé, íå ïðåâû-
øàåò 5%. Ñìåùåíèå àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé ê âíåøíåé ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè óìåíü-
øàåò ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá îáîëî÷êè åùå íà 20%.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ðàçðàáîòàííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòîäèêè
â çàäà÷àõ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ñ ó÷åòîì ðàçíîìîäóëüíîñòè îñíîâíîãî ìàòåðè-
àëà ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî èçãèáà áåòîííîé áàëêè
(40×10×10 ñì). Óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ è ñõåìà íàãðóæåíèÿ áàëêè ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 7à. Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê áåòîíà çàäàâàëèñü ñëåäó-
þùèå çíà÷åíèÿ: ïëîòíîñòü ρ = 2,3 ã/ñì3, ìîäóëü ñäâèãà G = 12 ÃÏà, ìîäóëü îáúåì-
íîãî ñæàòèÿ K = 14 ÃÏà, ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ñæàòèå σs = 0,02 ÃÏà, ïðåäåë ïðî÷íî-
ñòè íà ðàñòÿæåíèå σR = 0,002 ÃÏà. Àðìàòóðà (ïî 4 ñòåðæíÿ êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ 1×1 ñì, ñìåùåííûõ íà 1 ñì îò âåðõíåé è íèæíåé ëèöåâûõ ïîâåðõíîñ-
òåé) ïðåäïîëàãàëàñü âûïîëíåííîé èç ñòàëè (ρ = 7,8 ã/ñì3, E = 200 ÃÏà, μ = 0,3).
Çàâèñèìîñòü âíåøíåé íàãðóçêè îò âðåìåíè çàäàâàëàñü ôîðìóëîé

Ðèñ. 5

X3

X2

U/Umax

0                  0,25          0,50           0,75           t, ìñ

0,3

0,6

Ðèñ. 6
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à åå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿëèñü èç âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ F0 ïî-
ñòåïåííî óâåëè÷èâàëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà â áåòîíå íå íàðóøàëîñü óñëîâèå ïðî÷íî-
ñòè.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è áåç ó÷åòà àðìèðîâàíèÿ îòîáðàæåíû â âèäå ÊÝ-ñå-
òîê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ íàíåñåííûì íà íèõ ðàñïðåäåëåíèåì ìåðû ïîâðåæäåííîñ-
òè ω (ðèñ. 7á, â), à òàêæå ãðàôèêîâ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ω (ðèñ. 7ã, ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) è ïðèâåäåííûõ ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé Rσσ=σ /1111  (ðèñ. 7ã, ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ), îïðåäåëåííûõ â ÊÝ, ïðèìûêàþùåì ê óçëó A, îòìå÷åííîìó íà ðèñ. 7à. Ðàñ-
ïîëîæåíèå òðåùèíû â áåòîííîé áàëêå ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè [29]. Åñëè â ðàñ÷åòå íå ó÷èòûâàòü ðàçëè÷èå ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè áåòîíà íà
ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå (σs = σR), ðàçðóøåíèå áàëêè ïðè òàêîì íàãðóæåíèè áóäåò ïðî-
èñõîäèòü èíà÷å. Ñíà÷àëà âîçíèêàþò ðàçðóøåíèÿ â çîíàõ ïðèëîæåíèÿ âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ, çàòåì â îáëàñòè îïîð, è ëèøü ïîòîì îáðàçóþòñÿ âåðòèêàëüíûå òðåùèíû â
öåíòðå áàëêè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îò ñæàòîé è ðàñòÿíóòîé ëèöåâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé áàëêè. Ïðèìåíåíèå ïðîäîëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ñòàëüíûìè ñòåðæíÿìè íà
ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ áàëêè ïðåïÿòñòâóåò åå ðàçðóøåíèþ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè.
Îäíàêî, ïî ðàñ÷åòíûì äàííûì, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ïîâåðõíîñòíîå ðàçðóøåíèå
áåòîíà â îáëàñòè îïîð (îòñëîåíèå áåòîíà îò àðìèðóþùèõ ñòåðæíåé).

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñ-
êè íåëèíåéíûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äèñêðåòíî àðìèðîâàííûõ

L/4

L/8 L/4 L/4 L/8
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F F

à) á)
t = 400 ìêñ

ω, σ11

0           200        400       600      t, ìêñ

0,3
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â) ã)
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êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî
ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Çà ñ÷åò óâåëè-
÷åíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè îíà ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò âðåìÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è.
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A FINITE-ELEMENT METHODOLOGY OF ANALYZING A 3D PROBLEM
OF DYNAMICS OF STRUCTURES STIFFENED

BY A SYSTEM OF REINFORCING RODS

Ivanov V.A.1, Kibets A.I.2, Kibets Yu.I.2

1I.N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russian Federation
2Research Institute for Mechanics, National Research Lobachevsky State University

of Nizhny Novgorod, Nizhny Novgorod, Russian Federation

Nonstationary deformation of spatial structures made of piecewise-homogeneous isotropic materials
(matrices), stiffened by a discrete system of curvilinear rods sustaining effects of tension-
compression, is considered. It is assumed that the number of reinforcing rods is not large and their
arrangement in the main material can be irregular.
In analyzing such structures, the averaging methods used in mechanics of composite materials may
become inapplicable. The defining equation set is formulated in Lagrange variables. Equations of
motion are derived from the virtual work power balance. Kinematic relations are defined in the
metrics of a current state. Relations of Beton's yield theory are used as equations of state for metals
and alloys, and masonry is considered as a hetero-modular medium, the equations of state of which
depend on the type of stressed-strained state and damage degree. The problem is analyzed using a
momentary scheme of the finite element method and a cross-type explicit finite-difference time
integration scheme. The analyzed region is discretized using 8-node finite elements with a poly-
linear approximation of displacement velocities. The curvilinear, in a general case, reinforcing
rods are discretized into straight sections, the spatial location of which is defined by the coordinates
of the points of their intersection with the sides of the finite elements of the mesh of the main
material. Slipping between the reinforcement and the binding material is not considered. Stresses
in the rod are substituted for by statically equivalent forces of the nodes of the finite element of the
matrix, which are projected onto a common coordinate system and summed with node forces from
stresses in the main material and external loading. To verify the developed finite-element
methodology, a number of benchmark problems have been analyzed.

Keywords: reinforcement, rod, matrix, discrete, dynamic effect, finite-element method.


