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Èññëåäóåòñÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ðàáîò-
íîâà ñ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ èçîòðîïíûõ
ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ ðåîëî-
ãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ãðàíèö è èíäèêàòîðîâ åãî îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè, ñôåð
âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ðàçðàáîòêè ìåòîäèê èäåíòèôèêàöèè. Àíà-
ëèòè÷åñêè èçó÷åíû óðàâíåíèÿ ïîðîæäàåìûõ èì ñåìåéñòâ êðèâûõ îáúåìíîé,
ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè, èõ õàðàê-
òåðíûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà (èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè, ñóùåñòâîâàíèå òî-
÷åê ýêñòðåìóìà è ñìåíû çíàêà, àñèìïòîòèêà è ò.ï.) è âëèÿíèå íà íèõ îáùèõ
îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå Ðàáîòíîâà ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü íåìîíîòîííîå èçìåíåíèå è çíàêî-
ïåðåìåííîñòü ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîñòî-
ÿííîé îñåâîé íàãðóçêå. Âûâåäåíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà è ïàðàìåòð âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæå-
íèè (ñæàòèè), èññëåäîâàíî âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â óñëîâè-
ÿõ ïîëçó÷åñòè ÷åðåç ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè è âðåìÿ, ïîëó÷åíû îáùèå îöåíêè
äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ïàðàìåòðà âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Íàéäåíû óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè è íåìîíîòîííîñòè èõ çàâèñèìîñòåé îò âðå-
ìåíè, êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîëçó÷åñòè,
êðèòåðèé åãî ïîñòîÿíñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò îáúåìíîé ïîëçó÷åñòè (óïðàâëÿ-
åìîé äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ìîäåëè) ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå êðèâûõ îñåâîé ïîëçó÷åñòè è êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-
ñîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàñëåäñòâåííîñòü, ôèçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, ñæèìàå-
ìîñòü, îáúåìíàÿ ïîëçó÷åñòü, äèñïåðñíî íàïîëíåííûå ïîëèìåðû, òåíçîðíî-
ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, øàðîâàÿ è äåâèàòîðíàÿ ÷àñòè òåíçîðà
íàïðÿæåíèé, íåìîíîòîííîñòü ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè, îòðèöàòåëüíîñòü êî-
ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.
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Ââåäåíèå

Èçìåíåíèå îáúåìà ïðè íàãðóæåíèè («ðàçðûõëåíèå»), îáúåìíàÿ ïîëçó÷åñòü è
ðåëàêñàöèÿ, âèä íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è åãî ýâîëþöèÿ, âëèÿ-
íèå ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ (âñåñòîðîííåãî äàâëåíèÿ) è åãî èñòîðèè íà îñåâûå è ñäâè-
ãîâûå äåôîðìàöèè è ñâÿçàííûå ñ íèìè òåðìîìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû ñóùåñòâåííû
ïðè îïèñàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðî÷íîñòè ìíîãèõ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ [1−43].
Îíè çàìåòíî âëèÿþò íà ïðîÿâëåíèå ñâîéñòâ (äàæå èçîòðîïíûõ) ìàòåðèàëîâ â îäíî-
îñíûõ èñïûòàíèÿõ, íà êðèâûå îñåâîé ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè, íàãðóæåíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ, äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, íà ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà,
êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ, ïðåäåëà òåêó÷åñòè è ò.ï., à ðåãèñòðàöèÿ è àäåêâàòíûé ó÷åò
ïîäîáíûõ ýôôåêòîâ (èëè ïðåíåáðåæåíèå èìè) âëèÿþò íà ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè è
èíòåðïðåòàöèè äàííûõ èñïûòàíèé, äîñòîâåðíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ, îöåíêó ñêîðîñòè íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé. Ê ìàòåðèàëàì, äëÿ êîòîðûõ
îíè ñóùåñòâåííû (äàæå ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ), îòíîñÿòñÿ ïðåæäå âñåãî ìíîãèå
ïîëèìåðû, äèñïåðñíî íàïîëíåííûå êîìïîçèòû (òâåðäûå òîïëèâà, àñôàëüòîáåòîíû,
óäàðîïðî÷íûé ïîëèñòèðîë, ÀÁÑ-ïëàñòèêè è ò.ï.), ïðåññîâàííûå ïîðîøêîâûå êîì-
ïîçèòû, ñïëàâû, êåðàìèêè, ïåíû, ãðóíòû, ãîðíûå ïîðîäû, ëüäû è ò.ï. Äëÿ íèõ ñòàí-
äàðòíûå (ñèëüíî óïðîùàþùèå ðàñ÷åòû) ãèïîòåçû îá îáúåìíîé íåñæèìàåìîñòè èëè
óïðóãîé ñâÿçè îáúåìíîé äåôîðìàöèè ñî ñðåäíèì íàïðÿæåíèåì (îòñóòñòâèè îáúåì-
íîé ïîëçó÷åñòè), î íåçàâèñèìîñòè ýòîé ñâÿçè îò âòîðîãî (è òðåòüåãî) èíâàðèàíòà
òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ è âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòà
Ïóàññîíà îêàçûâàþòñÿ íåïðèãîäíûìè [1−5, 10−16, 22−28].

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè
îäíîîñíîì íàãðóæåíèè ν(t) = −ε⊥/ε| | íå ïîñòîÿíåí, à çàâèñèò îò âðåìåíè (îò ïðîäîëü-
íîé äåôîðìàöèè ε| |(t)) è ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ. Çàâèñèìîñòè ïîïåðå÷íîé è îáúåì-
íîé äåôîðìàöèé (ε⊥ è θ) îò âðåìåíè è îñåâîé äåôîðìàöèè ε| |, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ è
äèàïàçîíû çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ ðåîíîìíûõ
ìàòåðèàëîâ âåñüìà ðàçíîîáðàçíû äàæå â ñëó÷àå îäíîîñíûõ íàãðóæåíèé, äàæå â èñ-
ïûòàíèÿõ íà ïîëçó÷åñòü ïðè ïîñòîÿííîé íàãðóçêå èëè íà ðåëàêñàöèþ [1−39]. Ó áîëü-
øèíñòâà ìåòàëëîâ, ìíîãèõ ïîëèìåðîâ (íàïðèìåð, ïîëèýòèëåíîâ) è ïîðîøêîâûõ êîì-
ïîçèòîâ íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ν ñ ðîñòîì ε| |(t) [17−21] (è ïîðîé −
ìîíîòîííîå óáûâàíèå îáúåìíîé äåôîðìàöèè ïðè ðàñòÿæåíèè). Ó ìíîãèõ ðåîíîì-
íûõ ìàòåðèàëîâ, êàê äîñòàòî÷íî õðóïêèõ, òàê è âûñîêîýëàñòè÷íûõ (òâåðäîå òîïëè-
âî, àñôàëüòîáåòîí, ÀÁÑ-ïëàñòèêè, ÷óãóí è ò.ï.), íàáëþäàåòñÿ óáûâàíèå ν(t), ñâèäå-
òåëüñòâóþùåå î íåîáðàòèìîì èçìåíåíèè îáúåìà ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè [13, 22−
27]. Ó íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, ó ôòîðîïëàñòà è ïîëèýòèëåíà íèçêîé ïëîò-
íîñòè, íàïîëíåííîãî ìåëîì [28]) îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
ìåíÿþòñÿ íåìîíîòîííî è ìåíÿþò çíàê. Â ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ îáíàðóæåíû,
àêòèâíî êîíñòðóèðóþòñÿ è èññëåäóþòñÿ íîâûå ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì Ïóàññîíà [29−42]. Â ðÿäå ðàáîò èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå íà êðèâûå îñåâîé è
ñäâèãîâîé ïîëçó÷åñòè è õàðàêòåð ýâîëþöèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íàëîæåíèÿ âñå-
ñòîðîííåãî äàâëåíèÿ íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå èëè ñäâèã [2−4, 24, 25, 41−43].

Îáúåìíóþ ïîëçó÷åñòü, èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è âèäà íàïðÿæåííî-
ãî èëè äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé è òèïè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû, ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè îáðàáîòêå è èíòåðïðåòàöèè êðèâûõ èñïûòàíèé
íàñëåäñòâåííûõ ìàòåðèàëîâ è ïðè âûáîðå è èäåíòèôèêàöèè îïðåäåëÿþùåãî ñîîò-
íîøåíèÿ (ÎÑ) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èõ ïîâåäåíèÿ. Äëÿ âûáîðà òîãî èëè èíîãî ÎÑ
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âàæíî çíàòü, êàêèå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû îíî ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü è ïðè êàêèõ
òðåáîâàíèÿõ ê ìàòåðèàëüíûì ôóíêöèÿì (ÌÔ), â ÷àñòíîñòè, − ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ
îáúåìíîé è ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèÿìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñèñòåìíîå àíàëèòè-
÷åñêîå èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ êðèâûõ ðåëàêñàöèè, ïîëçó÷åñòè è äåôîðìèðîâà-
íèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàåò ïðèìåíÿåìîå ÎÑ ñ ïðîèçâîëüíûìè ÌÔ ïðè ðàçíûõ òèïî-
âûõ ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ, è èõ çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëüíûõ
ôóíêöèé è ïàðàìåòðîâ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [44−48] ïî ñèñòåìíîìó èññëåäîâà-
íèþ íåëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè âèäà
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ñ ïðîèçâîëüíûìè ÌÔ Π(t), Φ(x), Π0(t), Φ0(x). Öåëü èññëåäîâàíèÿ − âûÿâëåíèå êîì-
ïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ ÎÑ (1) ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ è ãðàíèö îáëàñòè ïðèìåíè-
ìîñòè, ñôåð âëèÿíèÿ åãî ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷å-
íèé íà íèõ, ðàçðàáîòêà ñïîñîáîâ èäåíòèôèêàöèè, âåðèôèêàöèè è íàñòðîéêè ÎÑ.
Òàêîé àíàëèç äî ñèõ ïîð íå áûë ïðîâåäåí äëÿ ÎÑ (1). Òåíçîðíî-ëèíåéíîå ÎÑ (1)
îïèñûâàåò èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ íåñòàðåþùèõ èçîòðîïíûõ
âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ñâÿçûâàÿ èñòîðèè èçìåíåíèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σσσσσ(t) è
(ìàëûõ) äåôîðìàöèé εεεεε(t) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òåëà â ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìî-
ñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè θ = 3ε0 = εii(t) îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, à ñäâèãîâûõ
äåôîðìàöèé − îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σ0 = σii(t)/3. Â âûðàæåíèè (1) σ = (3sijsij/2)0,5

è ε = (2eijeij/3)0,5 − èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé (âòîðûå èíâàðèàíòû
äåâèàòîðîâ s = σσσσσ − σ0I è e = εεεεε − ε0I), à âõîäíûå ïðîöåññû σσσσσ(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïðè t ≥ 0.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − âûâîä è èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ñåìåéñòâ êðèâûõ
îáúåìíîé, îñåâîé è ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè è âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-
ñîíà â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, êîòîðûå ïîðîæäàåò ÎÑ (1) ñ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè
ÌÔ ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé, îáíàðóæåíèå èõ õàðàêòåð-
íûõ ñâîéñòâ è ñîïîñòàâëåíèå ñ òèïè÷íûìè êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ êðèâûõ.

1. Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà
è åãî ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè

Îäíîîñíûé âàðèàíò ÎÑ (1) áûë ïðåäëîæåí Þ.Í. Ðàáîòíîâûì [49−52] äëÿ îïè-
ñàíèÿ íåëèíåéíîé ïîëçó÷åñòè êàê îáîáùåíèå îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóï-
ðóãîñòè
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Â (3) è (4) ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè Π(t), R(t) ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì

,)()(
0

tdtR
t

=ττΠτ−∫ (5)

âûðàæàþùèì óñëîâèå âçàèìíîé îáðàòíîñòè îïåðàòîðîâ (3) è (4). Â àíãëîÿçû÷íûõ
ðàáîòàõ ÎÑ (4) èìåíóåòñÿ óðàâíåíèåì êâàçèëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè QLV, à åãî
àâòîðîì ñ÷èòàåòñÿ ß.×. Ôàíã (Y.C. Fung) [5, 53−56]. Â ïóáëèêàöèÿõ [49−52, 57, 58]
ÎÑ (4) ïðèëàãàëîñü ê îïèñàíèþ îäíîìåðíîãî ïîâåäåíèÿ ñòåêëîïëàñòèêîâ, ãðàôèòà,
ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ è êîìïîçèòîâ, à â [5, 53−56] − ñâÿçîê, ñóõîæèëèé è äðóãèõ áèî-
ëîãè÷åñêèõ òêàíåé. Ïîäðîáíûå îáçîðû ëèòåðàòóðû è îáëàñòåé ïðèëîæåíèÿ ÎÑ (4)
ïðèâåäåíû â ñòàòüÿõ [46−48].

Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå ÎÑ Ðàáîòíîâà (4) íà ñëîæíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå
ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïíîñòè è òåíçîðíîé ëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà,
íåçàâèñèìîñòè îáúåìíûõ è ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé îò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è
ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ (îòñóòñòâèÿ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ øàðîâûõ è äåâèàòîð-
íûõ ÷àñòåé òåíçîðîâ) è ïðåíåáðåæåíèÿ âëèÿíèåì òðåòüèõ èíâàðèàíòîâ. Òîãäà èñòî-
ðèè ïåðâûõ èíâàðèàíòîâ ε0(t) = εii/3 è σ0(t) = σii/3 òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæå-
íèé, èõ èíòåíñèâíîñòåé ε(t) è σ(t) è êîìïîíåíòû èõ äåâèàòîðîâ e = εεεεε − ε0I è s = σσσσσ −
− σ0I ñâÿçàíû îïåðàòîðàìè, çàâèñÿùèìè îò äâóõ ïàð ÌÔ − Π, Φ è Π0, Φ0:

),()()(
2
3)(),(),(3 1

0000 tsttte ijij
−σε=σΦ=εσΦ=ε=θ ΠΠ (6)

ãäå Φ = ϕ−1, Φ0 = ϕ0
−1, à ΠΠΠΠΠ è ΠΠΠΠΠ0 îáîçíà÷àþò ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû (2).

Â èòîãå,

,)(
3
1)()(

2
3)( 0000

1
0 ][ ijijijijijij tet δσΦ+δσ−σσσΦ=δε+=ε − ΠΠ

òî åñòü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1).
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (4) îáðàòíîå ÎÑ èìååò âèä σ = Rϕ(ε) (êîìïîçèöèÿ íåëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà äåéñòâèÿ ôóíêöèè ϕ è ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà R
âèäà (3)). Îáðàùåíèå òðåõìåðíîãî ÎÑ (6), òî åñòü (1), äëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ
ÌÔ Φ è Φ0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

),()()(
3
2)(),(),( 1

000 tettts ijij
−εσ=εϕ=σθϕ=σ RR (7)

ãäå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè R(t) è R0(t) ñâÿçàíû ñ Π è Π0 èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
âèäà (5).

Èç òðåõ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé ϕ, Π, R â ÎÑ (4) ëèøü äâå íåçàâèñèìû, à â ÎÑ (1) −
÷åòûðå ÌÔ. Íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ÎÑ (4) è (1) íàëàãàåì òå æå
ìèíèìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè: Π(t), Π0(t), R(t), R0(t) ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà èíòåðâàëå (0, ∞), ôóíêöèè
Π è Π0 − âîçðàñòàþùèìè è âûïóêëûìè ââåðõ [59, 60], à R è R0 − óáûâàþùèìè è
âûïóêëûìè âíèç íà èíòåðâàëå (0, ∞); R(t) è R0(t) ìîãóò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñî-
áåííîñòü èëè  δ-ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå t = 0 (ñëàãàåìîå ηδ(t), η > 0, δ(t) − äåëüòà-
ôóíêöèÿ). Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ R(+∞) = inf R(t) ≥ 0,
R(0) = sup R(t) > 0 (R(0) = +∞, åñëè R(t) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó) è Π(0) = inf Π(t) ≥
0 ( y(0) = y(0+) − îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà ôóíêöèè y(t) ñïðàâà â òî÷êå t = 0). Íàïðè-
ìåð, ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè
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],,0[,0,,0,e)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− ttt (8)

óäîâëåòâîðÿåò ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Â ñëó÷àå γ ∈ (0, β), α, β > 0, îíî ïîðîæäàåò âñå
÷åòûðå ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå, íî ýêâèâàëåíòíûå ÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè èç äâóõ
ïðóæèí è äâóõ äåìïôåðîâ (îíè ðåãóëÿðíû, òî åñòü ó íèõ Π(0) ≠ 0, à R = E1e−μ1t +
+ E2e−μ2t è R(+∞) = 0), à ïðè α = 0 − òðåõçâåííûå ìîäåëè Êåëüâèíà è Ïîéíòèíãà −
Òîìïñîíà ñ îäíèì äåìïôåðîì (îíè ðåãóëÿðíû, R = Ee−μt + r è R(+∞) = r > 0). Ïî-
ñêîëüêó Π(0) = β − γ, òî ñåìåéñòâî (8) ïîðîæäàåò íåðåãóëÿðíûå ìîäåëè ëèøü â ñëó-
÷àå γ = β: ïðè λβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü (R = ηδ(t)), ïðè α = 0 − ìîäåëü
Ôîéãòà (R = ηδ(t) + r), ïðè α > 0 − îáå òðåõçâåííûå ìîäåëè ñ îäíîé ïðóæèíîé è
äâóìÿ äåìïôåðàìè (R = ηδ(t) + Ee−μt, R(+∞) = 0). Ïðè γ = 0 (8) äàåò ìîäåëü Ìàêñ-
âåëëà (R = Ee−μt). Â ñëó÷àå γ < 0 íàðóøàåòñÿ îãðàíè÷åíèå 0)( ≤Π t&&  è ïîðîæäàåìûå
ëèíåéíûì ÎÑ (3) êðèâûå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè âîçðàñòàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Íà ôóíêöèè ϕ è ϕ0 â ÎÑ (4) è (7) è íà ÌÔ Φ(x) è Φ0(x) â ÎÑ (1) íàëàãàåì
ñëåäóþùèå ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ [44−47]: ôóíêöèÿ ϕ(u) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (0, ω), à ϕ0(u) − íà ìíîæåñòâå ),0()0,( +− ωω U
(ãäå ω−ω+ < 0), ïðè÷åì ϕ(0+) = 0 (èíà÷å âõîäíîìó ïðîöåññó ε(t) ≡ 0 ñîîòâåòñòâóåò
íåíóëåâîé îòêëèê σ(t)) è ϕ0(0+) = ϕ0(0−) = 0. Èç âîçðàñòàíèÿ ϕ(u) è ϕ0(u) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå è âîçðàñòàíèå (è íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü) îáðàòíûõ ôóíê-
öèé Φ(x) = ϕ−1, x ∈ (0, X ), è Φ0(x) = ϕ0

−1, x ∈ (x_ , x
_
), ãäå X = sup ϕ(u) = ϕ(ω + 0), x _  =

= inf ϕ0(u) = ϕ0(ω− + 0), x
_
 = sup ϕ0(u) = ϕ0(ω+ − 0), è îáðàòèìîñòü ÎÑ (1). Àíàëîãè÷-

íî îáðàòèìîñòü ÎÑ (1) ñëåäóåò èç âîçðàñòàíèÿ Φ è Φ0. Âåëè÷èíû x
_
, x_  è X, èõ êîíå÷-

íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü − âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ÌÔ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå
íà ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ (1) [44−48]. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ îäèíàêîâûì
ïîâåäåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè ôóíêöèè Φ0 è ϕ0 íå÷åòíû è x_  = −x

_
, ω− = ω+.

ÌÔ ϕ è ϕ0 â ïðèíöèïå ìîæíî íàéòè ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîëçó-
÷åñòè (ñäâèãîâîé èëè îáúåìíîé) ìàòåðèàëà îò óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ σ  [44]: åñëè èç-
âåñòíà çàâèñèìîñòü ),()( σ=σε r&  òî ôóíêöèÿ Φ = ϕ−1 â ÎÑ (4) íàõîäèòñÿ èç óðàâíå-
íèÿ xΦ′(x) = r(x), Φ(0) = 0. Íàïðèìåð, äëÿ äðîáíî-ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè Øåñòå-
ðèêîâà − Þìàøåâîé ,)()( 1

*
−σ−σσ=σ Ar ),0[ *σ∈σ  (σ* − ïðåäåë ïðî÷íîñòè) ïî-

ëó÷àåì Φ′(x) =A(σ* − x)−1 è

.0),e1()(;),,0[,ln)( /
***

*

* ≥−σ=ϕ∞<σ=σ∈
−σ
σ

=Φ − uuxx
x

Ax Au (9)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ϕ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè ìîäåëè
Ôîéãòà. Åñëè ìàòåðèàë ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿåòñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, òî ÌÔ
ϕ0(u) ìîæíî ñêëåèòü èç äâóõ âåòâåé ñ ðàçíûìè ïàðàìè ïàðàìåòðîâ A è σ* ïðè u > 0
è u < 0.

Äëÿ çàäàíèÿ âûïóêëîé ââåðõ ÌÔ ϕ è ϕ0 ñ êîíå÷íûì x
_
 óäîáíî èñïîëüçîâàòü

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà (9) (ðÿäû Ïðîíè):

∑∑∑
=

−

=

λ−

=

λγ=−γ=ϕγ=ϕ
m

k
kk

m

k

u
k

m

k
kk wwuwu k

1

1

11
,)e1()()(

(ìíîæèòåëü w ââåäåí äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ϕ′(0) = 1). Ïðè λk > 0,
γk > 0 âñå îãðàíè÷åíèÿ íà ÌÔ ϕ âûïîëíåíû, òàê êàê îíè âûïîëíåíû äëÿ êàæäîãî
ñëàãàåìîãî ϕk(u) è ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ êîìáèíàöèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
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òàìè. Äëÿ çàäàíèÿ âûïóêëîé âíèç ÌÔ ϕ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñóììû ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè ïîêàçàòåëÿìè ýêñïîíåíòû.

2. Êðèâûå îáúåìíîé, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè,
ïîðîæäàåìûå ÎÑ (1)

Ðàññìîòðèì ìãíîâåííîå îäíîîñíîå íàãðóæåíèå ),h()(11 tt σ=σ  h(t) − ôóíêöèÿ
Õåâèñàéäà (åå â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü, ïîëàãàÿ, ÷òî t > 0), òî åñòü =σ=σ )(11 t
= const ïðè t > 0, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ðàâíû íóëþ. Òîãäà

)/3,h(0 tσ=σ  äåâèàòîð íàïðÿæåíèé − äèàãîíàëüíûé òåíçîð: sij ≡ 0 ïðè i ≠ j, s11 =
,3/2σ= 3/3322 σ−== ss  ïðè t > 0, à èíòåíñèâíîñòü ).h(|| tσ=σ  Âû÷èñëåíèå îïåðà-

òîðîâ (6) äàåò ),(||h||)( ttL Πσ=σ=σ= ΠΠ ,3/)()( 0000 ttL Πσ=σ=Π

.0,)(
3
1),(,)(||),( 00)( >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ=σθΠσΦ=σε ttttt (10)

Â ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äåâèàòîðîâ â ÎÑ (1) äåâèàòîð äåôîðìàöèé − òîæå
äèàãîíàëüíûé òåíçîð e = zε(t) diag (1; −0,5; −0,5), ãäå ,1sgn ±=σ=z  è ó òåíçîðà  äå-
ôîðìàöèé εij = eij + ε0δij â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãî-
íàëüíûå êîìïîíåíòû εij:

,0,)(
3
1

3
1)(||),( 0011 )( >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ+ΠσΦ=σε tttzt (11)

.)(
3
1

3
1)(||

2
1),(),( 003322 )( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ+ΠσΦ−=σε=σε ttztt (12)

Óðàâíåíèÿ (10)−(12) çàäàþò ñåìåéñòâà êðèâûõ ñäâèãîâîé, îáúåìíîé, îñåâîé è
ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè. Èç âîçðàñòàíèÿ ÌÔ Φ(x), Π(t), Φ0(x) è Π0(t) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî 0>σ  (áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ðàñòÿæåíèÿ)
èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ε(t), îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ θ(t) è îñåâàÿ äåôîðìàöèÿ
ε11(t) ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî âîçðàñòàþò íà ïîëóîñè t > 0. Ïîïåðå÷íàÿ äåôîð-
ìàöèÿ )(22 tε=ε⊥  è åå ìîäóëü íå îáÿçàíû áûòü ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè: îíè ìî-
ãóò óáûâàòü íà âñåì èíòåðâàëå t > 0 (íàïðèìåð, ïðè Π0(t) = c = const, òî åñòü â ñëó÷àå
óïðóãîé çàâèñèìîñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè îò äàâëåíèÿ, êîãäà +ΠσΦ−=ε⊥ 2/)( )( t

,3/С+ ),0)3/(0 >σΦ= cС  ìîãóò èìåòü òî÷êè ýêñòðåìóìà è ìåíÿòü çíàê, íàïðèìåð,
â ñëó÷àå .2/))0((3 ΠσΦ>С  Ïîñêîëüêó èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

),()(
3
1

9
1)()(

2
1)( 000)( ttttt Πσ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ′+ΠσΠσΦ′−=ε⊥ &&& (13)

òî ïðè 0>σ  óñëîâèå óáûâàíèÿ ⊥ε  èìååò âèä

).()(
2
9)()(

3
1 )(000 tttt ΠΠσΦ′<Π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ′ &&

Åñëè Π(t) îãðàíè÷åíà (íàïðèìåð, (8) ñ α = 0), òî ;))(()( ∞<∞ΠσΦ=∞ε  åñëè
Π0(t) îãðàíè÷åíà, òî îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ îãðàíè÷åíà );( 3/3/)()( )( 00 ∞ΠσΦ=∞θ
åñëè îáå ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè îãðàíè÷åíû, òî îáå êðèâûå ïîëçó÷åñòè (ÊÏ) (12) òîæå
èìåþò ïðè t → ∞ ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû:

,)(
3
1

3
1)(||)( 0011 )( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞ΠσΦ+∞ΠσΦ=∞ε
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.)(
3
1

3
1)(||

2
1)( 0022 )( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞ΠσΦ+∞ΠσΦ−=∞ε

Îòìåòèì, ÷òî ÊÏ ìîãóò èìåòü òî÷êè ïåðåãèáà è ñòàäèþ óñêîðåííîé ïîëçó÷åñòè ïðè
íàäëåæàùåì âûáîðå ÌÔ [44].

Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû ÊÏ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ε(t) äëÿ =σ 0,5; 0,6; 0,7;
0,8; 0,9; 1, ïîðîæäåííûå äâóìÿ ìîäåëÿìè (1) ñ ÌÔ (9) ïðè A = 0,01, σ* = 1,5 è Π(t)
âèäà (8) ñ λ = 0,1, β = 1, γ = 0,5. Ýòè ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà α: α = 0,01 (ñïëîøíûå ÊÏ 1−6 ñ òî÷êîé ïåðåãèáà) è α = 0 (øòðèõîâûå ÊÏ).
Òàê êàê ïðè α = 0 ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè (ìîäåëè Êåëüâèíà) îãðàíè÷åíà, òî ÊÏ îáëà-
äàþò ãîðèçîíòàëüíûìè àñèìïòîòàìè ïðè t → +∞.

Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû ÊÏ ε11(t) (ñïëîøíûå êðèâûå 1−6), )(t⊥ε  (ñèíèå), ε(t)
(øòðèõîâûå), θ(t) (êðàñíûå êðèâûå) ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè äëÿ øåñòè ðàçíûõ
óðîâíåé íàïðÿæåíèÿ 1;9,0;8,0;7,0;6,0;5,0=σ  (ÊÏ 1−6), ïîðîæäåííûå ÎÑ (1) ñ ÌÔ:
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=Φ λ− ttttxAx
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Ax tm (14)

ïðè A = 0,01, σ* = 1,5, A0 = 0,20, m = 3, α = 0, β = 1, γ = 0,5, λ = 0,1, α0 = 0,02, β0 =
= 0,1. Îòíîøåíèå A0/A, ðåãóëèðóþùåå îòíîñèòåëüíûé âêëàä îáúåìíîé äåôîðìà-
öèè, ñïåöèàëüíî âûáðàíî óòðèðîâàííî áîëüøèì, ÷òîáû ñäåëàòü èçó÷àåìûå ýôôåê-
òû áîëåå íàãëÿäíûìè è çàìåòíûìè ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ. Îñåâûå è îáúåìíûå äå-
ôîðìàöèè ìîíîòîííî âîçðàñòàþò (ÊÏ òàêîé ôîðìû íàáëþäàþòñÿ ó ìíîãèõ äèñ-
ïåðñíî íàïîëíåííûõ êîìïîçèòîâ, òâåðäûõ òîïëèâ è äðóãèõ âûñîêîíàïîëíåííûõ ýëàñòî-
ìåðîâ [2−4, 23−27]), ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèÿ )(t⊥ε  èìååò òî÷êó ìèíèìóìà è ñòàíî-
âèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t; èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ε(t) =

)( )(tΠσΦ=  è âñå êîìïîíåíòû äåâèàòîðà äåôîðìàöèé âîçðàñòàþò, íî ñòàáèëèçèðó-
þòñÿ: 0)(),()()( )( =∞εσβΦ=∞ΠσΦ=∞ε &  (øòðèõîâûå ÊÏ). Ýòîò ïðèìåð, â ÷àñò-
íîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò îáúåìíîé ñæèìàåìîñòè è ïîëçó÷åñòè ñóùåñòâåííî èç-
ìåíÿåò êà÷åñòâåííîé ïîâåäåíèå êðèâûõ îñåâîé ïîëçó÷åñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ε(t) è
ñäâèãîâûìè ÊÏ.

Ïîäàòëèâîñòü ïðè îñåâîé ïîëçó÷åñòè:
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Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ),( σκ t  îò t òàêîé æå, êàê ó ÊÏ (11), à çàâèñèìîñòü κ îò σ
óæå íå îáÿçàíà áûòü âîçðàñòàþùåé (êàê è ïðè îäíîîñíîé ïîëçó÷åñòè, êàê è çàâèñè-
ìîñòü ñäâèãîâîé ïîäàòëèâîñòè )( )(/)( 1 ttS ΠσΦσ=σε= − ), è ìîæåò âåñòè ñåáÿ ïî-
ðàçíîìó, ÷òî è íàáëþäàåòñÿ â èñïûòàíèÿõ ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð, ó ïîëèìå-
òèëìåòàêðèëàòà )(σκ  óáûâàåò, à ó ïîëèýòèëåíà âûñîêîé ïëîòíîñòè − âîçðàñòàåò
[4, ñ. 164]. Â ñàìîì äåëå,
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⎠
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ãäå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû, à äâà ïîñëåäíèõ îòðèöàòåëüíû. Îáúåì-
íàÿ ïîäàòëèâîñòü )( 3/)(/)( 00

1 ttw ΠσΦσ=σθ= −
 òîæå ìîæåò áûòü è óáûâàþùåé, è

âîçðàñòàþùåé, è íåìîíîòîííîé ïî 03σ=σ  (÷òî è íàáëþäàåòñÿ â èñïûòàíèÿõ ìàòå-
ðèàëîâ).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïîäàòëèâîñòè σε /)(11 t  (ñïëîøíûå êðèâûå
1−6), σε⊥ /)(t  (ñèíèå), σε /)(t  (øòðèõîâûå), σθ /)(t  (êðàñíûå êðèâûå) òîé æå ìîäåëè
(14) äëÿ òåõ æå óðîâíåé íàïðÿæåíèÿ 1;9,0;8,0;7,0;6,0;5,0=σ  (êðèâûå 1−6), ÷òî è
íà ðèñ. 1 (ÊÏ (10)−(12), äåëåííûå íà ).σ  Â äàííîì ñëó÷àå âñå ïîäàòëèâîñòè âîçðàñ-
òàþò ïî ,σ  êàê è ÊÏ; èõ âûðàæåííàÿ çàâèñèìîñòü îò σ  ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîé
íåëèíåéíîñòè ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ïðè ïîëçó÷åñòè (â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóï-
ðóãîñòè ïîäàòëèâîñòè íå çàâèñÿò îò ).σ

3. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè
ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè

Èç óðàâíåíèé ÊÏ (11), (12) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
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Ìîæíî âûðàçèòü ν ÷åðåç ïàðàìåòð âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

,
)(|
3/)(3),(
)(|
)( 000

t
tt

ΠσΦ
ΠσΦ

=
ε
θ

=
ε
ε

=σξ

.
26

91
26

35,0
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+−=
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ξ
−=

θ+ε
θ

−=σν
tt

tt (16)

Àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ξσ = 3σ0(t)/σ(t) òîæäåñòâåí-
íî ðàâåí 1 â ñëó÷àå 0,>σ  òî åñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè, êàê è ïàðàìåòðû Ëîäå òåí-
çîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, òîæäåñòâåííî ðàâíûå −1 ïðè ëþáûõ 0,>σ  p ≥ 0,
t > 0:

.12

11

11

31

312 −=
ε−ε
ε−ε

=
ε−ε

ε−ε−ε
=μ

⊥

⊥
ε

Èç óñëîâèÿ θ ≥ 0 (òî åñòü èç Φ0(x) > 0 ïðè x > 0) ñëåäóåò ξ ≥ 0 è ν(t) ≤ 0,5. Êðîìå
òîãî, èç âîçðàñòàíèÿ Φ(x), Π(t) è 0)( )( >ΠσΦ t  â ñëó÷àå 0>σ  ñëåäóþò íåðàâåí-
ñòâà θ(t) > 0, )()( )0()( ΠσΦ>ΠσΦ t  è îöåíêà ñíèçó äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà

,)](2)0(6)[(35,0)( 1)( −θ+ΠσΦθ−>ν ttt  ó÷èòûâàþùàÿ ñïåöèôèêó ÌÔ è èçìåíåíèÿ
îáúåìà; à èç 0)(( ) >ΠσΦ t  ñëåäóåò óíèâåðñàëüíàÿ (íî áîëåå ãðóáàÿ) îöåíêà ν(t) > −1
ïðè âñåõ t > 0, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ëþáûõ ÌÔ è ëþáîãî .σ  Äëÿ ìîäåëåé ñ Π(0) = 0 è
Π0(0) ≠ 0 ôîðìóëà (15) äàåò â ïðåäåëå ïðè t → 0 ν(0+) = −1 äëÿ ëþáîãî 0>σ  (èáî
Φ(0) = 0), à äëÿ ìîäåëåé ñ Π0(0) = 0 è Π(0) ≠ 0 èìååì ν(0+) = 0,5 (èáî Φ0(0) = 0). Ôóíê-
öèÿ ν(ξ) = −1 + 9(6 + 2ξ)−1 èç (16) (è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ ξ(ν) = (3/2)(1 − 2ν)/(1 + ν),
ν ∈ (−1; 0,5)) óáûâàåò íà ëó÷å ξ ≥ 0, ν(0) = 0,5, è ïðè ξ → +∞ èìååì ν → −1, ε /ε11 →
→ 0 è θ/ε11 → 3.

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà (15) ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, òàê êàê âîçìîæíî ε⊥(t) >
> 0. Êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîëçó÷åñòè èìååò âèä
ξ(t) > 1,5, òî åñòü
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⎛ ΠσΦ (17)

Èç (12) è âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êðèâûå ïîëçó÷åñòè â ïðîäîëüíîì è ïî-
ïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîäîáíû, òî åñòü êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
ν(t) íå ïîñòîÿíåí. Â ñèëó (16) ïîñòîÿíñòâî ν(t) ðàâíîñèëüíî ïîñòîÿíñòâó ïàðàìåò-
ðà ξ(t). Êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîëçó÷åñòè íàëàãàåò
æåñòêóþ ñâÿçü íà ÌÔ ÎÑ (1): â ñèëó (12) ε⊥(t) = −νε11(t) ðàâíîñèëüíî
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.,)()1)(5,0(3)(
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00 =νΠσΦν+ν−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΠσΦ − tt (18)

Â ÷àñòíîñòè, (18) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà (ñ Π0(t) ≡ 0), êîãäà ν ≡
≡ 0,5 ïî (15), íî íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t > 0 äëÿ ðåîíîìíîãî ìàòåðèàëà ñ
óïðóãèì èçìåíåíèåì îáúåìà (Π0(t) = c > 0, Π(t) ≠ const). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå
ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîëçó÷åñòè êðèòåðèé
ïîñòîÿíñòâà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èìååò âèä

,0)1)(5,0(6),()( 1
0 ≥ν+ν−=Π=Π −wtwt
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òîãäà

).()3(
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1),()6(
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2211 twtw Π−σ=εΠ+σ=ε

Èññëåäóåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ν(t). Óäîáíåå äèôôåðåíöèðîâàòü ν(t) â âèäå
(16) (äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (15) ïðèâîäèò ê äîâîëüíî äëèííûì âûêëàä-
êàì):
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Òàê êàê äëÿ 0)()( 3/)()(0 0 >ΠσΦΠσΦ>σ tt   ïðè âñåõ t > 0, òî êðèòåðèé âîçðàñòà-
íèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà (óáûâàíèÿ ξ(t)) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè èìå-
åò âèä
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Â ñëó÷àå ìîäåëè ñ Π0(t) = c = const > 0, òî åñòü â ñëó÷àå (íåëèíåéíî) óïðóãîé
çàâèñèìîñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ (ýòî ïðåäïîëîæåíèå
÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷), îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ ïîñòîÿííà ïðè
ïîëçó÷åñòè, à èç (11), (12) èìååì:
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(19)

Êðèòåðèé îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðèíèìàåò âèä  <ΠσΦ ))(( t
.3/2C<  Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ îáåèõ ÌÔ, åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â íåêî-

òîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t−, òî îíî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t < t−. Êðèòåðèé
óáûâàíèÿ ε⊥(t) ïðåâðàùàåòñÿ â ),()(0 )( tt ΠσΠσΦ′< &  òî åñòü äëÿ ëþáûõ ,σ  p > 0
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⊥ε óáûâàåò ïðè t > 0, òàê êàê Φ′(x) > 0 è .0)( >Π t&  Âìåñòå ñ òåì êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà ν(t) âñåãäà ñòðîãî âîçðàñòàåò (à ξ(t) óáûâàåò) ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïî-
ñòîÿííîé ñèëîé, ïîñêîëüêó ))( (tΠσΦ  â (19) âîçðàñòàåò:
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Ïðè t → ∞ ν(t) ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó
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ãäå ;)(lim )( ∞≤ΠσΦ= tL  åñëè L < ∞, òî ν∞ < 0,5, à åñëè L = +∞ (òî åñòü êîãäà ÌÔ
îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ∞=−Φ )0(x  è ),)( x>∞Πσ  òî ν∞ = 0,5. Ýòè ñâîéñòâà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êàê èíäèêàòîð ïðèìåíèìîñòè ãèïîòåçû îá óïðóãîé (îáðàòèìîé) çàâè-
ñèìîñòè îáúåìíîé äåôîðìàöèè îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ÎÑ (1). Ïî-
äàòëèâîñòü ïðè îñåâîé ïîëçó÷åñòè
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è çíàê σ∂κ∂ /  ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ôóíêöèè ).(,3/)()( txCxxx Πσ=−Φ−Φ′
Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåíû ãðàôèêè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν(t) ìîäåëè (14) ñ α0 =

= 0,02 (êðèâûå 1−6) è ïàðàìåòðà âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(t) (øòðèõî-
âûå êðèâûå 1−6) äëÿ òåõ æå óðîâíåé íàïðÿæåíèÿ σ  = 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1, ÷òî è
íà ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ν(t) óáûâàåò îò ν(0) = 0,5 äî ν(∞) = 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû
ãðàôèêè ν(t) (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè 1'−6' ) äëÿ äðóãîé ìîäåëè, îòëè÷àþùåéñÿ îò
ìîäåëè (14) òîëüêî òåì, ÷òî α0 = 0 è Π0(t) = β0 = const, β0 = 2 (òàêàÿ ôóíêöèÿ
ïîëçó÷åñòè ìîäåëèðóåò óïðóãîå èçìåíåíèå îáúåìà); êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â ýòîì
ñëó÷àå âåäåò ñåáÿ ñîâñåì èíà÷å: ν(t) âîçðàñòàåò (îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíûì), à íå
óáûâàåò, è äèàïàçîí åãî èçìåíåíèÿ äëÿ êàæäîãî σ  çíà÷èòåëüíî óæå, ÷åì (−1; 0,5],
ν(0) è ν(∞) çàâèñÿò îò .σ  Êðîìå òîãî, âñå ÊÏ è ïàðàìåòð ξ(t) îãðàíè÷åíû (òàê êàê îáå
ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè îãðàíè÷åíû), à ξ(t) óáûâàåò îò )( )(/)3/()0( 00 σγ−βΦσβΦ=ξ
äî ),(/)3/()( 00 σβΦσβΦ=∞ξ  à íå âîçðàñòàåò.

Åñëè ðàññìîòðåòü ìîäåëü (14) ñ α = 0,01 âìåñòî α = 0, òî ïîëó÷èì ïðèìåð
íåìîíîòîííîñòè ν(t) (êðèâûå 10, 11 äëÿ ).5,0;4,0=σ

Íà ðèñ. 3á ïðèâåäåíû ãðàôèêè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν(t) è ïàðàìåòðà âèäà
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(t) (êðàñíûå øòðèõîâûå êðèâûå) ìîäåëè ñ ÌÔ

00000 )(,e)(,)(,)( β+α=Πγ−β+α=Π=Φ=Φ λ− ttttxAxAxx tmn (20)

ïðè A = 0,01, n = 6, A0 = 0,1, m = 3, α = 0,01, β = 1, γ = 0,5, λ = 0,1, α0 = 0,02, β0 = 0,1
(îíà îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè (14) òîëüêî âèäîì Φ(x)) äëÿ óðîâíåé íàïðÿæåíèÿ σ  = 0,2;
0,3; 0,4; 0,5; 1,0 (êðèâûå 2−5, 10). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè ν(t) èìåþò òî÷êè ìàêñèìó-
ìà è ìèíèìóìà è ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ν(t) → 0,5 ïðè t → ∞. ×åì áîëüøå ,σ
òåì âûøå ëåæèò ãðàôèê ν(t) è íèæå ξ(t) (ãðàôèê ξ(t) äëÿ 2,0=σ  íå èçîáðàæåí, òàê
êàê çíà÷åíèÿ ξ(t) ñëèøêîì âåëèêè). Ïîâåäåíèå ),( σν t  ìîäåëè (20), íî ñ n = 2 < m = 3,
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ñîâñåì èíîå: ν(t) ìîíîòîííî óáûâàåò îò ν(0) = 0,5 äî àñèìïòîòû ν(∞) = −1 (ñèíèå
øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå 3', 5', 10' äëÿ )0,1;5,0;3,0=σ  è ÷åì áîëüøå ,σ  òåì íèæå
ëåæèò ãðàôèê ν(t) (êàê è íà ðèñ. 3à).

Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ îáúåìíîé, ïðîäîëüíîé è
ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè, ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1) ñ ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðè-
àëüíûìè ôóíêöèÿìè ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè, èõ õàðàêòåðíûå êà÷åñòâåííûå ñâîé-
ñòâà (èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè, âûïóêëîñòè, àñèìïòîòèêà) è âëèÿíèå íà íèõ îáùèõ
îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ÎÑ (1) ñïîñîá-
íî ìîäåëèðîâàòü íåìîíîòîííîå èçìåíåíèå è çíàêîïåðåìåííîñòü ïîïåðå÷íîé äå-
ôîðìàöèè ïðè ïîñòîÿííîé îñåâîé íàãðóçêå. Âûâåäåíà ôîðìóëà (16), ñâÿçûâàþùàÿ
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ïàðàìåòð âèäà äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè îäíî-
îñíîì ðàñòÿæåíèè (èëè ñæàòèè), èññëåäîâàíî âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-
ñîíà (15) ÷åðåç ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè è âðåìÿ, äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáûõ ÌÔ êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà ν(t) ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â äèàïàçîíå îò −1 äî 0,5, à ïàðàìåòð âèäà
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ξ(t) − îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè (ïðè ïîñòîÿíñòâå
ïàðàìåòðà âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðîâ Ëîäå òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé
è äåôîðìàöèé). Íàéäåíû óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè è íåìîíîòîííîñòè ξ(t) è ν(t), êðè-
òåðèé îòðèöàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ïðè ïîëçó÷åñòè, êðèòåðèé åãî ïî-
ñòîÿíñòâà (òî åñòü êðèòåðèé ïîäîáèÿ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷-
íîì íàïðàâëåíèÿõ). Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óïðóãîé ñâÿçè ìåæäó îáúå-
ìîì è ñðåäíèì íàïðÿæåíèåì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ðåîíîìíîãî ìàòåðèàëà ïðè
îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííûì, à âñåãäà ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ó÷åò îáúåìíîé ñæèìàåìîñòè è ïîëçó÷åñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî èç-
ìåíèòü êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå êðèâûõ (îñåâîé) ïîëçó÷åñòè è ïîäàòëèâîñòè, â ÷àñò-
íîñòè, ïðåîáðàçóåò îãðàíè÷åííóþ êðèâóþ ïîëçó÷åñòè â êðèâóþ ñî ñòàäèåé ðàçóï-
ðî÷íåíèÿ.
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GENERAL PROPERTIES OF THE CREEP CURVES FOR VOLUMETRIC,
AXIAL AND LATERAL STRAIN GENERATED BY THE RABOTNOV NON-LINEAR

VISCOELASTICITY RELATION UNDER UNI-AXIAL LOADINGS

Khokhlov À.V.

Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russian Federation

The Rabotnov physically non-linear (quasi-linear) constitutive equation for non-aging elasto-
viscoplastic materials with four material functions is studied analytically in order to outline the set
of basic rheological phenomena which it can simulate, to clarify the material functions governing
abilities, to indicate application field of the relation and to develop identification and verification
techniques. General properties of the theoretic creep curves for volumetric, longitudinal and lateral
strain generated by the model under uni-axial loading are investigated assuming material functions
of the relation are arbitrary. Intervals of creep curves monotonicity and conditions for existence of
extrema and sign changes are considered and the influence of minimal qualitative restrictions
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imposed on its material functions is analyzed. It is proved that the Rabotnov relation is able to
simulate non-monotone behavior and sign changes of lateral strain and Poisson's ratio (lateral
contraction ratio in creep). The expressions for Poisson's ratio via the strain state parameter (equal
to volumetric strain divided by deviatoric strain) and via four material functions of the model are
derived. The Poisso'n ratio dependence on time, stress level and material functions is examined.
Assuming material functions are arbitrary, general two-sided bound for the Poisson's ratio range is
obtained. Additional restrictions on material functions providing negative Poisson's ratio values
are found and the criterion for its non- dependence on time is formulated. Taking into account
volumetric creep (governed by two material functions of the model) is proved to affect strongly the
qualitative behavior and characteristic features of longitudinal creep curves and the Poisso'n ratio
evolution.

Keywords: viscoelasticity, physical non-linearity, compressibility, volumetric creep, filled polymers,
quasi-linear stress-strain relation, hydrostatic stress tensor, deviatoric stress tensor, lateral contraction
ratio in creep, non-monotone lateral strain, negative Poisson's ratio.


