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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè èññëåäóåòñÿ
âîïðîñ îáîñíîâàíèÿ êîíôèãóðàöèè ïëîñêîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà, â
ðàáî÷åé îáëàñòè êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ äâóõîñíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå.

Èñõîäíàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ îáðàçöîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíóþ
ïëàñòèíêó ñ çàäàííûì ðàçìåðîì ñòîðîíû, âûïîëíåííóþ èç èçîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëà. Íà ãðàíèöàõ îáëàñòè âûäåëÿþòñÿ îòðåçêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû, íà
êîòîðûõ çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëèíà îòðåçêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðà-
ìè çàõâàòîâ èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû. Â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáðàçöà ðàñïîëà-
ãàåòñÿ ðàáî÷àÿ îáëàñòü êâàäðàòíîé ôîðìû, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
ïåðåìåùåíèé ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ðàçìåðû îáëàñòè âûáè-
ðàþòñÿ ñ ó÷åòîì áàçû èñïîëüçóåìûõ èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Îáðàçåö äëÿ
èñïûòàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëîæíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàáî÷åé è âñïî-
ìîãàòåëüíîé ÷àñòåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé. Ïîñëåäíÿÿ îáåñïå÷è-
âàåò ïåðåäà÷ó óñèëèé îò èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû íà ðàáî÷óþ ÷àñòü. Îñíîâ-
íûì êðèòåðèåì, îïðåäåëÿþùèì ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ êðèòå-
ðèé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé (ïåðåìåùåíèé) â ðàáî÷åé ÷àñòè. Âû-
ïîëíåíèå êðèòåðèÿ âîçìîæíî ïðè îáåñïå÷åíèè íåîáõîäèìîé æåñòêîñòè ñèñ-
òåìû â öåëîì, òî åñòü ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû âîñïðèíèìàòü äåéñòâèå âíåøíèõ
íàãðóçîê ñ äîïóñòèìûìè äåôîðìàöèÿìè, íå íàðóøàþùèìè ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ñèñòåìû. Èñïîëüçóåìàÿ â ïðîöåññå òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàñ÷åòíàÿ
ñõåìà îáðàçöà äëÿ äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóìåðíîé ïëàñ-
òèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ è çàíèìàþùåé èñõîäíóþ îáëàñòü ïîèñêà. Èñõîäíàÿ îáëàñòü ïîèñêà
çàìåíÿåòñÿ åå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé. Öåëåâîé ôóíêöèåé, ïîä-
ëåæàùåé ìàêñèìèçàöèè, ñëóæèò æåñòêîñòü ñèñòåìû, à óïðàâëÿåìûìè ïàðà-
ìåòðàìè − òîëùèíû ïëîñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáúåì îáðàçöà çàäàí. Ïðåä-
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ëîæåíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëà, îáåñ-
ïå÷èâàþùåå äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîé èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè ñèñòåìû.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè
ïîêàçàë íåîáõîäèìîñòü íàëè÷èÿ îòâåðñòèé íà ðóêàâàõ ïðèìåíÿåìûõ â ýêñïå-
ðèìåíòàõ îáðàçöîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå ïëîñêèõ îáðàçöîâ, òîïîëîãè÷åñ-
êàÿ îïòèìèçàöèÿ, êîíôèãóðàöèÿ îáðàçöà, êðåñòîîáðàçíûé îáðàçåö, ìåòîä ãî-
ìîãåíèçàöèè.

Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èñïûòàòåëüíûõ ìàøèí è îáðàçöîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà ôîðìîé, ðàçìåðàìè è íàçíà÷åíèåì. Íåêîòîðûå òèïû îáðàçöîâ ðåãëàìåíòè-
ðóþòñÿ ÃÎÑÒàìè èëè äðóãèìè íîðìàòèâíûìè äîêóìåíòàìè. Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå
òèïû îáðàçöîâ, îñîáåííî èñïîëüçóåìûå ïðè ïðîâåäåíèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, íå
ðåãëàìåíòèðóþòñÿ íîðìàòèâíûìè äîêóìåíòàìè, íàïðèìåð îáðàçöû äëÿ èñïûòàíèé
íà ìíîãîîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ýêñïåðèìåíòû íà äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå
ïëîñêèõ îáðàçöîâ, ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü â íèõ äâóõîñíîå íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ). Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè îáðàçöîâ [1],
íî â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ êðåñòîîáðàçíàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ãåîìåò-
ðèÿ îáðàçöîâ îïèñûâàåòñÿ ìíîãîñâÿçíûìè îáëàñòÿìè. Äëÿ ïîèñêà êîíôèãóðàöèè
äâóõîñíîãî îáðàçöà óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
[2−4]. Êîíôèãóðàöèÿ îáðàçöîâ âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è êà÷åñò-
âåííûõ ñîîáðàæåíèé [5−8]. Èññëåäîâàíèÿ ïî îáîñíîâàíèþ òîïîëîãèè îáðàçöà ïðàê-
òè÷åñêè îòñóòñòâóþò.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ïðèêëàäíûì çíà÷åíèåì èíòåíñèâíî ïðèìåíÿþòñÿ
ïîäõîäû è ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé [9, 10]. Òîïîëîãè÷åñ-
êàÿ îïòèìèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ íà êîíöåïòóàëüíîì óðîâíå ðàçðàáîòêè êîíñòðóêöèè
äëÿ ïîèñêà âàðèàíòà ðåøåíèÿ, äàþùåãî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîèñêà ðàáî÷èõ õàðàê-
òåðèñòèê. Òîïîëîãè÷åñêóþ îïòèìèçàöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàòåìàòè÷åñêèé
ïîäõîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîñòàâà è ñâÿçåé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè â óêàçàííîé îáëà-
ñòè ïîèñêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì êðèòåðèÿì, ñ ó÷åòîì íàãðóçîê è óñëîâèé
çàêðåïëåíèÿ. Íàèáîëåå ðàííèì è ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê ïîèñêó òîïîëîãèè
êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãîìîãåíèçàöèè è åãî âàðèàíò ñî øòðàôîâàíèåì ìàòå-
ðèàëà [11−16].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ
îáîñíîâàíèÿ êîíôèãóðàöèè ïëîñêîãî îáðàçöà, èñïûòûâàåìîãî íà äâóõîñíîå ðàñòÿ-
æåíèå, â ðàáî÷åé îáëàñòè êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ äâóõîñíîå ÍÄÑ.

1. Ïîèñê è îáîñíîâàíèå òîïîëîãèè ïëîñêîãî îáðàçöà
äëÿ äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå

ïðèìåíÿþòñÿ ïëîñêèå êðåñòîîáðàçíûå îáðàçöû (ðèñ. 1), èìåþùèå ñïåöèàëüíûå
ðóêàâà ðàçëè÷íîé ôîðìû äëÿ ïåðåäà÷è âíåøíèõ óñèëèé íà ðàáî÷óþ îáëàñòü.

Èñõîäíàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ îáðàçöîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíóþ ïëàñ-
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òèíêó ïîñòîÿííîé òîëùèíû ñ çàäàííûì ðàçìåðîì ñòîðîíû, âûïîëíåííóþ èç èçî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà. Íà ãðàíèöàõ îáëàñòè âûäåëÿþòñÿ îòðåçêè ôèêñèðîâàííîé äëè-
íû, íà êîòîðûõ çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êèíåìàòè÷åñêîìó
èëè ñèëîâîìó íàãðóæåíèþ. Â äàëüíåéøåì ïîä êèíåìàòè÷åñêèì íàãðóæåíèåì ïî-
íèìàþòñÿ çàäàííûå íåíóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ, à ïîä ñòàòè÷åñêèì íàãðóæåíèåì − çà-
äàííûå íåíóëåâûå ðàñïðåäåëåííûå è ñîñðåäîòî÷åííûå ñèëû. Äëèíà îòðåçêîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè çàõâàòîâ èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ãðàíè-
öû îáëàñòè íàãðóæåíèå îòñóòñòâóåò. Â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáðàçöà ðàñïîëàãàåòñÿ
ðàáî÷àÿ îáëàñòü (ÐÎ) êâàäðàòíîé ôîðìû, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ðàçìåðû îáëàñòè âûáèðàþòñÿ ñ ó÷åòîì áàçû èñ-
ïîëüçóåìûõ èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Òîëùèíà ðàáî÷åé îáëàñòè ôèêñèðóåòñÿ.
Ïåðåäà÷à âíåøíèõ óñèëèé íà ÐÎ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå ðóêàâà, êîòîðûå íå-
îáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèëîâûå ëèíèè [17, 18] îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ïðîõî-
äèëè ÷åðåç ÐÎ, ÷òî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëÿòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ÐÎ è
óìåíüøàåò âëèÿíèå êðàåâûõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ìåñòàõ êðåïëåíèÿ çàõâàòîâ,
íà îäíîðîäíîñòü ÍÄÑ â ÐÎ.

Îáðàçåö äëÿ èñïûòàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ðàáî÷åé è âñïîìîãàòåëüíîé ÷àñòåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.
Ïîñëåäíÿÿ îáåñïå÷èâàåò ïåðåäà÷ó óñèëèé îò èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû íà ðàáî÷óþ
÷àñòü. Îäíèì èç âàæíûõ êðèòåðèåâ, îïðåäåëÿþùèõ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñèñòåìû,
ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé (ïåðåìåùåíèé) â ðàáî÷åé
÷àñòè. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî äîñòèæåíèå ìèíèìàëüíûõ äåôîðìàöèé êàê âî âñåì
îáðàçöå, òàê è â åãî ðàáî÷åé ÷àñòè. Çíà÷èòåëüíûå äåôîðìàöèè âåäóò ê íàðóøåíèþ
ðàáîòîñïîñîáíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû çàäîëãî äî âîçíèêíîâåíèÿ îïàñíûõ ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðî÷íîñòè âåëè÷èí íàïðÿæåíèé. Ýòîò êðèòåðèé îñîáåííî âàæåí äëÿ îáîðó-
äîâàíèÿ, êîòîðîå äîëæíî îáåñïå÷èâàòü îïðåäåëåííûé óðîâåíü òî÷íîñòè èçìåðå-
íèé. Âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ âîçìîæíî ïðè îáåñïå÷åíèè íåîáõîäèìîé æåñòêîñòè
ñèñòåìû â öåëîì, òî åñòü ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû âîñïðèíèìàòü äåéñòâèå âíåøíèõ
íàãðóçîê ñ äîïóñòèìûìè äåôîðìàöèÿìè, íå íàðóøàþùèìè ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñè-
ñòåìû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ÷àñòè ñèñòåìû âëèÿþò íà îáùóþ æåñò-
êîñòü ïî-ðàçíîìó, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ èõ îñîáåííîñòÿìè, à æåñòêîñòü ñèñòåìû âñåãäà
ìåíüøå, ÷åì ó ñàìîé æåñòêîé ÷àñòè.

Ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííûõ ñîîáðàæåíèé ïðåäëàãàåòñÿ, èñïîëüçóÿ ïîäõîäû

Ðóêàâ

Ðàçðåç

ÐÎ Èñïûòàòåëüíàÿ
ìàøèíà

Ðèñ. 1. Êðåñòîîáðàçíûé îáðàçåö íà äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå
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òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå òîëùèíû (ìàòåðèàëà)
ïëîñêîãî îáðàçöà âî âñïîìîãàòåëüíîé ÷àñòè èñõîäíîé îáëàñòè, îáåñïå÷èâàþùåå
äîñòèæåíèå ìàêñèìóìà æåñòêîñòè îáðàçöà. Ïîëó÷åííîå îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîé êîíôèãóðà-
öèè îáðàçöà.

1.2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà êîíôèãóðàöèè
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Èñïîëüçóåìàÿ â ïðîöåññå

òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îáðàçöà äëÿ äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ
â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ñõåìå äâóìåðíîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé òîëùèíû, íàõî-
äÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è çàíèìàþùåé îáëàñòü Ω
(ðèñ. 2).

Ìàòåðèàë ïëàñòèíû îäíîðîäíûé, èçîòðîïíûé è ëèíåéíî-óïðóãèé. Òîëùèíà
ïëàñòèíû x(Ω) îãðàíè÷åíà íèæíèì x− è âåðõíèì x+ çíà÷åíèÿìè. Â ïîäîáëàñòè ïëà-
ñòèíû Ω0 òîëùèíà x ôèêñèðóåòñÿ: x(Ω0) = x0.

Â îáëàñòè Ω èçâåñòíû ïîäîáëàñòè Ωσ èëè Ωu, íà êîòîðûõ çàäàþòñÿ ðàñïðåäå-
ëåííûå àêòèâíûå íàãðóçêè t0 èëè àêòèâíûå ïåðåìåùåíèÿ u0, íàçûâàåìûå çäåñü ñòà-
òè÷åñêèì è êèíåìàòè÷åñêèì íàãðóæåíèåì ñîîòâåòñòâåííî. Íà ýòèõ æå ïîäîáëàñòÿõ
âîçíèêàþò ðåàêòèâíûå íàãðóçêè t èëè ïåðåìåùåíèÿ u, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè
ðàâíîâåñèÿ, ñîâìåñòíîñòè è çàêîíîì Ãóêà.

Èñõîäíàÿ îáëàñòü ïîèñêà Ω çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèåé.
Óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè ñëóæàò òîëùèíû xe ïëîñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Öå-
ëåâîé ôóíêöèåé, ïîäëåæàùåé ìèíèìèçàöèè, ñëóæèò ïîäàòëèâîñòü, ðàâíàÿ ðàáîòå
âíåøíèõ ñèë íà ïðîèçâåäåííûõ èìè ïåðåìåùåíèÿõ èëè ðàáîòå çàäàííûõ ïåðåìå-
ùåíèé íà ïðîèçâåäåííûõ èìè óñèëèÿõ.

Îáùèé âåêòîð ïåðåìåùåíèé êîíñòðóêöèè U  ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:
íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé U è çàäàííûõ ïåðåìåùåíèé U0:

.
0⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
U
U

U (1)

Îáùèé âåêòîð âíåøíèõ óñèëèé êîíñòðóêöèè F  òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ: çàäàííûõ âíåøíèõ óñèëèé F0 è ðåàêòèâíûõ ñèë F:

.0

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
F
F

F (2)

Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà U ðàâíà ðàçìåðíîñòè âåêòîðà F0 è êîëè÷åñòâó ñâîáîäíûõ
ïåðåìåùåíèé êîíñòðóêöèè. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà U0 ðàâíà ðàçìåðíîñòè âåêòîðà F è
êîëè÷åñòâó çàäàííûõ (îãðàíè÷åííûõ) ïåðåìåùåíèé êîíñòðóêöèè. Âåêòîð U0 âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ íóëåâûå îïîðíûå ïåðåìåùåíèÿ è â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ

Ðèñ. 2. Èñõîäíàÿ îáëàñòü ïîèñêà

Ωu
Ω 0

Ωσ
Ω − Ω0

x
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íåíóëåâûå êîìïîíåíòû çàäàííûõ ïåðåìåùåíèé. Ñîñòàâëÿþùàÿ F0 âêëþ÷àåò â ñåáÿ
íóëåâûå âíåøíèå óñèëèÿ è â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ − íåíóëåâûå êîìïî-
íåíòû çàäàííûõ ñèë.

Ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè )(xK  êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå:

,)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

FFFU

UF

KK
KK

K x (3)

ãäå K − ñîêðàùåííàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåèçâåñò-
íûì ïåðåìåùåíèÿì; KUF, KFU, KFF − ñîñòàâëÿþùèå ïîëíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè êîí-
ñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííûì ïåðåìåùåíèÿì; x − âåêòîð òîëùèí.

Èç ñèììåòðèè ïîëíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè K  ñëåäóåò, ÷òî

.,, TTT
FFFFFUUF KKKKKK === (4)

Ôóíêöèÿ ïîäàòëèâîñòè êîíñòðóêöèè â èíòåãðàëüíîé è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ôîðìàõ
èìååò âèä:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≈

≈
=

−

−

∫
∫

σ

σ

Γ

Γ

.íàãðóæåíèÿ ñêîãîêèíåìàòè÷å äëÿ

,íàãðóæåíèÿ ãîñòàòè÷åñêî äëÿ

0
T

0

T
00

)(
UF

UF
x

tdsu

dsut
l (5)

Îáúåì ìàòåðèàëà, ïîäëåæàùèé ðàñïðåäåëåíèþ:

,T

1
ax=≈Ω= ∑∫

=Ω

n

e
eeaxxdV (6)

ãäå n − ÷èñëî âàðüèðóåìûõ òîëùèí êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ); xe, ae − òîëùèíà è
ïëîùàäü e-ãî ÊÝ; a − âåêòîð ïëîùàäåé ÊÝ. Îáúåì ìàòåðèàëà îãðàíè÷èâàåòñÿ çà-
äàííîé âåëè÷èíîé Vä.

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ïåðåìåííûå U, x òàêèå, ÷òî ïîäàòëèâîñòü ìèíè-
ìàëüíà

UF
xU

T
0,

min (7)

è óäîâëåòâîðÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ:
− óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

,)( 0FUx =K (8)

− óñëîâèå çàäàííîãî îáúåìà

,ä
T V=ax (9)

− ãðàíèöû òîëùèíû

.,1, nexxx e =≤≤ +− (10)

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ïåðåìåííûå U, F, x òàêèå, ÷òî ïîäàòëèâîñòü
ìèíèìàëüíà

0
T

,,
min UF

xFU
(11)
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è óäîâëåòâîðÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ:
− óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ðåàêöèè

 ,)()(,)()( 00 FUxUxUxUx =+−= FFFUUF KKKK (12)

− óñëîâèå çàäàííîãî îáúåìà

,ä
T V=ax (13)

− ãðàíèöû òîëùèíû
.,1, nexxx e =≤≤ +− (14)

Îòìåòèì, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ â ñôîðìóëèðîâàííûõ äâóõ çàäà÷àõ ðàçíûé.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ÊÝ â ôîðìå ïåðåìåùå-
íèé, êàê áîëåå ðàçâèòîãî, ÷åì ìåòîä ÊÝ â ôîðìå ñèë èëè â ñìåøàííîé ôîðìå.

Äèñêðåòèçàöèÿ. Ïðè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíàÿ îáëàñòü äèñ-
êðåòèçèðóåòñÿ îäèíàêîâûìè ïëîñêèìè ÊÝ Ωe, e = 1, …, n + n0, ãäå n0 − êîëè÷åñòâî
íåâàðüèðóåìûõ ÊÝ. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðåõóçëîâûå êâàäðàòíûå ÊÝ
(ðèñ. 3).

Ïðèìåíÿÿ áèëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â ïëîñêîì ýëå-
ìåíòå, çàêîí Ãóêà äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è àïïðîêñèìèðóÿ òîëùèíó ýëåìåíòà
è ìîäóëü Þíãà ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè â ïðåäåëàõ êàæäîãî ÊÝ, ïðåäñòàâèì ìàòðè-
öó æåñòêîñòè ÊÝ â íóìåðàöèè óçëîâ ÊÝ (ðèñ. 3) è ñ ó÷åòîì ïîðÿäêà óçëîâûõ ïåðå-
ìåùåíèé u1, u2 â âèäå:

,
11

0
2

16745238

61832547

78123456

43218765

52381674

25476183

34567812

87654321

2 e
eeee

e kEx

kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk
kkkkkkkk

Exk
ν−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ν−
= (15)

ãäå

,
8

3
8
1,

124
1,

88
1,

62
1

4321
ν

−=
ν

−−=
ν

−−=
ν

−= kkkk

ξ2

ξ1

1

4

2

3

Ðèñ. 3. ×åòûðåõóçëîâîé ÊÝ
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,
8

3
8
1,

6
,

88
1,

124
1

8765
ν

+−=
ν

=
ν

+=
ν

+−= kkkk

xe è Ee − ñîîòâåòñòâåííî òîëùèíà è ìîäóëü óïðóãîñòè ÊÝ, ν − êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà.

Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà 
0
ek  íå çàâèñèò îò òîëùèíû xe è ìîäóëÿ Ee, áåçðàçìåðíà è

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ êâàäðàòíûõ èçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëàãàåì, ÷òî ìåñòíûå ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ξ1ξ2 âñåõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ îáùåé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ïðè-
âåäåííàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà 0

ek  ðàñøèðÿåòñÿ äî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû
âñåé êîíñòðóêöèè:

,0T0
eeee TkTK = (16)

ãäå Te − ìàòðèöà èíöèäåíöèé.
Ãëîáàëüíàÿ ïîëíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè ñóììèðóåòñÿ èç ðàñøèðåí-

íûõ ìàòðèö æåñòêîñòè ýëåìåíòîâ

∑
+

=ν−
=

0

1

0
2 .

1
1)(

nn

e
eee KExK x (17)

Â òåîðèè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñî øòðàôîì ìîäóëü óïðóãîñòè çàâèñèò îò òîë-
ùèíû è øòðàôóåòñÿ, íàïðèìåð, êàê

,ExE p
ee = (18)

ãäå E − ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü óïðóãîñòè, += xxx ee / − ïðèâåäåííàÿ òîëùèíà, p ≥ 1 −
ïîêàçàòåëü øòðàôà. Òàêîå øòðàôîâàíèå èñêóññòâåííî óìåíüøàåò æåñòêîñòü ýëå-
ìåíòîâ ìàëîé òîëùèíû (ðèñ. 4) è âåäåò ê ñîñðåäîòî÷åíèþ æåñòêîñòè è ìàòåðèàëà
âíóòðè ëîêàëüíûõ îáëàñòåé êîíñòðóêöèè. Íîìåðà çàâèñèìîñòåé íà ðèñ. 4 ñîîòâåò-
ñòâóþò çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëÿ øòðàôà: 1 − p = 1, 2 − p = 2, 3 − p = 3.

Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè [11]. Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñ-
òè − ýòî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé Êóíà − Òàêåðà äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ýêâèâàëåíòíûå èì.

Ëàãðàíæèàí áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé 0 ≤ x ≤ x+ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

.)()( )( äVVl −λ+=Λ xx (19)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà Êóíà − Òàêåðà:

Ðèñ. 4. Âëèÿíèå øòðàôíîãî ïîêàçàòåëÿ

0            0,2        0,4        0,6        0,8        xe

Ee/E

0,2

0,4

0,6

0,8

1

2

3
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.,1,0)()( ne
x

V
x

l
x eee

==
∂

∂
λ+

∂
∂

=
∂
Λ∂ xx

(20)

Ïðîèçâîäíàÿ îò îáúåìà èìååò âèä

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
∂

∂
.,0
,,)(

ei
eia

x
V e

i

x
(21)

Òîãäà èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé (20) ïîëó÷èì êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè:

.,1,1/)( ne
a

xlB
e

e
e ==

λ
∂∂

−=
x

(22)

Óñëîâèÿ (22) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êå ìèíèìóìà ïîäàòëèâîñòè, åñëè îãðà-
íè÷åíèÿ 0 ≤ x ≤ x+ íåàêòèâíû, è âûðàæàþò ñîáîé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ
êàæäîãî âàðüèðóåìîãî ÊÝ.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíîé òîëùèíû ñ ó÷åòîì (22) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

,ñòàðîåíîâîå η= eee Bxx (23)

ãäå η − ýìïèðè÷åñêèé ïîêàçàòåëü, à Be > 0.
Ó÷åò âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé xe = 0, xe = x+ ïîçâîëÿåò îáîáùèòü (23)

è ïðåäëîæèòü ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó ðàñ÷åòà êâàçèîïòèìàëüíûõ òîëùèí ñëåäóþ-
ùåãî øàãà [19, 20]:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+≥+
−≤−

=
η

+η+

η

èíà÷å,
åñëè
åñëè

ñòàðîå

ñòàðîåñòàðîåñòàðîå

ñòàðîåñòàðîåñòàðîå

íîâîå ),,(min),,(min
),,0(max),,0(max

ee

eeee

eeee

e

Bx
mxxBxmxx

mxBxmx
x (24)

ãäå m − ýìïèðè÷åñêàÿ ãðàíèöà. Ðåêîìåíäîâàíû âåëè÷èíû m = 0,2x+, η = 0,5.
Äëÿ ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (24) íåîáõîäèìî çíàòü âåëè÷èíû ïðî-

èçâîäíûõ exl ∂∂ /)(x  è âåëè÷èíó ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ.
Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàâèñèò

îò âèäà íàãðóæåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïîäàòëèâîñòè ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè F0 ñ
ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (8) èìååò âèä [19]:

.)()()()( TT
0

T
0 )(

eeee x
K

xxx
l

∂
∂

=
∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂ UxxUUFxUFx (25)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (8), ïîëó÷èì ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ
ïåðåìåùåíèé, ñîçäàâàåìûõ çàäàííûì ñòàòè÷åñêèì íàãðóæåíèåì F0:
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Òîãäà èç (25) ñëåäóåò
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Èç ñòðóêòóðû ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè (16), (17) è (18) ïîëó÷èì ïðîèç-
âîäíóþ ïîäàòëèâîñòè ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè:
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ãäå ue − óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ ÊÝ â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ íåèçâåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ ïðè çàäàí-

íûõ ïåðåìåùåíèÿõ U0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (12).
Ýêâèâàëåíòíûå óñèëèÿ F, ñîçäàþùèå çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ U0, ñ ó÷åòîì ñòðóê-

òóð (3) è (2) èìåþò âèä:

.0UUF FFFU KK += (29)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè (12),
ïîëó÷àåì
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Òðàíñïîíèðóÿ (30) è ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ (4), âûðàæàåì ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ
ïåðåìåùåíèé:
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Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïîäàòëèâîñòè ïî òîëùèíå ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñ
ó÷åòîì âòîðîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè ïîäàòëèâîñòè (5) çàïèøåòñÿ â âèäå:

.)()(
0

T

UxFx
ee xx

l
∂

∂
=

∂
∂

(32)

Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (29), (31) è (12), ïîëó÷èì
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Ïðîâîäÿ ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ïîëíîé ìàòðèöû æåñò-
êîñòè êîíñòðóêöèè (3), áóäåì èìåòü
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Ïåðåõîäÿ íà ìåñòíûé óðîâåíü ÊÝ ñ ïîìîùüþ (17), (18) è (16), âûðàæàåì ïðîèç-
âîäíóþ ïî òîëùèíå ôóíêöèè ïîäàòëèâîñòè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ÷åðåç
ïàðàìåòðû ÊÝ:
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Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ U â (27) è (33) íå âêëþ÷àåò çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ, à â (28) è
(34) ïåðåìåùåíèÿ ue ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå è çàäàííûå ïåðåìåùåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (27) è (33), à òàêæå (28) è (34) îòëè÷àþò-
ñÿ çíàêîì. Íàëè÷èå ðàçíûõ çíàêîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòåé ïðè ñòàòè÷åñêîì è êèíåìàòè-
÷åñêîì íàãðóæåíèè èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü äàíà ïîëîñà îïðåäå-
ëåííîé òîëùèíû, ïîäâåðãíóòàÿ ðàñòÿæåíèþ ïðè êèíåìàòè÷åñêîì èëè ñòàòè÷åñêîì
íàãðóæåíèè. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ ñèëàõ ïåðåìåùåíèÿ
óìåíüøàþòñÿ è ïîäàòëèâîñòü ïîëîñû óìåíüøàåòñÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïðè
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çàäàííûõ âíåøíèõ ïåðåìåùåíèÿõ âûçûâàþùèå èõ óñèëèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ è ïîäàò-
ëèâîñòü ïîëîñû óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå ïîäàòëèâîñòè ïî òîëùèíå
äîëæíû èìåòü ðàçíûå çíàêè äëÿ ñòàòè÷åñêîãî è êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèé.

Ñãëàæèâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòåé è ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Ïðè ðåàëèçàöèè
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäíûå exl ∂∂ /)(x  â ÊÝ ñãëàæèâàþòñÿ [19] ñ ïîìî-
ùüþ èõ çíà÷åíèé â ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ. Èñïîëüçóåòñÿ âçâåøåííîå ñðåäíåå ñ ó÷å-
òîì ðàññòîÿíèé äî öåíòðîâ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ íåâàðüèðóå-
ìîé òîëùèíîé ìàðêèðóþòñÿ íóëåâûì çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ñãëàæèâàíèè
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â êàæäîì ÊÝ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ â ñîñåä-
íèõ ÊÝ èç åãî îêðåñòíîñòè, â êîòîðóþ ìîãóò ïîïàñòü íåâàðüèðóåìûå ÊÝ.

Ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ â (22) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ ïî îáúåìó è äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

.)( ä)( VV =λx (35)

Ïîèñê êîðíÿ óðàâíåíèÿ (35) îòíîñèòåëüíî îäíîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðîâåñòè ëþ-
áûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, íàïðèìåð ìåòîäîì äèõîòîìèè.

Ââèäó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû 0
ek  èç (28) è (34) ñëåäóåò, ÷òî

0/)( ≤∂∂ exl x  äëÿ ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è 0/)( ≥∂∂ exl x  äëÿ êèíåìàòè÷åñêîãî
íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåññà (23) íåîáõîäèìà ïîëîæèòåëüíîñòü êðèòåðèÿ
îïòèìàëüíîñòè Be ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî èñêàòü ïîëîæèòåëüíûå ìíîæè-
òåëè Ëàãðàíæà λ ≥ 0 â çàäà÷å ñî ñòàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è îòðèöà-
òåëüíûå ìíîæèòåëè λ ≤ 0 â çàäà÷å ñ êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òî÷-
íîñòü ïîèñêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ (35) äîëæíà âûáèðàòüñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíü-
øå, ÷åì ïðåäïîëàãàåìîå çíà÷åíèå êîðíÿ. Â êðèòåðèÿõ îïòèìàëüíîñòè ó÷àñòâóþò
íàéäåííûé ìíîæèòåëü λ è ñãëàæåííûå ïðîèçâîäíûå (28), (34).

Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíà â Matlab.

2. Îïòèìèçàöèÿ òîïîëîãèè îáðàçöà äâóõîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ

Ïðèìåíèì èçëîæåííóþ ìåòîäèêó ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè è àáðèñà
ïëîñêîãî îáðàçöà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ íà äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå. Â ñèëó
ñèììåòðèè â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòâåðòü îáðàçöà ñ óñëîâèÿìè ñèììåò-
ðèè ïî äâóì îñÿì. Ðàçìåðû è òîëùèíû ïðèâîäÿòñÿ ê øèðèíå ÷åòâåðòè îáðàçöà è ê
íàèáîëüøåé ðàçðåøåííîé òîëùèíå.

Ïðèâåäåííûé ðàçìåð ñòîðîíû èñõîäíîé îáëàñòè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì åäèíè-
öå. Êâàäðàòíàÿ ÐÎ èìååò ôèêñèðîâàííûå òîëùèíó è äëèíó ñòîðîíû. Çîíû, íå âõî-
äÿùèå â ðóêàâà è ÐÎ, îáëàäàþò ôèêñèðîâàííîé ïðèâåäåííîé òîëùèíîé, ðàâíîé
0,001, ÷òî ìîäåëèðóåò îòñóòñòâèå ìàòåðèàëà, è ýòè çîíû ïðåäîòâðàùàþò âûðîæ-
äåííûå ÊÝ. Çàäàííûé îáúåì Vä ðàâåí 0,5 îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî îáúåìà, à
ïàðàìåòð øòðàôà ìîäóëÿ óïðóãîñòè â (18) p = 2. Êðèòåðèåì îñòàíîâà èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà îïòèìèçàöèè (23) ïðèíÿòî óñëîâèå, ÷òî èçìåíåíèå íà øàãå ïðèâåäåí-
íîé òîëùèíû ïî âñåì ýëåìåíòàì êîíñòðóêöèè ìåíüøå 0,01. Íàãðóæåíèå (ñòàòè÷åñ-
êîå èëè êèíåìàòè÷åñêîå) çàäàåòñÿ íà âíåøíèõ êðàÿõ ðóêàâîâ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òîëùèí ðóêàâîâ, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ïîäàò-
ëèâîñòü îáðàçöà ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ çàäàííîãî îáúåìà Vä.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è èññëåäîâàëîñü â çàâèñèìîñòè îò âèäà íà-
ãðóæåíèÿ (ñòàòè÷åñêîãî èëè êèíåìàòè÷åñêîãî), ðàçìåðà ðàáî÷åé îáëàñòè (0,2 è 0,4),
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òîëùèíû ðàáî÷åé îáëàñòè (x0PO = 1,0 è äð.), øèðèíû ðóêàâîâ (îò ðàçìåðà ÐÎ íà
ãðàíèöå ÐÎ äî 0,5 è 0,9 ðàçìåðà îáðàçöà íà åãî êðàþ).

Ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè íàãðóçêè ÿâëÿþòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìè, ïðèëîæåíû
è ðàâíû åäèíèöå â êàæäîì óçëå êðàÿ ðóêàâà. Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ
ïåðåìåùåíèÿ çàäàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå â êàæäîì óçëå êðàÿ îáðàçöà, à ïåðåìåùå-
íèÿ âäîëü êðàåâ ðàâíû íóëþ. Íà îñÿõ ñèììåòðèè çàäàíû íóëåâûå ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå ê îñÿì ïåðåìåùåíèÿ ïðè îáîèõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ.

Íà ðèñ. 5−8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, ãäå
÷åðíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííîé òîëùèíå, ðàâíîé 1, òî åñòü ìàêñèìàëüíîé
ðàçðåøåííîé òîëùèíå, áåëûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííîé òîëùèíå 0,001. Ñëåâà
íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåííûé ðàçìåð ÐÎ ðàâåí 0,2, à ñïðàâà − 0,4.

Ðèñ. 5. Ñòàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå. Ðóêàâ øèðèíîé îò ðàçìåðà ÐÎ äî 0,5 ðàçìåðà îáðàçöà

Ðèñ. 6. Ñòàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå. Ðóêàâ øèðèíîé îò ðàçìåðà ÐÎ äî 0,9 ðàçìåðà îáðàçöà

Ðèñ. 7. Êèíåìàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå. Ðóêàâ øèðèíîé îò ðàçìåðà ÐÎ äî 0,5 ðàçìåðà îáðàçöà
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×èñëî ÊÝ, àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòü Ω, ðàâíî 150×150. Ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèÿ ðàçíûõ òîëùèí ÐÎ íå ïðèâîäÿòñÿ.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5−8, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ïðè ââåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàñïðåäåëåíèå òîëùèí ïî èñõîäíîé îáëàñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ êàðòèíó.

Òîïîëîãè÷åñêèé ïðîåêò äâóõîñíîãî îáðàçöà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âèäà íà-
ãðóæåíèÿ. Ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïàðàìåòðû ðàçðåçà ôàêòè÷åñêè çàäàþò ïà-
ðàìåòðû ðóêàâîâ. Â ðóêàâàõ ïîÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îáëàñòè ðàçëè÷íîé ôîð-
ìû, â êîòîðûõ òîëùèíà ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêñèìàëüíîé òîëùè-
íîé. Ýòî òðàêòóåòñÿ êàê íàëè÷èå îòâåðñòèé â ðóêàâàõ. Òîïîëîãèÿ îáðàçöà ìàêñè-
ìàëüíîé æåñòêîñòè (ìèíèìàëüíîé ïîäàòëèâîñòè) ïðèîáðåòàåò ôðàêòàëüíûé õàðàê-
òåð. Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Íåîá-
õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû ðóêà-
âîâ íåçíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà èõ îïòèìèçèðîâàííóþ êîíôèãóðàöèþ. Îïòèìèçèðî-
âàííûå ðóêàâà ïðèîáðåòàþò âèä ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñû ñ øèðèíîé, îïðåäå-
ëÿåìîé øèðèíîé ÐÎ.

Ðàçìåðû ÐÎ òàêæå îêàçûâàþò âëèÿíèå íà òîïîëîãè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ ðóêà-
âîâ. Ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè èçìåíåíèå ðàçìåðà ÐÎ ïðèâîäèò â îñíîâíîì ê
èçìåíåíèþ ãåîìåòðèè îáëàñòåé ñ ìàëîé òîëùèíîé â ðóêàâàõ è ñëàáî âëèÿåò íà èõ
êîëè÷åñòâî. Ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè â ñëó÷àå ìàëîé ðàáî÷åé îáëàñòè ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèÿ òîëùèí ïðîÿâëÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, íî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ÐÎ
ýôôåêò áîëåå âûðàæåí. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ ëèíåéíàÿ ãðàíèöà
ðóêàâîâ ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé. Òîëùèíà ÐÎ ñëàáî âëèÿåò íà òîïîëîãèþ îáðàçöà.
Îíà òîëüêî ïîä÷åðêèâàåò íåîáõîäèìîñòü îáëàñòè ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû âîêðóã
ÐÎ.

Íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè èç óñëîâèÿ ìèíè-
ìóìà ïîäàòëèâîñòè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîÿâëåíèå â ðóêàâàõ îáëàñòåé ñ î÷åíü
ìàëîé òîëùèíîé îáîñíîâûâàåò ñîçäàíèå íåîäíîñâÿçíûõ êðåñòîîáðàçíûõ îáðàçöîâ,
èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé íà äâóõîñíîå ðàñòÿæåíèå.
Ýòîò âûâîä ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ðÿäîì èññëåäîâàòå-
ëåé ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì [1, 2, 7, 8, 18].

Ïîëó÷åííûé âûâîä î ãåîìåòðèè îáðàçöà äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íà÷àëü-
íûé ýòàï äëÿ âûáîðà ôîðìû îáðàçöà ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ åãî ìàêñèìàëüíîé æåñò-
êîñòè.

Ðèñ. 8. Êèíåìàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå. Ðóêàâ øèðèíîé îò ðàçìåðà ÐÎ äî 0,9 ðàçìåðà îáðàçöà
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñäåëàíà
ïîïûòêà îáîñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè ïëîñêîãî îáðàçöà èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïðåä-
íàçíà÷åííîãî äëÿ èñïûòàíèé íà äâóõîñíîå íàãðóæåíèå. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà, ïî-
çâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëà, îáåñïå÷èâàþùåå äîñòèæåíèå
ìàêñèìàëüíîé èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè îáðàçöà. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè ïîêàçàë íåîáõîäèìîñòü íàëè÷èÿ îòâåð-
ñòèé íà ðóêàâàõ îáðàçöîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ.
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Applying the approaches of topology optimization, we consider the problem of substantiation of
the configuration of the 2D test specimen, in the workspace of which the biaxial stress-strain state
is realized.
The original area occupied by the specimen is a square plate with a given side size made of an
isotropic material. At the boundaries of the region, segments of fixed length are established on
which boundary conditions are specified. The length of the segments is determined by the dimensions
of the grippers of the testing machine. In the central part of the specimen is located the working
area of the square form where the definition of displacements is carried out using measuring devices.
The dimensions of the working area are selected taking into account the region of the used measuring
devices. The test specimen is considered as a complex system consisting of working and auxiliary
parts interacting with each other. The latter ensures the transfer of forces from the testing machine
to the working part. The basic criterion determining the performance of this system is the criterion
of accuracy of determining the deformations (displacements) in the working part. The
implementation of the criterion is possible by ensuring the necessary stiffness of the overall system,
i.e. the system's ability to carry the effect of external loads with allowable deformations that do not
violate the performance of the system. The specimen design scheme for biaxial stretching used in
the topological optimization process is reduced to the scheme of a two-dimensional plate of variable
thickness which is in a plane stress state and occupies the initial region. The original search field is
replaced by its finite element approximation. The objective function to be maximized is the stiffness
of the system, and the design variables are the thicknesses of 2D finite elements. The specimen
volume is set. A technique is proposed that allows determining the distribution of the material
ensuring the achievement of the maximum integral stiffness of the system. The analysis of results
of numerical simulation using the technique showed the need for holes on the specimen sleeves
used in the experiments.

Keywords: biaxial stretching of 2D specimens, topological optimization, specimen configuration,
cruciform specimen, homogenization method.


