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Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçãèáíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîñòðàíñò-
âåííî-àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí ïðè íåëèíåéíî-óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè ìà-
òåðèàëîâ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè. Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ïî ÿâíîé ÷èñëåííîé ñõåìå òèïà «êðåñò». Âîçìîæíîå
îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó ó÷è-
òûâàåòñÿ íà îñíîâå êèíåìàòè÷åñêèõ ãèïîòåç òåîðèè Ðåääè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
íåëèíåéíîñòü çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè Êàðìàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî
íå ïðè âñåõ ïðîèçâîëüíûõ ñòðóêòóðàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ ïëàñ-
òèí â ðàìêàõ òåîðèè Ðåääè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó. Èññëå-
äîâàíî äèíàìè÷åñêîå íåëèíåéíî-óïðóãîå ïîâåäåíèå ïëîñêî-ïåðåêðåñòíî è
ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì âîç-
äóøíîé âçðûâíîé âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñèëüíî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè
êîìïîçèöèè äëÿ îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ ïëàñòèí çàìåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé
ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
ïîäàòëèâîñòü êîíñòðóêöèè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ
(äî 30% è áîëåå), à èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé â ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå − â
ðàçû. Óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíû è ñòåïåíè àíèçîòðîïèè
åå êîìïîçèöèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýôôåêòà îò çàìåíû ïëîñêî-ïåðåêðåñò-
íîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó. Â ðÿäå ñëó÷àåâ
ýòîò ýôôåêò ìîæåò âîîáùå íå ïðîÿâëÿòüñÿ äàæå â îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ êîì-
ïîçèòíûõ êîíñòðóêöèÿõ áîëåå ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû, íàïðèìåð â
êîëüöåâûõ ïëàñòèíàõ ñ æåñòêîé âíóòðåííåé øàéáîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâåííîå àðìèðîâàíèå, ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîå
àðìèðîâàíèå, ãèáêèå ïëàñòèíû, äèíàìè÷åñêèé èçãèá, òåîðèÿ Ðåääè, íåëè-
íåéíî-óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå, âçðûâíûå íàãðóçêè, ñõåìà òèïà «êðåñò».

Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõ èçäåëèÿõ âñå áîëåå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ êîìïîçè-
öèîííûå ìàòåðèàëû (ÊÌ) ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ñòðóêòóðàìè àðìèðîâàíèÿ [1−4].
Òàêîé âèä àðìèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñòðàíèòü ñåðüåçíûé íåäîñòà-
òîê ñðåä èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ÊÌ-ñðåä), ïåðåêðåñòíî-àðìèðîâàííûõ â
ïëîñêîñòè, − ðàññëîåíèå â ñèëó îñëàáëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îòðûâó è ñäâèãàì â
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ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, − ëîêàëèçîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå òðå-
ùèí â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ êîìïîçèöèè. Ëèíåéíî-
óïðóãîå ïîâåäåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííûõ ñðåä ìîäåëèðîâàëîñü â [5−7].
Â ñòàòüå [7] áûëî ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷åííûå òàì ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðè ðàñ÷åòå íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ÊÌ-ñðåäû, ìàòåðèàëû
êîìïîíåíòîâ êîòîðîé îäèíàêîâî ñîïðîòèâëÿþòñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Â [8] áû-
ëà ïîñòðîåíà àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííîé
ÊÌ-ñðåäû, ó÷èòûâàþùàÿ ñâîéñòâî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè íåëèíåéíî-óïðóãèõ
ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè.

Ïðè íåêîòîðûõ òèïàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåí-
òîâ êîíñòðóêöèé (íàïðèìåð, ïðè îðòîãîíàëüíîì àðìèðîâàíèè [1, 2, 4, 5]) òàêæå ìî-
æåò ïðîÿâëÿòüñÿ èõ îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì, ïîýòîìó è
ïðè òàêèõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà àäåêâàòíîãî îïèñà-
íèÿ èçãèáíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ÊÌ-ïëàñ-
òèí). Èçãèá àíèçîòðîïíûõ è àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè,
íå ó÷èòûâàþùåé ïîïåðå÷íûå ñäâèãè, èçó÷àëñÿ â [9−11]. Ó÷åò ýòèõ ñäâèãîâ, êàê ïðà-
âèëî, ïðîèçâîäèòñÿ â ðàìêàõ òðàäèöèîííûõ òåîðèé Ðåéññíåðà [12−14] èëè Ðåääè
[11, 15−19]. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòèõ òåîðèé ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâà, íî, êàê ïî-
êàçàíî â [17], òåîðèÿ Ðåääè äëÿ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íîé (ïåðâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèâîäèò ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè
èçãèáà ïëàñòèí, à âòîðîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå − ê òåîðèè Ðåääè). Êðîìå
òîãî, â ðàìêàõ òåîðèè Ðåääè, â îòëè÷èå îò òåîðèè Ðåéññíåðà, ó÷èòûâàåòñÿ èñêðèâ-
ëåíèå ïîïåðå÷íîé íîðìàëè ïëàñòèíû ïðè åå èçãèáíîì äåôîðìèðîâàíèè, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò óäîâëåòâîðèòü ñèëîâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïî êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì
íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ êîíñòðóêöèè. Òåîðèÿ Ðåéññíåðà íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè òî÷íîé è íå ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðÿòü ñèëîâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ëèöå-
âûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû. Ïîýòîìó òåîðèÿ Ðåääè áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò ìåõà-
íè÷åñêîå èçãèáíîå ïîâåäåíèå ÊÌ-ïëàñòèí.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìîäåëèðîâàíèþ â ðàìêàõ ãèïîòåç òåîðèè
Ðåääè èçãèáíîãî ïîâåäåíèÿ ãèáêèõ ÊÌ-ïëàñòèí ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ñòðóêòóðà-
ìè àðìèðîâàíèÿ, ìàòåðèàëû êîìïîíåíòîâ êîòîðûõ äåôîðìèðóþòñÿ íåëèíåéíî-óï-
ðóãî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçãèá ÊÌ-ïëàñòèíû òîëùèíîé 2h (ðèñ. 1), ñ êîòîðîé ñâÿçàíà
äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xi òàê, ÷òî îòñ÷åòíàÿ ïëîñêîñòü Ox1x2
ñîâìåùåíà ñî ñðåäèííîé ïëîñêîñòüþ (|x3| ≤ h).

Ïëàñòèíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíî èëè ïðîñòðàíñòâåííî óñèëåíà K ñåìåéñòâàìè
âîëîêîí ñ ïëîòíîñòÿìè àðìèðîâàíèÿ ωk, 1 ≤ k ≤ K. Íà ðèñ. 1à èçîáðàæåíà ñòðóêòóðà
ñ ïëîñêèì îðòîãîíàëüíûì 2D-àðìèðîâàíèåì (K = 2), íà ðèñ. 1á − ñ ïðîñòðàíñòâåí-
íûì îðòîãîíàëüíûì 3D-àðìèðîâàíèåì (K = 3) [1, 2, 4, 5], íà ðèñ. 1â − ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííûì íåîðòîãîíàëüíûì 4D-àðìèðîâàíèåì (K = 4) [2]. Ïî òîëùèíå êîíñòðóê-
öèè ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ êâàçèîäíîðîäíà. Îòíîñèòåëüíîå îáúåìíîå ñîäåðæàíèå
ñâÿçóþùåãî â ðåïðåçåíòàòèâíîé ÿ÷åéêå êîìïîçèöèè âû÷èñëÿåòñÿ òàê [1, 2]:
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Äëÿ îïèñàíèÿ âîçìîæíîãî (íàïðèìåð, â ñëó÷àÿõ ñòðóêòóð 2D- è 3D-àðìèðîâà-
íèÿ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1à è á) îñëàáëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïëàñòèíû ïîïåðå÷-
íîìó ñäâèãó èñïîëüçóåì êèíåìàòè÷åñêèå ãèïîòåçû òåîðèè Ðåääè [15−19]. Òîãäà,
ñîãëàñíî [19], ïðè ó÷åòå ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè â ïðèáëèæåíèè Êàðìàíà
îñðåäíåííûå äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè εij è ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê Ui ðàññìàòðèâàå-
ìîé êîíñòðóêöèè èç êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ÊÌ-êîíñòðóêöèè) àïïðîêñèìè-
ðóþòñÿ òàê:
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ìîìåíò âðåìåíè t; i∂  − îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé xi (i = 1, 2);
G − îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ êîíñòðóêöèåé â ïëàíå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèÿõ (2) è (3) íå èçâåñòíû ôóíêöèè w, ui, 
0
3iε è )(

3
±εi (i =

= 1, 2), çàâèñÿùèå îò âðåìåíè t è òîëüêî äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x1 è x2.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãèáêèõ ÊÌ-ïëàñòèí â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Êàðìàíà è ïðè

ó÷åòå âûðàæåíèé (3) èìåþò âèä [19]:
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ρ0, ρk − îáúåìíûå ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ ñâÿçóþùåãî è âîëîêîí k-ãî ñåìåéñòâà;
),(),( )(

3
)(

3 htt ii ±σ=σ ±± xx  − èçâåñòíûå èç ñèëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàïðÿæåíèÿ
íà íèæíåé (−) è âåðõíåé (+) ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû; σij − îñðåäíåííûå
íàïðÿæåíèÿ â êîìïîçèöèè; Xi − ïðèâåäåííûå âíåøíèå íàãðóçêè, ïîðîæäåííûå îáúåì-
íûìè ñèëàìè (âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó ïðîñòîé ñìåñè, àíàëîãè÷íî ρ); mi − ïðèâå-
äåííûå âíåøíèå ìîìåíòû îò îáúåìíûõ ñèë; Fij, Fi3 − ìåìáðàííûå è ïåðåðåçûâàþ-
ùèå ñèëû; Mij − èçãèáàþùèå è êðóòÿùèå ìîìåíòû; 

0, iiu γε
 − ââåäåííûå äëÿ óäîáñòâà

ôóíêöèè; òî÷êà − äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t.
Â ðàìêàõ èòåðàöèîííîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííîé ñðåäû, ïðåäëîæåííîé â [8] (ãäå ÿäðà ïîëçó÷åñòè
ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü íóëþ) è èñïîëüçóåìîé â íàñòîÿùåé ñòàòüå, íà êàæäîé èòåðàöèè
ìåòîäà ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ñâÿçü
ìåæäó îñðåäíåííûìè äåôîðìàöèÿìè è íàïðÿæåíèÿìè â êîìïîçèöèè îïðåäåëÿåòñÿ
ëèíåàðèçîâàííûì ìàòðè÷íûì ðàâåíñòâîì (ñì. (25) â [8])

,εA=σ (7)

ãäå

;,,,,,,,,,,, T
123123332211

T
123123332211 }{}{ εεεεεε=σσσσσσ= εσ (8)

A = (aij) − 6×6-ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé )( 6,1, =jiaij  çàâèñÿò îò äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ εij, îïðåäåëåííîãî èç ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, è îò ñòðóê-
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òóðû àðìèðîâàíèÿ (ïëîòíîñòåé ωk è íàïðàâëåíèé àðìèðîâàíèÿ); T − îïåðàöèÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ.

Ñ êàæäûì k-ì ñåìåéñòâîì âîëîêîí ñâÿæåì ëîêàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò 

)(k
ix òàê, ÷òî îñü 

)(
1

kx ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ,
à îñè )(

3
)(

2 , kk xx  ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòèì òðàåêòîðèÿì. Òîãäà íàïðàâëåíèå àðìèðîâà-
íèÿ âîëîêíàìè k-ãî ñåìåéñòâà ìîæíî çàäàòü óãëàìè ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò θk è ϕk (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû 

)(k
ijl  ìåæäó ëîêàëüíîé 

)(k
ix  è

ãëîáàëüíîé )( 3,1, =jix j  ñèñòåìàìè êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2) èç [8].

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (7) â [8] ïîïóòíî áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ëèíåà-
ðèçîâàííûå ìàòðè÷íûå ðàâåíñòâà:

εεεεε0 = H−1εεεεε,     εεεεεk = Ekεεεεε0,     1 ≤ k ≤ K, (9)

ãäå εεεεε0 ,}{ )0(
ijε=  εεεεεk }{ )(k

ijε=  − øåñòèêîìïîíåíòíûå âåêòîðû-ñòîëáöû, ïî ñòðóêòóðå
àíàëîãè÷íûå (8), ýëåìåíòû êîòîðûõ )()0( è k

ijij εε  − äåôîðìàöèè ñâÿçóþùåãî è àðìàòó-
ðû k-ãî ñåìåéñòâà; H−1, Ek − 6×6-ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (30) è
(22) â [7], ýëåìåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ è äåôîðìèðîâàííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ðåïðåçåíòàòèâíîé ÿ÷åéêè êîìïîçèöèè, èçâåñòíîãî èç ðåøåíèÿ íà ïðå-
äûäóùåé èòåðàöèè.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (9) îïðåäåëÿåò íà òåêóùåé èòåðàöèè äåôîðìàöèè ñâÿçóþùå-
ãî εεεεε0 ÷åðåç îñðåäíåííûå äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè εεεεε, à âòîðîå ñîîòíîøåíèå (9) âûðà-
æàåò äåôîðìàöèè àðìàòóðû k-ãî ñåìåéñòâà εεεεεk ÷åðåç äåôîðìàöèè ñâÿçóþùåé ìàòðè-
öû εεεεε0, òî åñòü â êîíå÷íîì èòîãå òàêæå ÷åðåç εεεεε.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ÊÌ-ïëàñòèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãèáêàÿ òîíêî-
ñòåííàÿ ñèñòåìà, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïðèåìëåìîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òî÷-
íîñòüþ íàïðÿæåíèå σ33(t, r) ìîæíî ëèíåéíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïî ïîïåðå÷íîé êî-
îðäèíàòå x3 [20]:

.,||,,
2

),(),(
2

),(),(),( 03

)(
33

)(
33

3

)(
33

)(
33

33 tthxGttx
h

ttt ≥≤∈
σ+σ

+
σ−σ

=σ
−+−+

xxxxxr (10)

Ëèíåàðèçîâàííîå ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (7) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé øåñòè àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà ýòîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü ëèíåéíóþ
ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ ÊÌ-ïëàñòèíû:

),1236313523342232113133
1

3333 ( ε−ε−ε−ε−ε−σ=ε − aaaaaa (11)

Ðèñ. 2. Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

x1

x2

x3
x3

(k)

x1
(k)

x2
(k)

ϕk

ϕk

θk
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â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé äåôîðìàöèè εij ìîæíî âûðàçèòü ïî ôîðìóëàì (2), òî åñòü
÷åðåç ôóíêöèè w, ul, 

)(
3

0
3, ±εε ll  è èõ ïðîèçâîäíûå ïî xl (l = 1, 2), à íàïðÿæåíèå σ33

èçâåñòíî èç (10).
Äëÿ îäíîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëü-

çîâàòü ñèëîâûå [19]

,),2,1()( 3
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1
3
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1
3 n

i j
jijiii

j
ijijj PwFFniPwFFn =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂+==∂− ∑ ∑∑

= ==

,)()(,2 2
2

2
1122111222112

2
222

2
111 τ=−+−=++ nnn MnnMnnMMMnnMnMnM (12)

0, ttp ≥Γ∈x

è êèíåìàòè÷åñêèå (ñì. (3))

),,(),(),(
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),(2),,(),( ][ )(
3

)(
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* xxxxxx tutththutwtw iiii =ε−ε+= −+

),,(),(),(),(),(
5
8

3
2 )(

3
)(

3
0
3

3 xxxxx tutttwth iiiii =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ε+ε+∂−ε −+ (13)

2,1,, 0 =≥Γ∈ ittux
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ñëåäóåò çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ [19]:
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00000 ][ xxxxxxxx iiii utththuwtwwtw =ε−ε+== −+&&

),,(),(),()(),(
5
8

3
2

00
)(

30
)(

300
0
3

3 xxxxx tuttwth iiiii =⎥⎦
⎤

⎢⎣
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(14)
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⎡ ε+ε+∂−ε −+ iGtvttwth iiiii xxxxxx &&&&

Çäåñü

,)()(,),(),(,),(),( 30033*3* ∫∫∫
−−−
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h

h
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h

h
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h

h
ii dxUudxxtUtudxtUtu rxrxrx

),2,1()()(,)()(,)()( 33003003300 ==== ∫∫∫
−−−

idxxVvdxVvdxxUu
h

h
ii

h

h
ii

h

h
ii rxrxrx (15)

;sin,cos 21 α=α= nn
Pi − çàäàííûå íà êðîìêå Γp ìåìáðàííûå ñèëû ïî íàïðàâëåíèÿì xi (i = 1, 2); Pn3 −
çàäàííàÿ íà Γp ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà; Mnn, Mnτ − çàäàííûå íà êðîìêå Γp èçãèáàþ-
ùèé è êðóòÿùèé ìîìåíòû; w* − çàäàííûé íà êðîìêå Γu ïðîãèá; Ui* − çàäàííûå íà
òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïåðåìåùåíèÿ â òàíãåíöèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ xi;
w0, ,0w&  U0i, V0i (i = 1, 2) − çàäàííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïåðåìåùåíèÿ
è ñêîðîñòè òî÷åê êîíñòðóêöèè; up ΓΓ=Γ U  − êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü G,
çàíèìàåìóþ ïëàñòèíîé â ïëàíå; α − óãîë, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìà-
ëè ê Γ.

Âîçìîæíî çàäàíèå è ïÿòè ñìåøàííûõ èç (12), (13) ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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2. ×èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó øàãîâ ïî âðåìåíè [8, 13, 19, 21], òî åñòü çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé áóäåì îïðåäåëÿòü â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè tn+1 = tn + τ
(n = 0, 1, 2, …), ãäå τ = const > 0 − øàã ïî âðåìåíè.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â äâà ïðåäøåñòâóþùèõ ìîìåíòà âðåìåíè tm óæå èçâåñòíû
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé:
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3 xxxxxxxx mj

m

jmi

m

im

m

mi

m

i tttwwtuu ±± σ=σε=ε==
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j rxxxxx (16)

.||,,,1,6,1, 3 hxGnnmls ≤∈−== x
Ïîýòîìó ïî ôîðìóëàì (5) ïðè ó÷åòå (2), (7), (8), (10) è (11) â ìîìåíò âðåìåíè tn
ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ Fij, Fi3 è Mij, âõîäÿ-
ùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4) è ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12).

Àïïðîêñèìèðóåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè t â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ
(4) èõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì êîíå÷íî-ðàç-
íîñòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé (4) ïðè ó÷åòå îáîçíà÷åíèé, àíàëîãè÷íûõ (16), ïðèíè-
ìàþò âèä:
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Ïðàâûå ÷àñòè â (17) ïðè t = tn èçâåñòíû, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (16) è íåîáõîäèìûå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12) è (13), èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåì îïðåäåëèòü ïî ÿâíîé ñõå-

ìå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 
1
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è,
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ε

+
γ

n
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i

n
uw â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè tn+1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðå àðìèðîâàíèÿ (ïðè
ïðîèçâîëüíûõ θk è ϕk íà ðèñ. 2) ìàòðèöà A íå èìååò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü â
ýòîì îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (8), ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (7), çàïè-
ñàííûå íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (x3 = ±h), ïðè ó÷åòå (2) ïðèâîäÿò ê òàêèì ñèëî-
âûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:
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íåíèé (17), òî ïðàâûå ÷àñòè â ðàâåíñòâàõ (18) è (20) òàêæå èçâåñòíû ïðè t = tn+1.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (18), (20) ñîñòîèò èç âîñüìè óðàâíåíèé è çàìêíóòà îòíîñèòåëü-
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iu ïðè÷åì óðàâíåíèÿ (18) ñîäåðæàò ïðîèç-
âîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ýòèõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì xi (i = 1, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (18), (20) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äëÿ íåå íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó. Èññëåäîâàíèå êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ýòîé êðàåâîé çàäà÷è âûõî-
äèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè. Îäíàêî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ, êîãäà, ñîãëàñíî (19), êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîä-

íûõ îò ôóíêöèé 
1

)(
3

1
0
3

1
è,,

+
±

++

εε
n

i

n

i

n

iu â óðàâíåíèÿõ (18) îòëè÷íû îò íóëÿ, íåëüçÿ ïîñòðî-
èòü ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî àðìèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó òèïà
«êðåñò». À èìåííî, ïðåäïîëàãàåì: ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ ïëà-
ñòèíû òàêîâà, ÷òî åñëè àðìàòóðà íåêîòîðîãî k-ãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé, òî
åñòü 0 < θk < π/2, 1 ≤ k ≤ K (ñì. ðèñ. 2), òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ n-å ñåìåéñòâî
íàêëîííûõ âîëîêîí ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè àðìèðîâàíèÿ, ÷òî θn = π − θk, ϕn = ϕk,
ωn = ωk (1 ≤ n ≤ K, n ≠ k). Òàêèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå [1−5]; ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ ñòðóêòó-
ðû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1á è â. Åñëè ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ îáëàäàåò óêàçàííîé
îñîáåííîñòüþ, òî, ñîãëàñíî ñòðóêòóðíûì ìîäåëÿì àðìèðîâàííûõ ñðåä, ïîñòðîåí-
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íûì â [7, 8], äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â (7) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: alj ≡ 0, l = 4, 5,
3,1=j  è  j = 6. Ïðè ýòîì â ñèëó ñîîòíîøåíèé (19) óðàâíåíèÿ (18) ïðèíèìàþò âèä:
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èç óðàâíåíèé (20) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 
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Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ èç [7, 8], íà îñíîâàíèè ìå-

òîäà ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ïî èçâåñòíûì 
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óòî÷íÿþòñÿ ýëåìåí-

òû ìàòðèö A, H è Ek (1 ≤  k ≤ K) â ðàâåíñòâàõ (7) è (9), à òàêæå êîýôôèöèåíòû â
óðàâíåíèÿõ (21) (ñì. îáîçíà÷åíèÿ (19)). Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå r ïëàñòèíû
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ òî÷åê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tn+1 íåîáõîäèìî îðãàíèçî-
âàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ìåòîäó ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè, êîòî-
ðûé êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷åí ïðîöåäóðå ïîñàäêè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïî-
âåðõíîñòü òåêó÷åñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà òîíêîñòåí-
íûõ êîíñòðóêöèé [13]. Äëÿ íà÷àëà òàêîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ýëåìåíòû ìàò-
ðèö A, H è Ek áåðóòñÿ èç ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ïðåäûäóùèé ìîìåíò
âðåìåíè tn. Ïîñëå òîãî êàê èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñîøåëñÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ,
ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
tn+2 è ò.ä. Ïðîâåäåííûå ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êîìïîíåíòàõ êîìïîçè-
öèè ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ çíà÷àùèõ öèôð íåîáõîäèìî äåëàòü íå ìåíåå ïÿòè èòåðà-
öèé ïî ìåòîäó ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè.

Ñîãëàñíî [19], äëÿ íà÷àëà ðàñ÷åòîâ ïî ÷èñëåííîé ñõåìå (17) â ìîìåíò âðåìåíè
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âèé (14), à ôóíêöèè 00
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è, wu ii &&&&&& γε  − èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4) â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t0. Ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà â (22) âûïîëíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ τ3, åñëè ïðè
t = t0 ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè ïîêîÿ è âíåøíèå íàãðóçêè îò-
ñóòñòâóþò.
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Åñëè îáëàñòü G, çàíèìàåìàÿ ÊÌ-ïëàñòèíîé â ïëàíå, ïðÿìîóãîëüíà, òî, çàìåíÿÿ
â (12) è (17) ïðîèçâîäíûå èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè, ïîëó÷èì â êîíå÷íîì
èòîãå ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó òèïà «êðåñò» [13, 19]. Åñëè æå îáëàñòü G èìååò íåêà-
íîíè÷åñêóþ ôîðìó, òî äëÿ äèñêðåòèçàöèè ñîîòíîøåíèé (12) è (17) ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì xi (i = 1, 2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûé
ïîäõîä, ðåêîìåíäîâàííûé â [13]. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçðàáîòàí-
íîé ÷èñëåííîé ñõåìû òèïà «êðåñò» ñëåäóþò èç êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà è
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÊÌ-ïëàñòèíû àíàëîãè÷íû íåðàâåíñòâàì (39) èç [19].

Íà îñíîâàíèè îáùåèçâåñòíûõ ôîðìóë ïåðåõîäà îò äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêîé [22] ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü è â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, åñëè îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, êðóãîì
èëè èõ ñåêòîðîì.

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèé èçãèá ïðÿìîóãîëüíûõ óäëè-
íåííûõ ïëàñòèí òîëùèíîé 2h = 2 ñì, èìåþùèõ ðàçìåðû â ïëàíå a = 80 ñì, b = 20 ñì
(G: | x1 | ≤ a/2, | x2 |  ≤ b/2). Êðîìêè êîíñòðóêöèé æåñòêî çàêðåïëåíû (ñì. (13), (15)
ïðè w* = Ui* = 0). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ïëàñòèíû ïîêîÿòñÿ (ñì. (14)
è (15) ïðè w0 = U0i = 0 è ).000 == iVw&  Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ îòñóòñòâóþò ,0)( )(

3 ≡σ ±
i  ïîýòîìó, ñîãëàñíî (21), èìååì .0)(

3 ≡±εi  Ìàññîâûìè
íàãðóçêàìè ïðåíåáðåãàåì, òî åñòü â (4) è (17) Xj ≡ 0, mi ≡ 0 (i = 1, 2, .3,1 )=j  ÊÌ-
ïëàñòèíû íàãðóæàþòñÿ èçáûòî÷íûì äàâëåíèåì, ïîðîæäåííûì âîçäóøíîé âçðûâ-
íîé âîëíîé [21] (ñì. (4) è (17)):
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tmax − ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé äàâëåíèå p(t) äîñòèãàåò ïî ìîäóëþ ìàêñèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ | pmax |; tmin − ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì íàãðóçêó | p(t) | ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ | pmax | (òàê, âûðàæåíèå (24) ñîîòâåòñòâó-
åò óñëîâèþ p(tmin) = 0,01pmax). Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [21], â ðàñ÷å-
òàõ ïðèìåì tmax = 0,1 ìñ, tmin = 2 ìñ.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåëèíåéíî-óïðóãàÿ ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèåì σ è äåôîðìà-
öèåé ε â ìàòåðèàëàõ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè êîíñòðóêöèé ïðè ðàñòÿæåíèè-ñæà-
òèè õàðàêòåðèçóåòñÿ áèëèíåéíîé äèàãðàììîé:
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sE − ìîäóëè Þíãà è ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà k-é ôàçû êîìïîçèöèè
(k = 0 − ñâÿçóþùåå, k ≥ 1 − àðìàòóðà k-ãî ñåìåéñòâà); )(k

sσ  − íàïðÿæåíèå, ïðè ïðåâû-
øåíèè êîòîðîãî ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ íåëèíåéíî. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè ÊÌ-ïëàñòèí ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ãäå ν − êî-
ýôôèöèåíò Ïóàññîíà, c − ñêîðîñòü çâóêà. Õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçóþùåé ìàòðèöû óñ-
ëîâíî ñîîòâåòñòâóþò ýïîêñèäíîé ñìîëå [23], à àðìàòóðû − âîëîêíàì èç L-ñòåêëà [24].
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Òàáëèöà 1
Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè

Ìàòåðèàë ρ, êã/ì3 ν σs, ÌÏà E, ÃÏà Es, ÃÏà c, ì/ñ
Ñâÿçóþùåå 1210 0,4 20 2,8 1,114 1521,2
Àðìèðóþùèå âîëîêíà 4300 0,25 1500 51,0 10,851 3443,9

Ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ êâàçèîäíîðîäíû è ïðÿìîëèíåéíû: ωk = const, θk = const,
ϕk = const, 1 ≤ k ≤ K (ñì. (1) è ðèñ. 2). Ñðàâíèâàþòñÿ òðè òèïà ñòðóêòóð: 1) îðòîãî-
íàëüíîå ïëîñêîå 2D-àðìèðîâàíèå (ðèñ. 1à), êîãäà äâà ñåìåéñòâà âîëîêîí (K = 2)
óêëàäûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíî îòñ÷åòíîé ïëîñêîñòè ÊÌ-ïëàñòèíû ïî íàïðàâëåíèÿì
x1 è x2 ñ èíòåíñèâíîñòÿìè àðìèðîâàíèÿ ω1 = 0,266 è ω2 = 0,324; 2) îðòîãîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâåííîå 3D-àðìèðîâàíèå (ðèñ. 1á), êîãäà òðè ñåìåéñòâà âîëîêîí (K = 3)
óêëàäûâàþòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì x1, x2 è x3 ñ ïëîòíîñòÿìè ω1 = 0,235, ω2 = 0,324 è
ω3 = 0,031 [1]; 3) íåîðòîãîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîå 4D-àðìèðîâàíèå (ðèñ. 1â),
êîãäà äâà ïåðâûõ ñåìåéñòâà âîëîêîí óêëàäûâàþòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì x1 è x2, à òðå-
òüå è ÷åòâåðòîå ñåìåéñòâà − ïî íàêëîííûì íàïðàâëåíèÿì, îïðåäåëÿåìûì óãëàìè
(ñì. ðèñ. 2): θ3 = π/4, θ4 = 3π/4, ϕ3 = ϕ4 = π/2 (òî åñòü íà ðèñ. 1â θ = π/4). Â ýòîì
ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòè àðìèðîâàíèÿ èìåþò çíà÷åíèÿ: ω1 = 0,066, ω2 = 0,324 è ω3 =
= ω4 = 0,1. Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ îáùèé ðàñõîä âîëî-
êîí îäèíàêîâ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî íàïðàâëåíèÿì x1 è x2 ââåäåì ðàâíî-
ìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì Δx1 = Δx2 = b/100 = 2 ìì, à øàã ïî âðåìåíè τ âûáåðåì ðàâíûì
0,5 ìêñ. Ïðè ýòèõ äàííûõ ïîëó÷àåì îòíîøåíèÿ Δx1/τ = 4 êì/ñ è 2h/τ = 40 êì/ñ,
êîòîðûå ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ c, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå äëÿ êîìïî-
íåíòîâ êîìïîçèöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñõåìû
«êðåñò» âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà êîìïîçèöèè [13], à çíà÷èò, è äëÿ
êîìïîçèöèè ïëàñòèíû, ïðè÷åì ñ çàïàñîì [19].

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ öåíòðàëüíûõ òî÷åê èññëåäóåìûõ
ÊÌ-ïëàñòèí (w0(t) = w(t, 0, 0)), à íà ðèñ. 4 − îñöèëëÿöèè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé
èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé 

)0(
*ε  â ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïî-

çèöèè ,||,2/||,2/||),,(max)( )( 321
)0(

*
)0( hxbxaxttm ≤≤≤ε=ε r

r
 ðàññ÷èòàííûå ïðè

pmax = 11 ÌÏà (ñì. (23)).
w0, ìì
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Ðèñ. 3. Ïîïåðå÷íûå îñöèëëÿöèè öåíòðàëüíûõ òî÷åê ÊÌ-ïëàñòèí
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Êðèâûå 1 íà ðèñ. 3 è 4 ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíîìó ïëîñêîìó 2D-àðìèðîâà-
íèþ ÊÌ-ïëàñòèíû (ñì. ðèñ. 1à); êðèâûå 2 − îðòîãîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó
3D-àðìèðîâàíèþ (ñì. ðèñ. 1á); êðèâûå 3 − íåîðòîãîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó
4D-àðìèðîâàíèþ (ñì. ðèñ. 1â).

Ñðàâíåíèå êðèâûõ 1 è 2 íà ðèñ. 3, 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûõ ìà-
òåðèàëîâ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè (ñì. òàáë. 1) çàìåíà ïëîñêîé ñòðóêòóðû 2D-àð-
ìèðîâàíèÿ íà îðòîãîíàëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ 3D-ñòðóêòóðó ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿ-
åò íà óìåíüøåíèå ïîäàòëèâîñòè òàêîé êîíñòðóêöèè (ñì. ðèñ. 3), íî ïîçâîëÿåò óìåíü-
øèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé â ñâÿçóþùåì =ε )0(max m

)(max )0(

0
tmtt

ε=
≥

 íà 16,5% (ñì. ðèñ. 4). Ñîïîñòàâëåíèå êðèâûõ 1 è 3 íà ðèñ. 3 è 4 ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî çàìåíà ñòðóêòóðû 2D-àðìèðîâàíèÿ íà ñòðóêòóðó 4D-àðìè-
ðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîãèáà ÊÌ-ïëàñòèíû íà
19,4%, à çíà÷åíèå âåëè÷èíû )0(max mε  − â 2,4 ðàçà.

Óâåëè÷åíèå æåñòêîñòè âîëîêîí, òî åñòü óñèëåíèå àíèçîòðîïèè êîìïîçèöèè,
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýôôåêòà îò çàìåíû ïëîñêîé 2D-ñòðóêòóðû íà ïðîñòðàíñò-
âåííóþ ñòðóêòóðó 4D-àðìèðîâàíèÿ. Òàê, ïðè pmax = 13 ÌÏà è Ek = 86,8 ÃÏà, ρk =
= 2520 êã/ì3, 1 ≤ k ≤ K (÷òî óñëîâíî ñîîòâåòñòâóåò ñòåêëîâîëîêíàì ìàðêè S-994
[24]) çàìåíà ïëîñêîé ñòðóêòóðû 2D-àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó
4D-àðìèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîãèáà ÊÌ-ïëàñ-
òèíû íà 30%, à âåëè÷èíû )0(max mε  − â 4,5 ðàçà. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ ïðåæíèì
øàãîì ïî âðåìåíè τ.

Â ñëó÷àå ñëàáî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè êîìïîçèöèè: 3 ≤ E0/Ek ≤ 10, 1 ≤ k ≤ K
(÷òî óñëîâíî ñîîòâåòñòâóåò ìåòàëëîêîìïîçèöèÿì), òàêàÿ çàìåíà ïðàêòè÷åñêè íå
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîäàòëèâîñòè ÊÌ-êîíñòðóêöèè, íî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü
âåëè÷èíó 

)0(max mε  íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â [25] íà îñ-
íîâå èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè Ðåääè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêðåñòíî-àðìèðîâàííàÿ â
ïëîñêîñòè ïëàñòèíà ñëàáî ñîïðîòèâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì òîëüêî â ñëó÷àå ñèëü-
íî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè êîìïîçèöèè, êîãäà E0/Ek ≥ 30 (1 ≤ k ≤ K). Â ñëó÷àå ñëàáî
âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè, êîãäà ñâÿçóþùåå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèì, ðàñ÷åò
ïðîãèáà ÊÌ-ïëàñòèí ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/10 ìîæíî âïîëíå àäåê-
âàòíî ïðîâîäèòü ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ñëàáî âûðàæåííîé àíè-
çîòðîïèè çàìåíà ïëîñêîé ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåí-
íóþ ñòðóêòóðó íå ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ ïðîãèáîâ ÊÌ-ïëàñòèí, òàê

εm
(0), %
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé
â ñâÿçóþùåì ÊÌ-ïëàñòèí îò âðåìåíè
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êàê òàêàÿ çàìåíà ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íå óâåëè÷èâàåò ñóùåñòâåííî ñäâèãîâóþ
æåñòêîñòü êîíñòðóêöèè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ ÊÌ-ïëàñòèí (2h/min (a, b) = 1/10).
Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àÿõ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ êîíñòðóê-
öèé (2h/min (a, b) ≤ 1/20) çàìåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà
ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó êàê 3D-, òàê è 4D-àðìèðîâàíèÿ (ñ ñîõðàíåíèåì îáùå-
ãî ðàñõîäà âîëîêîí), êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ïîäàòëèâîñòü ÊÌ-ïëàñ-
òèíû è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé â ñîñòàâëÿþùèõ êîì-
ïîçèöèè.

Âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà çàìåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðî-
âàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó, íàîáîðîò, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åå ïîäàò-
ëèâîñòè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íå òîëüêî äëÿ òîíêîé, íî è äëÿ îòíîñèòåëüíî
òîëñòîé êîíñòðóêöèè. Òàê, äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû òîëùèíîé 2h = 5 ñì, îãðàíè-
÷åííîé êðîìêàìè ðàäèóñîâ r0 = 10 ñì è r1 = 60 ñì, æåñòêî çàêðåïëåííîé ïî âíåøíåé
êðîìêå r = r1 è êîíòàêòèðóþùåé ïî âíóòðåííåé êðîìêå r = r0 ñ æåñòêîé øàéáîé
(óðàâíåíèå äâèæåíèÿ øàéáû è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïëàñòèíû ñ øàéáîé ïðèâåäåíû
â [19]; ñì. òàì ñîîòíîøåíèÿ (44) è (45)), ïðè õàðàêòåðèñòèêàõ ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïî-
çèöèè, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, îêàçàëîñü, ÷òî ðàäèàëüíî-îêðóæíàÿ ñòðóêòóðà 2D-àð-
ìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1à) îáåñïå÷èâàåò ìåíüøóþ ïîäàòëèâîñòü òàêîé êîíñòðóêöèè â
ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, ÷åì ñòðóêòóðà 4D-àðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1â, ãäå, êàê è íà
ðèñ. 1à, ïîä x2 ñëåäóåò ïîíèìàòü ðàäèàëüíîå, à ïîä x1 − îêðóæíîå íàïðàâëåíèå),
õîòÿ ÊÌ-ïëàñòèíà ñ òàêèìè ðàçìåðàìè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòíîñèòåëüíî
òîëñòàÿ: 2h/(r1 − r0) = 1/10. Øàã ïî âðåìåíè τ âûáèðàëñÿ ïðåæíèì.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñêîãî èçãèáíîãî ïîâåäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ íå-
ëèíåéíî-óïðóãèõ ïëàñòèí ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè è ïëîñêèìè ñòðóêòóðàìè àðìèðî-
âàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî òîëñòûõ ÊÌ-ïëàñòèí (ñ îòíîñèòåëüíîé
òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/10), èìåþùèõ ñëàáî âûðàæåííóþ àíèçîòðîïèþ êîìïîçèöèè,
çàìåíà ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóê-
òóðó ñ ñîõðàíåíèåì îáùåãî ðàñõîäà âîëîêîí ïðèâîäèò íå ñòîëüêî ê óìåíüøåíèþ
ïîäàòëèâîñòè ïëàñòèíû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, ñêîëüêî ê óìåíüøåíèþ èíòåí-
ñèâíîñòè äåôîðìàöèé â ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå êîìïîçèöèè (íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ).
Â ñëó÷àÿõ ñèëüíî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè êîìïîçèöèè ïëàñòèíû çàìåíà ïëîñêî-
ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ â îòíîñèòåëüíî òîëñòîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëà-
ñòèíå íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ìàêñè-
ìàëüíûé ïðîãèá êîíñòðóêöèè íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ, à çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè äåôîðìàöèé â ñâÿçóþùåì − â ðàçû. Â îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèíàõ (ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé ïîðÿäêà 1/20 è ìåíåå) ýôôåêò óìåíü-
øåíèÿ èõ ïîäàòëèâîñòè ïðè çàìåíå ïëîñêî-ïåðåêðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ
íà ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþäàåòñÿ.

Â êîíñòðóêöèÿõ áîëåå ñëîæíîé ôîðìû, íàïðèìåð â êîëüöåâûõ ïëàñòèíàõ ñ æåñò-
êîé âíóòðåííåé øàéáîé, äàæå ïðè èõ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé òîëùèíå òàêàÿ çàìåíà
ïëîñêîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåýôôåêòèâíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè çàìåíû ïëîñêî-ïåðå-
êðåñòíîé ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ â íåëèíåéíî-óïðóãèõ ÊÌ-ïëàñòèíàõ íà ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äîëæåí ðåøàòüñÿ
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îòäåëüíî. Ïðè ýòîì èìååò ñìûñë ñòàâèòü çàäà÷è îòûñêàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ è îïòè-
ìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçãèáíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííî-àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí èç íåëèíåéíî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ ÊÌ-êîíñòðóêöèé, êîìïîíåíòû êîìïîçèöèè
êîòîðûõ ÷óâñòâèòåëüíû ê âèäó íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â íèõ (íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ
óïðóãèìè ìàòåðèàëàìè, ïî ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùèìèñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ [26]).
Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü èçãèáíîå äåôîðìèðîâàíèå ÊÌ-ïëàñ-
òèí êàê ãèáêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ óäàðíî-âîëíîâûå ïðîöåññû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè è îòêîëüíûå ÿâëåíèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì [27], òàêèå ÿâëåíèÿ â ÊÌ-êîíñòðóêöèÿõ íàáëþäàþòñÿ òîãäà, êîãäà âðåìÿ íàðà-
ñòàíèÿ âíåøíåé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè èìååò ïîðÿäîê 0,1 ìêñ, ïîýòîìó ïðåäëîæåí-
íàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âðåìÿ íàðàñòàíèÿ âíåø-
íåé íàãðóçêè ìíîãî áîëüøå 0,1 ìêñ. Òàêèì óñëîâèÿì îòâå÷àþò, íàïðèìåð, íàãðóçêè,
âûçâàííûå âîçäåéñòâèåì âîçäóøíîé èëè ïîäâîäíîé âçðûâíîé âîëíû [21].
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MODELING OF BENDED BEHAVIOR OF SPACE-REINFORCED PLATES
OF NONLINEAR-ELASTIC MATERIALS

Yankovskii A.P.

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics the SB RAS,
Novosibirsk, Russian Federation

Based on the procedure of time steps, a mathematical model of bending behavior is constructed for
spatially-reinforced plates with nonlinear elastic deformation of the materials of the composition
components. The solution of the formulated initial-boundary value problem is based on an explicit
numerical “cross” scheme. The possible weakened resistance of reinforced plates to transverse
shear is taken into account on the basis of kinematic hypotheses of the Reddy theory. The geometric
nonlinearity of the problem is considered in the Karman approximation. It is shown that in the
framework of Reddy theory, an explicit numerical scheme cannot be constructed for all arbitrary
structures of spatial reinforcement of plates. The dynamic nonlinear elastic behavior of plane-
cross and spatially reinforced rectangular plates under the action of an air blast wave is investigated.
It is shown that with a strong anisotropy of the composition for relatively thick plates, the replacement
of the plane-cross structure of the reinforcement with the spatial structure allows to reduce the
flexibility of the structure in the transverse direction by tens of percent (up to 30% or more), and
the intensity of deformations in the binder − at times. The reducing the relative thickness of the
plate and the degree of anisotropy of its composition reduces the effect of replacing the plane-
cross structure of the reinforcement on the spatial structure. In some cases, this effect may not
appear even in relatively thick composite structures of more complex geometric shape, for example,
in annular plates with a rigid inner insert.

Keywords: spatial reinforcement, plane-cross reinforcement, flexible plate, dynamic bending, Reddy
theory, nonlinear elastic deformation, explosive load, “cross” scheme.


