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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãîìîãåíèçàöèè ñìåñåâûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîì-
ïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñî ñòîõàñòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûìè âêëþ÷åíèÿìè èëè
ïîðàìè ïðè íàëè÷èè ìåõàíè÷åñêè íåñîâåðøåííûõ ìåæôàçíûõ ãðàíèö. Ïðè-
íÿòûå èíòåðôåéñíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè Ãóðòèíà − Ìóðäîõà è äàþò
ñóùåñòâåííûé âêëàä òîëüêî äëÿ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ. Äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ èñïîëüçîâàí êîìïëåêñíûé ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, ìîäåëèðîâàíèè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúå-
ìîâ è íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îïèñàíà ñîâîêóïíîñòü êðàåâûõ çàäà÷,
ïîçâîëÿþùèõ íàéòè ïîëíûé íàáîð ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé æåñòêîñòè, ïüåçî-
ìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ïüåçîêîìïîçèòà ïðîèçâîëüíîãî
êëàññà àíèçîòðîïèè. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè îñóùåñòâëåíî
â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå ANSYS, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ êàê äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ êîìïîçèòà, òàê è äëÿ ðàñ÷åòà åãî ýô-
ôåêòèâíûõ ñâîéñòâ. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ñîñòîÿë èç ðåãóëÿðíîãî êóáè-
÷åñêîãî ìàññèâà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ìàòåðèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè äâóõ ôàç. Ãðàíèöû êîíòàêòà ìåæäó ìàòåðèàëàìè ðàçëè÷íûõ ôàç
ïîêðûâàëèñü óïðóãèìè ìåìáðàííûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå ìîäåëèðîâàëè
èíòåðôåéñíûå ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ.

Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîâåäåíà äëÿ íàíîïîðèñòûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ
êîìïîçèòîâ, äëÿ êîòîðûõ èñõîäíûå ôàçû è ãîìîãåííûé ìàòåðèàë ÿâëÿëèñü
ìàòåðèàëàìè ãåêñàãîíàëüíîãî êëàññà ñèììåòðèè, ïðè÷åì ïîðû ðàññìàòðè-
âàëèñü êàê ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ìîäóëÿìè
æåñòêîñòè è ïüåçîìîäóëÿìè. Äëÿ òàêîãî êîìïîçèòà ìåìáðàííûå ýëåìåíòû íà-
ñëåäîâàëè ñòðóêòóðó àíèçîòðîïèè îáúåìíûõ ýëåìåíòîâ íà èõ îáùèõ ãðàíè-
öàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíûõ ìî-
äóëåé ïîðèñòîé ñåãíåòîìÿãêîé ïüåçîêåðàìèêè PZT-5H. Îòìå÷åíî, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ïîð ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü çíà÷åíèÿ
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé æåñòêîñòè. Îäíàêî îíè îêàçûâàþò ñëàáîå âëèÿíèå íà
çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïüåçîìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïüåçîýëåêòðè÷åñòâî, êîìïîçèò, ïîðèñòàÿ ïüåçîêåðàìè-
êà, íàíîìåõàíèêà, ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ, ìîäåëü Ãóðòèíà − Ìóðäîõà,
ýôôåêòèâíûå ìîäóëè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 81, ¹ 1, 2019 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò
¹9.5070.2017/ÂÓ) è ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 16-01-00785).



6

Ââåäåíèå

Ïîðèñòûå ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû íàõîäÿò ýôôåêòèâíûå ïðèìåíåíèÿ â
ãèäðîàêóñòèêå, ìåäèöèíñêèõ óëüòðàçâóêîâûõ óñòðîéñòâàõ è èìåþò äðóãèå ïðèëî-
æåíèÿ [1, 2]. Îñíîâíûå èõ ïðåèìóùåñòâà çàêëþ÷àþòñÿ â ìåíüøåì àêóñòè÷åñêîì
èìïåäàíñå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîé êåðàìèêîé ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì çíà÷åíèè
òîëùèííîãî ïüåçîìîäóëÿ d33. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîï-
íûìè, ïîñêîëüêó ïüåçîýôôåêò ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â êðèñòàëëàõ áåç öåíòðà
ñèììåòðèè. Êðîìå òîãî, èç-çà íàëè÷èÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçàííîñòè ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ìàòåðèàëüíûõ ìîäó-
ëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè, òî åñòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâ-
íûõ êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæ-
íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè äëÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ äîëæíà òàêæå ó÷èòûâàòüñÿ
ñòðóêòóðà ðàñïðåäåëåíèÿ âêëþ÷åíèé èëè ïîð [3−6]. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî,
íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî äàâíþþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîì-
ïîçèòîâ, çàäà÷è èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè è â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ [3−8].

Åñëè âêëþ÷åíèÿ èëè ïîðû â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ìàòðèöå èìåþò íàíîðàçìåðû,
òî, ïîäîáíî àíàëîãè÷íûì óïðóãèì êîìïîçèòàì, ïðîÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíûå ýôôåêòû.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíûå ìîäóëè íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ íå ðàâíû
ýôôåêòèâíûì ìîäóëÿì îáû÷íûõ êîìïîçèòîâ. Ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷è ãîìîãåíèçà-
öèè íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò êëàññè÷åñêèõ çà-
äà÷ ãîìîãåíèçàöèè. Â íàíîìåõàíèêå èìååòñÿ íåñêîëüêî òåîðèé ó÷åòà ðàçìåðíûõ
ýôôåêòîâ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ó÷åòà ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü
Ãóðòèíà − Ìóðäîõà ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè, êîòîðûå ââîäÿòñÿ íà èíòåð-
ôåéñíûõ ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ. Î ïîïóëÿðíîñòè ýòîé ìîäåëè â íàíîìåõàíèêå ìîæ-
íî ñóäèòü, íàïðèìåð, ïî ïóáëèêàöèÿì îáçîðíîãî õàðàêòåðà [9−12]. Óêàçàííàÿ ìî-
äåëü èñïîëüçîâàëàñü è äëÿ íàíîðàçìåðíûõ èëè íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ â ðÿäå íåäàâíèõ ðàáîò [13−18]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñïîëü-
çóåòñÿ êîìïëåêñíûé ïîäõîä, âêëþ÷àþùèé ìåòîä ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, ìîäåëèðî-
âàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ñ ó÷åòîì èíòåðôåéñíûõ ýëåìåíòîâ è êîíå÷íî-ýëå-
ìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè.

1. Ãîìîãåíèçàöèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíîêîìïîçèòîâ
ïî ìåòîäó ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé
ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì Ω äâóõôàçíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî êîì-
ïîçèòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíàÿ ôàçà èëè ìàòðèöà êîìïîçèòà çàíèìàåò îáúåì
Ω(1), à âòîðàÿ ôàçà ñîñòîèò èç íàíîðàçìåðíûõ âêëþ÷åíèé èëè ïîð è çàíèìàåò, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω(2) = Ω \ Ω(1)

. Ïóñòü x = {x1, x2, x3} − âåêòîð ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò; Ω∂=Γ  − âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáúåìà Ω; )2()1( Ω∂Ω∂=Γ Is −
ñîâîêóïíîñòü ìåæôàçíûõ ïîâåðõíîñòåé èëè èíòåðôåéñîâ; n = n(x) − âåêòîð åäè-
íè÷íîé íîðìàëè íà Γs, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó Ω(1).

Çäåñü è äàëåå ïîðû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âêëþ÷åíèÿ èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêî-
ãî ìàòåðèàëà ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè ìîäóëÿìè æåñòêîñòè, ïüåçîìîäóëÿìè è ñ
äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè, ðàâíûìè äèýëåêòðè÷åñêèì ïðîíèöàåìîñòÿì
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âàêóóìà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì Ω çàïîëíåí
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ìàòåðèàëîì ñ êóñî÷íî-îäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà â ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé òåîðèè ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà (ýëåêòðîóïðóãîñòè)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â Ω ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé u = u(x) è ôóíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà ϕ = ϕ(x):

,0,0)(T =⋅∇=⋅∇ DTL (1)

,,T EκSeDEeScT ⋅+⋅=⋅−⋅= (2)

,,)( ϕ−∇=⋅∇= EuLS (3)

ãäå T = {σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12}, S = {ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12} − ìàññèâû, ñîñòî-
ÿùèå èç êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σij è äåôîðìàöèé εij; D è E − âåêòîðû
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; c = cE − ìàòðèöà
ìîäóëåé æåñòêîñòè Ecc αβαβ =  ðàçìåðîì 6×6; e − ìàòðèöà ïüåçîìîäóëåé eiβ ðàçìåðîì
3×6; κκκκκ = κκκκκS = εεεεεS − ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ðàçìåðîì 3×3; (...)T  −
îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; (...)⋅(...) − îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ,
ìàòðèö èëè âåêòîðîâ è ìàòðèö; L(a) − ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ðàçìåðîì 6×3 îòíîñè-
òåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà a. Â òðàíñïîíèðîâàííîé ôîðìå ìàòðè÷íûé îïåðàòîð LT(∇)
îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò íàáëà-îïåðàòîðà }{ 321  , , ∂∂∂=∇  èìååò âèä:

.
000

000
000

)(

123

132

231
T

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂∂∂
∂∂∂
∂∂∂

=∇L

Ìàòðèöû óïðóãèõ æåñòêîñòåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ÿâëÿþòñÿ
ñèììåòðè÷íûìè (cαβ = cβα, κij = κji) è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè, ÷òî ñëåäóåò èç
ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè UΩ(S, E), ïðåäñòàâ-
ëÿåìîé â âèäå ôóíêöèè êîìïîíåíò øåñòèìåðíîãî ìàññèâà S è âåêòîðà E:

).()( ),(2  :  ,  ,0  TTTT EESSEεEScSESES ⋅+⋅≥⋅⋅+⋅⋅=∀>∃ ΩΩΩ WUW
Äëÿ ó÷åòà íàíîðàçìåðíûõ ôàêòîðîâ â ðàçâèòèè ìîäåëè Ãóðòèíà − Ìóðäîõà ïðè-

ìåì, ÷òî íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ Γs äåéñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ Ts è
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

,,0][,)(][)( TT sss Γ∈=⋅⋅∇=⋅ xDnTLTnL (4)

,,,)(, nnIAuAuuLSScT ⊗−=⋅=⋅∇=⋅= sssssss (5)

ãäå [T] = T(1) − T(2), [D] = D(1) − D(2) − ñêà÷êè ïîëåé íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîé
èíäóêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç èíòåðôåéñíóþ ãðàíèöó; ,,,,, 1323332211{ ssssss σσσσσ=T

,}12
sσ  }{ 121323332211 2,2,2,,, sssssss εεεεεε=S  − ìàññèâû êîìïîíåíò òåíçîðîâ ïîâåðõíîñò-

íûõ íàïðÿæåíèé 
s
ijσ  è äåôîðìàöèé ;s

ijε ns ∂∂−∇=∇ /n  − ïîâåðõíîñòíûé íàáëà-îïå-
ðàòîð; I − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; cs − ìàòðèöà ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé óïðóãèõ æåñò-
êîñòåé ðàçìåðîì 6×6.

Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé æåñòêîñòè âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè =αβ
sc

,scβα=  è â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òàíãåíöèàëüíûìè îðòàìè τττττ1,
τττττ2 è íîðìàëüþ n, 

sΓ∈∀x  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
âíóòðåííåé ìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè :)~( sU SΓ
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,~~~~~)~(2  :}~,0,0,0,~,~{~  ,0  TT
621

ssssssssss WUSSSW SSScSSS ⋅≥⋅⋅==∀>∃ ΓΓΓ

ãäå 
sc~ − ìàòðèöà ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé æåñòêîñòè, ïðåäñòàâëåííàÿ â ñèñòåìå êî-

îðäèíàò τττττ1τττττ2n; sSβ
~  − êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòíûõ äåôîðìàöèé â òîé æå ñèñòåìå êîîð-

äèíàò.
Ïîñòàíîâêó çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè ïî ìåòîäó ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé çàâåðøàþò

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå Γ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà Ω. Ýòè ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ ñ ýôôåêòèâíûìè ìîäóëÿìè ceff,
eeff è κκκκκeff äîëæíû îáåñïå÷èâàòü ïîñòîÿííûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé, ýëåêò-
ðè÷åñêîé èíäóêöèè è ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ñðåäè ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [19, 20] íàèáîëåå óäîáíûìè è ÷àñòî èñïîëüçó-
åìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ãëàâíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

,,,)( 00
T Γ∈⋅−=ϕ⋅= xExSxLu (6)

ãäå , , , , , , }{ 0605040302010 SSSSSS=S β0S − íåêîòîðûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x; E0 − ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëû

,,,,,)( 0
Teff

0
eff

00000
T EeScTTEESSExSxLu ⋅−⋅====⋅−=ϕ⋅=

0
eff

0
eff

0 EκSeDD ⋅+⋅==

äàþò ðåøåíèå çàäà÷è (1)−(6) äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ìî-
äóëÿìè ceff, eeff è κκκκκeff. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 〈S〉Ω = S0, 〈E〉Ω = E0, ãäå

.(...)
||

1(...) ∫
Ω

Ω Ω
Ω

=〉〈 d (7)

Òîãäà óñëîâèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ëîãè÷íî ïðèíÿòü ðàâåí-
ñòâà 〈T〉ΩΓ = T0, 〈D〉Ω = D0, ãäå T è D − ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè
â çàäà÷å (1)−(6) äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû, à âûðàæåíèÿ 〈…〉ΩΓ îçíà÷àþò, â îòëè÷èå
îò (7), îñðåäíåíèå íå òîëüêî ïî îáúåìó Ω, íî è ïî èíòåðôåéñíîé ãðàíèöå Γs:

.(...)(...)
||

1(...)
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Γ+Ω

Ω
=〉〈 ∫∫

ΓΩ
ΩΓ

s

dd s
 (8)

Îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (8) âìåñòî (7) äëÿ êîìïîçèòîâ ñ ïîâåðõ-
íîñòíûìè èëè èíòåðôåéñíûìè íàïðÿæåíèÿìè (4), (5) ïðèâåäåíî â ðÿäå ðàáîò [21, 22]
è î÷åâèäíî ïåðåíîñèòñÿ íà çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè (1)−(6) äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
êîìïîçèòîâ.

Ôîðìóëû

ΩΩΓ 〉〈=⋅+⋅=〉〈=⋅−⋅= DEκSeDTEeScT 0
eff

0
eff

00
Teff

0
eff

0 ,

ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðåäïîëîæåíèè àíèçîòðîïèè îáùåãî âèäà ïîëíûé íàáîð ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé
æåñòêîñòè ,eff

βαc  ïüåçîìîäóëåé eff
βie  è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé 

eff
ijκ ìîæíî

íàéòè èç ðåøåíèé äåâÿòè êðàåâûõ çàäà÷ (1)−(6), åñëè ïîëàãàòü â (6) îäíó èç êîìïî-
íåíò S0ς èëè E0k )3,1,6,1( ==ς k  îòëè÷íîé îò íóëÿ:

− çàäà÷è I−VI )6,1( =β
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,/,/0, 0
eff

0
eff

000 SDeSTcESS iik ΩβΩΓααββςς 〉〈=〉〈=⇒=δ= (9)
− çàäà÷è VII−IX )( 3,1=j

,/,/,0 0
eff 

0
eff

000 EDETeEES iijjkjk ΩΩΓαας 〉〈=κ〉−〈=⇒δ== (10)

ãäå iji δ==α ;3,1;6,1 − ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Â ñëó÷àå ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè êëàññà 6mm, êîãäà åå âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà

ïîðèñòîñòè íå èìååò ÿðêî âûðàæåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé àíèçîòðîïèè â Ω, äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ äåñÿòè íåçàâèñèìûõ íåíóëåâûõ ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé ,eff

11(c ,eff
12c ,eff

13c
)eff 

33
eff 

11
eff
15

eff
33

eff
31

eff
44

eff
33 ,,,,,, κκeeecc  ìîæíî ðåøèòü òîëüêî ïÿòü êðàåâûõ çàäà÷ (1)−

(6), ïîëàãàÿ â (6) îäíó èç ñëåäóþùèõ êîìïîíåíò S0β, E0l )( 3,1;6,1 ==β l  îòëè÷íîé
îò íóëÿ:

,/;3,2,1,/0, 03
eff
310

eff
10100 SDekScSS kkk ΩΩΓββ 〉〈==〉σ〈=⇒=δ= E (11)

,/;3,2,1,/0, 03
eff
330

eff
30300 SDekScSS kkk ΩΩΓββ 〉〈==〉σ〈=⇒=δ= E (12)

,/,/0, 02
eff
15023

eff
440400 SDeScSS ΩΩΓββ 〉〈=〉σ〈=⇒=δ= E (13)

,/,/,0 01
eff
11013

eff
151000 EDEeEE ll ΩΩΓ 〉〈=κ〉σ〈−=⇒δ==S (14)

./;3,2,1,/,0 03
eff
330

eff
33000 EDkEeEE kkkll ΩΩΓ 〉〈=κ=〉σ−〈=⇒δ==S (15)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è (1)−(6) ñ (9), (10) èëè ñ (11)−(15) îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ
çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íàëè÷èåì
èíòåðôåéñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4), (5) è âûðàæåíèåì 〈...〉ΩΓ (8), ÷òî ÿâëÿåòñÿ
òèïè÷íûì äëÿ ìîäåëè Ãóðòèíà − Ìóðäîõà, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå
íàïðÿæåíèÿ â íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòàõ.

Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ïîëíûå èíòåðôåéñíûå óñëîâèÿ äîëæíû ó÷èòûâàòü ñâÿçàí-
íûå ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ïîëÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì, ñëåäóþùèì èç
[23, 24]:

,,][,)(][)( TT sssss Γ∈⋅∇=⋅⋅∇=⋅ xDDnTLTnL (16)

.,,T ϕ−∇=⋅+⋅=⋅−⋅= ssssssssssss EEκSeDEeScT (17)

Çäåñü, îäíàêî, èñïîëüçîâàíû íåñâÿçàííûå èíòåðôåéñíûå óñëîâèÿ (4), (5), êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç (16), (17) ïðè ðàâíûõ íóëþ ïîâåðõíîñòíûõ ïüåçîìîäóëÿõ è äèýëåêò-
ðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòÿõ: es = 0, κκκκκs = 0.

2. Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå

Àíàëèç ðàçìåðíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè æåñòêîñòè scαβ  îò-
ëè÷àþòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí cαβ â îáúåìå. Òàê, â ñèñòåìå
ÑÈ ìîäóëè cαβ, êàê è íàïðÿæåíèÿ σij, èçìåðÿþòñÿ â Í/ì2, òîãäà êàê ìîäóëè ,scαβ  êàê
è ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ 

s
ijσ , èçìåðÿþòñÿ â Í/ì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåì-
íûõ âåëè÷èí ðàçëè÷àþòñÿ òàê, ÷òî îíè îêàçûâàþòñÿ ñîïîñòàâèìûìè dcc s /~ αβαβ
ïðè õàðàêòåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàçìåðàõ d ïîðÿäêà 10−9 ì è ìåíüøå. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêèì ïàðàìåòðîì d ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé ðàçìåð a âêëþ÷å-
íèé èëè ïîð, è ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå èëè èíòåðôåéñíûå ýô-
ôåêòû áóäóò îêàçûâàòü âëèÿíèå òîëüêî ïðè íàíîðàçìåðíûõ âêëþ÷åíèÿõ èëè ïîðàõ.
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Òîãäà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è
(1)−(6) èç-çà ìàëîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèé èëè ïîð óäîáíî ïåðåéòè
ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì è ïàðàìåòðàì. Íàïðèìåð, âûáðàâ õàðàêòåðíûå ðàç-
ìåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è − ìèíèìàëüíûé ðàçìåð âêëþ÷åíèÿ èëè ïîðû a, ìîäóëü æåñò-
êîñòè Ecc 33=  è äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ,33

Sε=κ  − ìîæíî ââåñòè ñëåäóþ-
ùèå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû è ïåðåìåííûå:

,,~,~,~
κ

=
ϕ

=ϕ==
cE

aEaa d
d

uuxx (18)

,~,~,~,~
acc

E
c

s
sd cceeκκcc ==

κ
== (19)

.~,~,~,~
acc

E
Ec

s
sd

d

TTDDEETT ==== (20)

Òåïåðü çàäà÷à (1)−(6) ìîæåò áûòü ðåøåíà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå â îáîçíà÷åíè-
ÿõ (18)−(20) ñ ñèìâîëîì «òèëüäà», à ïîñëå åå ðåøåíèÿ ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ðàçìåð-
íûì âåëè÷èíàì.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ
è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ òåõíèêà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ ñ èíòåðôåé-
ñíûìè íàïðÿæåíèÿìè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåõíèêó, îïèñàííóþ â [25, 26]. Òàêîé ïîä-
õîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà â âèäå
ìàññèâà êóáè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå â ïàêåòå
ANSYS íàáîðà êðàåâûõ çàäà÷ (1)−(6) ñ âàðèàíòàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9), (10) èëè
(11)−(15). Çäåñü ïðåäñòàâèòåëüíûå îáúåìû ñîçäàâàëèñü â ôîðìå êóáà, ðàâíîìåðíî
ðàçáèòîãî íà ãåîìåòðè÷åñêè îäèíàêîâûå êóáè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû SOLID5 ñ
îïöèÿìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà. Äàëåå, ïðèíèìàÿ ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðó ýëå-
ìåíòîâ âòîðîé ôàçû, ïî ïðîñòîìó ñëó÷àéíîìó àëãîðèòìó ÷àñòè îáúåìíûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïðèñâàèâàëèñü ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ìàòðèöû, à îñòàâøèìñÿ ýëåìåí-
òàì − ñâîéñòâà âêëþ÷åíèé èëè ïîð. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì íàèáîëåå ïðîñò â
ðåàëèçàöèè, íî îí íå ïîääåðæèâàåò ñâÿçíîñòü êàðêàñà ìàòðèöû. Áîëåå ñëîæíûå
àëãîðèòìû, ïîääåðæèâàþùèå ñâÿçíîñòü îäíîé èëè îáåèõ ôàç, èñïîëüçîâàëèñü äëÿ
äðóãèõ òèïîâ êîìïîçèòîâ â [4, 5, 19, 20], è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ íåáîëüøèõ
äîëåé âõîæäåíèÿ ìàòåðèàëà âòîðîé ôàçû ïðîñòîé ñëó÷àéíûé ìåòîä äàåò âïîëíå
óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðîâàëèñü óïðóãèå îáîëî÷å÷íûå ýëå-
ìåíòû SHELL181 ñ îïöèÿìè ìåìáðàííûõ íàïðÿæåíèé, èìèòèðóþùèå èíòåðôåéñ-
íûå ãðàíèöû. Ïîäðîáíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðèâåäåíû â [25, 26].

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåìáðàííîãî ýëåìåíòà ANSYS íóæíî çàäàâàòü ìîäóëè æåñò-
êîñòè mcαβ  è òîëùèíó hm. Êàê îòìå÷àëîñü â [25, 26], ìåìáðàííûé ýëåìåíò ANSYS
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíòåðôåéñíîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷àåìîãî ïðè ó÷åòå
óñëîâèé (4), (5), åñëè ïîëîæèòü .mms chc αβαβ =  Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñ÷åòàõ â ANSYS
âàæíû ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé æåñòêîñòè ìåìáðàííîãî ýëåìåíòà mcαβ  íà åãî òîëùè-
íó hm, à íå ñàìè çíà÷åíèÿ mcαβ  è hm ïî îòäåëüíîñòè. Â îòëè÷èå îò [25, 26] çäåñü,
ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì çàäàâàëñÿ â áåçðàçìåð-
íîì âèäå, ïðè÷åì ñòîðîíà îòäåëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ðàâíÿëñÿ ìèíèìàëü-
íîìó ðàçìåðó ýëåìåíòà âòîðîé ôàçû a. Ïîñêîëüêó äàííûõ ïî çíà÷åíèÿì ïîâåðõíîñò-
íûõ ìîäóëåé ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïîêà î÷åíü ìàëî è îíè äîñòàòî÷íî ïðîòèâîðå-
÷èâû, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ èññëåäîâàíèÿìè äëÿ äðóãèõ ìàòåðèàëîâ â ñëó÷àå íàíî-
ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè æåñòêîñòè ñâÿçà-
íû ñ îáúåìíûìè ìîäóëÿìè ïüåçîêåðàìèêè ïî ôîðìóëå ,αβαβ = clc c

s
 ãäå lc = 10−10 ì.

Ïðèìåì òàêæå, ÷òî hm = a, ,αβαβ = ckc sm
 ãäå k s − áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò. Òîãäà

,)/( s
c

ssmms clakcakchc αβαβαβαβ ===  òî åñòü ,/ s
c kla =  ïîýòîìó êîýôôèöèåíò k s îá-

ðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ìèíèìàëüíîìó ðàçìåðó ïîð a. Äàëåå ïðè ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ ïðè ïîñòîÿííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëÿõ 

scαβ  âàðüèðîâàëèñü êîýôôèöèåíò
ks è ïîðèñòîñòü p, ïðè÷åì ïðè ks > 1 çíà÷åíèå a ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì lc = 10−10 ì.

Äëÿ îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ ANSYS SHELL181 íåîáõîäèìî åùå îáåñïå÷èòü
òèï àíèçîòðîïèè, ñîãëàñîâàííûé ñ àíèçîòðîïèåé îáúåìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Êàê èçâåñòíî, ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ANSYS çàäàþòñÿ â ýëåìåíòíûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò Oxekyekzek, è äëÿ ìåìáðàííîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì k âàæíû ìà-
òåðèàëüíûå ñâîéñòâà â ïëîñêîñòè Oxekyek. Äëÿ êóáè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà
ñ ýëåìåíòàìè-êóáèêàìè, ãðàíè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì îñíîâíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìåìáðàííûå ýëåìåíòû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ïëîñ-
êîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿì Oxy, Oxz è Oyz. Òîãäà â ñëó÷àå ïüåçîêåðàìè÷åñ-
êîãî ìàòåðèàëà êëàññà 6mm äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ åãî îáúåìíîé àíèçîòðîïèè ñ àíèçî-
òðîïèåé ìåìáðàííûõ ýëåìåíòîâ íóæíî èçìåíÿòü ìîäóëè æåñòêîñòè ìåìáðàííûõ
ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè èçîòðîïèè Oxy. Êàê íåñëîæ-
íî ïîêàçàòü, ýòà ïðîöåäóðà äëÿ ìåìáðàííûõ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ïëîñêîñòè Oxy, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïóòåì ïåðåñòàíîâêè èñõîäíûõ
êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì z è y.

Îäèí èç ïðèìåðîâ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà èç 20×20×20 ýëåìåíòîâ ïðè ïî-
ðèñòîñòè p = 2,5% ïðèâåäåí íà ðèñ. 1, ãäå ñëåâà ïîêàçàí âåñü îáúåì; â öåíòðå −
ýëåìåíòû âòîðîé ôàçû; à ñïðàâà − èíòåðôåéñíûå ìåìáðàííûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì
ìåìáðàííûå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè Oxy, ïîêàçà-
íû ìàëèíîâûì öâåòîì, à ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè Oxy, −
ñèíèì öâåòîì.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà â ANSYS ðåøàëèñü ñòàòè÷åñêèå
çàäà÷è (1)−(6) ñ âàðèàíòàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9), (10) èëè (11)−(15), ïîñëå ÷åãî â
ïîñòïðîöåññîðå âû÷èñëÿëèñü íàïðÿæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) è ýëåêòðè÷åñêèå
èíäóêöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), ïðè÷åì äëÿ íàïðÿæåíèé, ñîãëàñíî (8), ïðîâîäèëîñü
äîïîëíèòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòíûì ýëåìåíòàì. Íàêîíåö, ïî ñîîò-

Ðèñ. 1

x y
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x y
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âåòñòâóþùèì ôîðìóëàì, íàïðèìåð ïî (9), (10) èëè (11)−(15), ÷åðåç íàéäåííûå íà-
ïðÿæåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêèå èíäóêöèè âû÷èñëÿëèñü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè æåñòêîñ-
òè, ïüåçîìîäóëè è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè íàíîïîðèñòîãî ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî êîìïîçèòà.

Òàê êàê ïîðû âûáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî àëãîðèòìà, òî ïðè
ñëåäóþùåì çàïóñêå ïðîãðàììû îíè áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â äðóãèõ
ìåñòàõ. Òîãäà äàæå ïðè îäèíàêîâîé ïîðèñòîñòè îáùàÿ ïëîùàäü ìåìáðàííûõ ýëå-
ìåíòîâ Γs ìîæåò ìåíÿòüñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ è ñóììàðíàÿ æåñò-
êîñòü âñåãî îáúåìà. Îäíàêî ïðè íåáîëüøîé ïîðèñòîñòè p ýòè ýôôåêòû íå áóäóò
ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé, ïîëó÷àåìûõ ïðè ðàçëè÷-
íûõ çàïóñêàõ ïðîãðàììû.

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì íàíîïîðèñòûé ïüåçîêåðàìè÷åñêèé ìàòåðèàë
(ìàòåðèàë êëàññà 6mm). Ìàòåðèàë êàðêàñà − ñåãíåòîìÿãêàÿ ïüåçîêåðàìèêà PZT-5H
ñ îáúåìíûìè ìîäóëÿìè:

,1011,74,108,47,108,02,1012,72 10
33

10
13

10
12

10
11 ⋅=⋅=⋅=⋅= EEEE cccc

,17,0323,24,6,62,,102,298 2
153331

210
44 Êë/ìÍ/ì ==−=⋅= eeecE

.1085,8,1433,6,1704,4 Ô/ì12
0033011

−⋅=εε=εε=ε SS

Äëÿ ïîð ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû, îòìå÷åííûå âåðõíèì èíäåêñîì p, âûáèðàëèñü
ðàâíûìè ñëåäóþùèì âåëè÷èíàì: .,10,, 03311

10 ε=ε=ε=χχ=χ= −
αααβαβ

SpSp
i

p
i

EEp eecc
Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïîðèñòîñòè è ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà íà ýôôåêòèâíûå

ìîäóëè áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû îòíîñèòåëüíûõ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ ïî îñÿì ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà nl = 20, íî ïðè ðàç-
ëè÷íîé ïîðèñòîñòè p è ïðè ðàçëè÷íûõ, íî íå ñëèøêîì áîëüøèõ, çíà÷åíèÿõ ìíîæè-
òåëÿ k s. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2−5. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç r(…)
îáîçíà÷åíû îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ âåëè÷èí, îòíåñåííûå ê ñîîòâåò-
ñòâóþùèì çíà÷åíèÿì ìîäóëåé ïðè íóëåâîé ïîðèñòîñòè. Òàê, ,/)( 11

eff
1111 cccr =  ãäå

eff
11c − ýôôåêòèâíûé ìîäóëü æåñòêîñòè íàíîïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè ñ ó÷åòîì ïî-

âåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, à Ecc 1111 =  − çíà÷åíèå ìîäóëÿ æåñòêîñòè îáû÷íîãî ìàòå-
ðèàëà ïüåçîêåðàìèêè è ò.ä. Êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ k s = 0, êðèâûå 2 − ñëó-
÷àþ k s = 0,1, êðèâûå 3 − ñëó÷àþ k s = 0,5, à êðèâûå 4 − ñëó÷àþ k s = 1.
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Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ìíîæèòåëÿ k s (êðè-
âûå 1 è 2) ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëàáî âëèÿþò íà ìîäóëè æåñòêî-
ñòè. Îäíàêî ïðè ëþáîé ïîðèñòîñòè ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþò ýô-
ôåêòèâíûå æåñòêîñòè ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà. Áîëåå òîãî, çäåñü âîçìîæíû ñëó÷àè,
êîãäà íàíîïîðèñòûé ìàòåðèàë áóäåò èìåòü áîëüøóþ æåñòêîñòü, ÷åì àíàëîãè÷íûé
ñïëîøíîé ìàòåðèàë. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè k s = 1 äëÿ ìîäóëåé æåñòêîñòè

eff
44

eff
33

eff
11 è, ccc äëÿ ïîðèñòîñòè p ≤ 33%. Ìåæäó òåì, ìîäóëè æåñòêîñòè eff

12c è eff
13c  íå

ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèé Ecc 1212 =  è Ecc 1313 =  ñîîòâåòñòâåííî äàæå ïðè k s = 1.
Êàê îòìå÷àëîñü â [9, 10, 25−28] è â äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ, ïîðèñòîñòü è ïîâåðõ-

íîñòíûå íàïðÿæåíèÿ îêàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíûå æåñò-
êîñòè. Ðîñò ïîðèñòîñòè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìîäóëåé æåñòêîñòè, â òî âðåìÿ êàê
ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ óâåëè÷èâàþò æåñòêîñòü. Äëÿ íàíîïîðèñòûõ ìàòåðèà-
ëîâ ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ áóäóò ñóùåñòâåííî âîçðàñòàòü ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ k s, ÷òî ýêâèâàëåíòíî î÷åíü ìàëûì íàíîðàçìåðàì ïîð. Êðîìå òîãî, äëÿ íàíîïî-
ðèñòûõ ìàòåðèàëîâ íà÷àëüíîå óâåëè÷åíèå ïîðèñòîñòè âëå÷åò çà ñîáîé è óâåëè÷å-
íèå ïëîùàäè ãðàíèö ïîð ñ ïîâåðõíîñòíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Òàê, èç ãðàôèêà, ðàñïî-
ëîæåííîãî ñïðàâà íà ðèñ. 4, âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ïëîùàäè èíòåðôåéñíûõ ãðàíèö âíà÷àëå ñèëüíî âîçðàñ-
òàþò, çàòåì èõ ðîñò óìåíüøàåòñÿ, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè p = 50%. Îòìå÷åííûå
âûøå òåíäåíöèè îáúÿñíÿþò ôåíîìåí óâåëè÷åíèÿ ìîäóëåé æåñòêîñòè íàíîìàòåðèà-
ëîâ ïðè íå ñëèøêîì áîëüøîé ïîðèñòîñòè è ïðè ìàëûõ íàíîðàçìåðàõ ïîð (ñì. òàêæå
[9, 10, 25−28]).
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Íåñâÿçàííûå ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè îêà-
çûâàþò âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíûå ïüåçîìîäóëè eff

15
eff
33

eff
31 è, eee è ïðàêòè÷åñêè íå âëè-

ÿþò íà äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè 
eff
33

eff
11 è κκ  (ðèñ. 5).

Êàê âèäíî èç ðèñ. 5à, âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé íàèáîëåå çàìåòíî
äëÿ îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íîãî ïüåçîìîäóëÿ r(e31), òîãäà êàê êðèâûå äëÿ
äðóãèõ ïüåçîìîäóëåé è äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ êîýô-
ôèöèåíòàõ k s (0 ≤ k s ≤ 1) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò è íà ðèñ. 5á âûãëÿäÿò êàê îäíà
êðèâàÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíûå ïüåçîìîäóëè è äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè
äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ãîðàçäî áîëåå ñóùåñòâåííî, åñëè âìåñòî íåñâÿçàííûõ ìåõàíè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé íà èíòåðôåéñå ó÷èòûâàòü ïîëíîñòüþ èëè ÷àñ-
òè÷íî ñâÿçàííûå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû ïî ìîäåëÿì [23,
24, 29] .

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ äâóõôàçíîãî ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêîãî êîìïîçèòà ñ ïîâåðõíîñòíûìè (èíòåðôåéñíûìè) íàïðÿæåíèÿìè íà
ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ. Èñïîëüçóåìûå èíòåðôåéñíûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò ðàçìåðíûå
ýôôåêòû äëÿ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ. Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ïåðå-
íîñèòñÿ íà ïîðèñòûå ýëåêòðîóïðóãèå ìàòåðèàëû, êîãäà âòîðàÿ ôàçà ÿâëÿåòñÿ íàáî-
ðîì ïîð, ìîäåëèðóåìûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëû-
ìè ìîäóëÿìè æåñòêîñòè è ïüåçîìîäóëÿìè. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïðèìåíåíà äëÿ ðàñ-
÷åòà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé íàíîïîðèñòîé ñåãíåòîìÿãêîé ïüåçîêåðàìèêè PZT-5H.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ ãîìîãåíèçàöèè ïðîâåäåíû ÷èñëåííî â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå
ANSYS äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì íà ãåêñàýäðàëü-
íûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ýëåìåíòû ñî ñëó÷àéíîé ïîðèñòîñòüþ. Â ïîñòðîåííîì îáúå-
ìå íà èíòåðôåéñíûõ ãðàíèöàõ äîïîëíèòåëüíî áûëè ñãåíåðèðîâàíû óïðóãèå ìåì-
áðàííûå ýëåìåíòû, èìèòèðóþùèå óñëîâèÿ íà èíòåðôåéñå.

Äëÿ âûñîêîïîðèñòûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëü-
òàòû íóæäàþòñÿ â êîððåêòèðîâêå ïî ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ïðåäñòàâèòåëü-
íîãî îáúåìà ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïîðèñòîñòüþ, íå ïîääåðæèâàþùåé ñâÿçíîñòü ýëå-
ìåíòîâ êàðêàñà è íå îòðàæàþùåé ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè ýëåìåíòîâ âòîðîé ôàçû (çà-
êðûòîé èëè îòêðûòîé ïîðèñòîñòè).
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Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ àíàëèçîì âëèÿíèÿ ñòðóêòóð
ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ íà ýôôåêòèâíûå ìîäóëè íàíîïîðèñòûõ ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Òàêîé àíàëèç ìîæåò áûòü ïðîâåäåí àíàëîãè÷íî ïðåä-
ñòàâëåííîìó â [4, 5, 19, 20] äëÿ êîìïîçèòîâ áåç èíòåðôåéñíûõ ýôôåêòîâ. Îñòàþòñÿ
òàêæå àêòóàëüíûìè çàäà÷è ðàçðàáîòêè ïîâåðõíîñòíûõ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêè ñâÿçàí-
íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ áîëåå ïîëíîãî ó÷åòà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåðôåéñíûõ
ýôôåêòîâ â çàäà÷àõ ãîìîãåíèçàöèè íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
êîìïîçèòîâ.
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ANALYSIS OF SURFACE STRESS INFLUENCE ON THE EFFECTIVE PROPERTIES
OF NANOPOROUS PIEZOCOMPOSITES

Nasedkin A.V.

Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russian Federation

The present paper considers the homogenization problems for mixed piezoelectric composite
materials with stochastic distributions of inclusions or pores and with taking into account the
mechanical imperfect interphase boundaries. The accepted interface statements correspond to the
Gurtin − Murdoch model and give a significant contribution only for nanostructured composites.
To determine the effective properties, an integrated approach was used, based on the theory of
effective moduli, on the modelling of representative element volumes and on the finite element
method. An aggregate of boundary value problems was described, which allow one to find a complete
set of effective stiffness moduli, piezomoduli, and dielectric constants for a piezocomposite of
arbitrary anisotropy class. The numerical solution of homogenization problems was carried out in
the ANSYS finite-element package, which was used both for modelling of representative element
volumes and for computation of the effective properties of composite material. The representative
volume consisted of a regular cubic array of piezoelectric finite elements with the material properties
of the two phases. The contact boundaries between materials of different phases were covered with
elastic membrane elements that simulated interface surface stresses.
Specific implementation was performed for nanoporous piezoceramic composites, for which both
the initial phases and the homogeneous material were materials of the hexagonal symmetry class,
and the pores were considered as piezoelectric material with negligibly small stiffness moduli and
piezomoduli. For this composite the membrane elements inherited the anisotropy structure of volume
elements on their common edges. As an example, the results of calculations of effective moduli for
porous ferroelectric soft piezoceramics PZT-5H were presented. It was noted that the surface stresses
on the boundaries of the pores can significantly increase the values of the effective stiffness moduli.
However, they had a weak influence on the values of the effective piezomoduli and dielectric
constants.

Keywords: piezoelectricity, composite, porous piezeceramics, nanomechanics, surface stress, Gurtin −
Murdoch model, effective modulus, finite element method.


