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Èññëåäóåòñÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Þ.Í. Ðà-
áîòíîâà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ èçîòðîïíûõ
ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ ðåîëî-
ãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ãðàíèö è èíäèêàòîðîâ åãî îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè. Âûâå-
äåíî óðàâíåíèå ñåìåéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñ-
òÿìè, ïîðîæäàåìûõ ýòèì ñîîòíîøåíèåì â óñëîâèÿõ îäíîîñíîãî êâàçèñòàòè-
÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû èõ îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà,
çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ è õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëüíûõ
ôóíêöèé. Îáíàðóæåííûå ñâîéñòâà ñîïîñòàâëåíû ñ òèïè÷íûìè ñâîéñòâàìè
äèàãðàìì èñïûòàíèé âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ è ñ îáùèìè ñâîé-
ñòâàìè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì
ñîîòíîøåíèåì âÿçêîóïðóãîñòè Áîëüöìàíà − Âîëüòåððû ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèåé ïîëçó÷åñòè, êîòîðîå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà îáîáùàåò â îäíîîñíîì ñëó-
÷àå; óêàçàíû óíàñëåäîâàííûå ñâîéñòâà è ñâîéñòâà, ïðèîáðåòåííûå âñëåäñòâèå
ââåäåíèÿ âòîðîé ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ñîîòíî-
øåíèå Ðàáîòíîâà ìîäåëèðóåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíóþ ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü, à ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ ê íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè ñå-
ìåéñòâî äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ Ðàáîòíîâà ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëüíûì êðèâûì (ìãíîâåííîãî èëè ðàâíîâåñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ). Ïîëó÷å-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ äèàãðàìì äåôîðìèðîâà-
íèÿ è íàëè÷èÿ ó íèõ ìàêñèìóìà. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå
Ðàáîòíîâà ìîæåò êà÷åñòâåííî îïèñûâàòü ðàçóïðî÷íåíèå  ìàòåðèàëà, òî åñòü
äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà è íèñïàäàþùåé âåòâüþ,
íàáëþäàåìûå â êâàçèñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ. Ñïîñîá-
íîñòüþ îïèñûâàòü äåôîðìàöèîííîå ðàçóïðî÷íåíèå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà
êàðäèíàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêî-
óïðóãîñòè Áîëüöìàíà − Âîëüòåððû, êîòîðîå ïîðîæäàåò òîëüêî âîçðàñòàþùèå
è âûïóêëûå ââåðõ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîñòü, ôèçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, äèàãðàììû
äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ðàâíîâåñíàÿ
äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ, äåôîðìàöèîííîå ðàçóïðî÷íåíèå.
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* Âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 17-08-01146_à).
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Ââåäåíèå

Ñâîéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ σ−ε, ïîñòðîåííûõ ïî îäíîîñíûì êâàçè-
ñòàòè÷åñêèì èñïûòàíèÿì ìàòåðèàëà ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ èëè äå-
ôîðìàöèè, − âàæíåéøèå õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãî-
ïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ñëóæàùèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé îñíîâîé äëÿ èõ êëàññèôè-
êàöèé, ïîñòàíîâîê êðàåâûõ çàäà÷ ïî îïðåäåëåíèþ ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùå-
íèé â äåôîðìèðóåìûõ òåëàõ è ðàñ÷åòîâ íà ïðî÷íîñòü ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Îá-
ùèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ (ÄÄ) ïðè ïîñòî-
ÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ èëè äåôîðìàöèè, ïîðîæäàåìûõ ëþáîé ìîäåëüþ (îï-
ðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, ñâÿçûâàþùèì èñòîðèè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ, äåôîð-
ìàöèè è òåìïåðàòóðû â òî÷êå òåëà èëè åå îêðåñòíîñòè), êîòîðûå ìîãóò áûòü îáíàðó-
æåíû â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ äèàãðàìì ïðè ïðî-
èçâîëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèÿõ (ÌÔ) è ïàðàìåòðàõ, − öåííûå ïàñïîðòíûå äàí-
íûå ìîäåëè (íàðÿäó ñî ñâîéñòâàìè êðèâûõ ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè, öèêëè÷åñêèõ
íàãðóæåíèé è äð.), ïîçâîëÿþùèå âûÿâèòü àðñåíàë åå âîçìîæíîñòåé ïî îïèñàíèþ
ðàçëè÷íûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, î÷åðòèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è ðàçðàáî-
òàòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäèêè åå èäåíòèôèêàöèè è íàñòðîéêè.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò öèêë ðàáîò [1−10] ïî êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ôèçè-
÷åñêè íåëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè Þ.Í. Ðàáîò-
íîâà

,0,)())(()()(,)()())((
00

≥τετεϕ′τ−=στστ−Π=εϕ ∫∫ tdtRtdtt
tt

(1)

è ñîïîñòàâëåíèþ åãî àðñåíàëà âîçìîæíîñòåé è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ñ âîçìîæíî-
ñòÿìè ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè Áîëüöìàíà − Âîëüòåððû
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êîòîðîå îíî îáîáùàåò ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ âòîðîé ÌÔ ϕ(u) [11]. ÎÑ (1) è (2)
îïèñûâàþò èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ íåñòàðåþùèõ ðåîíîìíûõ
ìàòåðèàëîâ ñ ïàìÿòüþ (çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîîñíûå âàðèàíòû ÎÑ); σ(t) è
ε(t) − íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ; Π(t), R(t) − ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè.
Âõîäíûå ïðîöåññû σ(t) èëè ε(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è êóñî÷íî-
ãëàäêèìè.

Åñëè R(0+) < ∞ (ìîäåëü ðåãóëÿðíà), òî Π(0+) ≠ 0 è íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâ-
íûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé îïåðàòîðû (1) ïðåäñòàâèìû â âèäå:
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ãäå y(0) = y(0+) − îáîçíà÷åíèå ïðåäåëà ñïðàâà ôóíêöèè y(t) â òî÷êå t = 0.
ÎÑ (3), îáîáùàþùåå ëèíåéíîå ÎÑ (2) ñ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè ïó-

òåì ââåäåíèÿ ÌÔ ϕ, áûëî ïðåäëîæåíî Ðàáîòíîâûì â 1948 ãîäó [11]. Â [12] îíî
íàçûâàëîñü «ñîîòíîøåíèåì íàñëåäñòâåííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè» è «ïîëçó÷åñòè»,
â [13, ñ. 209] − «íàñëåäñòâåííîé òåîðèåé ïîëçó÷åñòè», â [14] áûëî äàíî íàçâàíèå
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«íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ íàñëåäñòâåííîñòè». Â [11−26] ÎÑ (1) ïðèëàãàëîñü ê îïèñàíèþ
ïîâåäåíèÿ ñòåêëîïëàñòèêîâ, ãðàôèòà, ìåòàëëîâ, ñïëàâîâ è êîìïîçèòîâ ïðè ðàçíûõ
ðåæèìàõ äåôîðìèðîâàíèÿ, à â [27−41] − ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ñâÿçîê, ñóõîæèëèé
è äð. áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé (ñì. áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð â [7, 8]). Â àíãëîÿçû÷íûõ ðà-
áîòàõ ÎÑ (1) èìåíóåòñÿ óðàâíåíèåì êâàçèëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè (QLV) [27−41], à
åãî àâòîðîì ñ÷èòàåòñÿ Y.C. Fung ñî ññûëêîé íà åãî ðàáîòû 1970−90-õ ãîäîâ [27, 31].
Àíàëèòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êâàçèñòàòè÷åñ-
êèõ êðèâûõ (êðèâûõ ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòàäèåé
íàãðóæåíèÿ äî çàäàííîãî óðîâíÿ, êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíè-
ÿõ, äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ
íàãðóæåíèÿ, ïðè öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè è äð.), ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1) ñ ïðîèç-
âîëüíûìè ÌÔ Π è ϕ, ñèñòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ (è
íåìîäåëèðóåìûõ) ýôôåêòîâ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ÌÔ è íåîáõîäèìûõ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà ÌÔ ϕ (è ñëåäñòâèé èç íèõ) íå ïðîâîäèëîñü â
[11−41]; ãðàíèö îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1) è èõ ìàðêåðîâ (çà èñêëþ÷åíèåì ïî-
äîáèÿ èçîõðîííûõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè â [11−20] è ïîäîáèÿ êðèâûõ ðåëàêñàöèè â
[37−39]) âûÿâëåíî íå áûëî. Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñû î çàâèñèìîñòè êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ÄÄ ÎÑ (1) îò ÌÔ, îá èíòåðâàëàõ ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè ÄÄ è î ñïî-
ñîáíîñòè ÎÑ (1) îïèñûâàòü òå÷åíèå ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè è óáûâàþùèå ó÷à-
ñòêè ÄÄ íå çàòðàãèâàëèñü â ëèòåðàòóðå, õîòÿ ðàçóïðî÷íåíèå íàáëþäàåòñÿ â êâàçè-
ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ ìíîãèõ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ñòàëåé, òè-
òàíîâûõ, àëþìèíèåâûõ è ìàãíèåâûõ ñïëàâîâ, ïîëèìåðîâ, òâåðäûõ òîïëèâ, àñôàëü-
òîáåòîíîâ è äð.) â îïðåäåëåííûõ òåìïåðàòóðíî-ñêîðîñòíûõ ðåæèìàõ è ñòðóêòóð-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ [42−53] è ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ îïòèìèçàöèè òåõíî-
ëîãèé øòàìïîâêè.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè, êàê è ïóáëèêàöèé [6−10, 54], − âîñïîëíèòü ýòè ïðîáå-
ëû, âûÿâèòü âîçìîæíîñòè ÎÑ (1) (â ÷àñòíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ÎÑ (2)) è
ñîäåéñòâîâàòü óòî÷íåíèþ è ðàñøèðåíèþ ñôåðû åãî îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ â
ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ ñ âûðàæåííîé íåëèíåéíîé íà-
ñëåäñòâåííîñòüþ è ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ (ïîëèìåðîâ, ïåí, êîìïîçèòîâ,
ãåîòêàíåé, àñôàëüòîáåòîíîâ, òâåðäûõ òîïëèâ, àëþìèíèåâûõ è òèòàíîâûõ ñïëàâîâ,
íåðæàâåþùèõ ñòàëåé, êåðàìèê, ñóõîæèëèé, ñâÿçîê, ñòåíîê ñîñóäîâ è äðóãèõ áèîëî-
ãè÷åñêèõ òêàíåé). Êàê ïîêàçàë àíàëèç [1−10], ÎÑ Ðàáîòíîâà íàñëåäóåò ìíîãèå ñâîé-
ñòâà ëèíåéíîãî ÎÑ (2) ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, â
÷àñòíîñòè, ïîðîæäàåìûå èì ÄÄ ñîõðàíÿþò ðÿä ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ ÄÄ ÎÑ (2). Íî
íàëè÷èå âòîðîé ÌÔ ϕ â ÎÑ (1) è óïðàâëåíèå åå ñâîéñòâàìè îáåñïå÷èâàåò äîïîëíè-
òåëüíûå âîçìîæíîñòè. Íàïðèìåð, ëèíåéíîå ÎÑ (2) ñ óáûâàþùåé ôóíêöèåé ðåëàê-
ñàöèè ïîðîæäàåò òîëüêî âîçðàñòàþùèå è âûïóêëûå ââåðõ äèàãðàììû äåôîðìèðî-
âàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ [1, 2] è íå ìîæåò îïèñûâàòü ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðè-
àëà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîå ÎÑ (1) ñïîñîáíî ìîäåëèðî-
âàòü ÄÄ ñ ó÷àñòêàìè âûïóêëîñòè âíèç è óáûâàíèÿ.

1. Îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ñîîòíîøåíèÿ (1)

Ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (2) ïîëó÷àåòñÿ èç (1) ïðè ϕ(u) = u è ñîäåðæèò
ëèøü îäíó íåçàâèñèìóþ ÌÔ, òàê êàê ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ñâÿçàíû
óñëîâèåì âçàèìíîé îáðàòíîñòè îïåðàòîðîâ (2):
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=τττ−Π∫ (4)

Ïîýòîìó èç òðåõ ÌÔ ϕ, Π, R ÎÑ (1) ëèøü äâå íåçàâèñèìû, à ñîîòíîøåíèå (4) −
óñëîâèå âçàèìíîé îáðàòíîñòè îïåðàòîðîâ (1), îòîáðàæàþùèõ äðóã â äðóãà ôóíêöèè
σ(t) è e(t) = ϕ(ε(t)). Íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ÎÑ (1) íàëàãàåì òå æå
ìèíèìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè: Π(t) è R(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà (0; ∞), Π(t) − âîçðàñòàþùåé è âûïóê-
ëîé ââåðõ [2], à R(t) − óáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç íà (0; ∞); R(t) ìîæåò èìåòü
èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü èëè δ-ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå t = 0 (ñëàãàåìîå ηδ(t),
η > 0, δ(t) − äåëüòà-ôóíêöèÿ). Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ
Π(0) = inf Π(t) ≥ 0, R(0) = sup R(t) > 0 (R(0) = +∞, åñëè R(t) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó)
è R(+∞) ≥ 0 [2].

Íà ÌÔ ϕ(u) â ÎÑ (1) íàëàãàåì ñëåäóþùèå ïåðâè÷íûå òðåáîâàíèÿ [6−9]: ϕ(u),
u ∈ (ω−, ω+) (ãäå ω−ω+ < 0), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà
(ω−, 0)∪(0, ω+), ïðè÷åì ϕ(0+) = ϕ(0−) = 0 (èíà÷å âõîäíîìó ïðîöåññó ε(t) = 0 ñîîò-
âåòñòâóåò íåíóëåâîé îòêëèê σ(t)). Ôîðìàëüíî âîçìîæíû ñëó÷àè ω− = −∞, ω+ = +∞ è
ϕ′(0) = +∞. Èç âîçðàñòàíèÿ ϕ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè Φ = ϕ−1 íà
ïðîìåæóòêå DΦ = ( x− , x− ), ãäå x−  = sup ϕ(u) = ϕ(ω+ − 0),  x−  = inf ϕ(u) = ϕ(ω− + 0), è îáðà-
òèìîñòü ÎÑ (1). Âåëè÷èíû x−  è x−  (è èõ êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü) − âàæíûå
õàðàêòåðèñòèêè ÌÔ ϕ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà ïîâåäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ÎÑ (1) [6−9]. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ îäèíàêîâûì ïîâåäåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæà-
òèè ÌÔ ϕ íå÷åòíà è ω− = −ω+.

Äëÿ çàäàíèÿ ÌÔ ϕ óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ôóíêöèé

],)/)(1()/([)( mn CxCxAxy ϑ−+ϑ= (5)

x ≥ 0, n > 1, m < 1, ϑ ∈ [0; 1], A, C > 0. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïÿòè ïàðàìåòðîâ (êðîìå
ϑ = 0; 1) y(0) = 0, y′(0) = ∞, y(C) = A, ôóíêöèÿ (5) âîçðàñòàåò è èìååò òî÷êó ïåðåãèáà

.])1()[1)(1(,)],,([~ 1)/(1 −− ϑ−ϑ−−=ϑ= nnmmqmnqCx mn (6)

Çà ñ÷åò âûáîðà ϑ ìîæíî ñîâìåñòèòü òî÷êó ïåðåãèáà ñ ëþáîé òî÷êîé x > 0. ÌÔ ñå-
ìåéñòâà (5) ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü êðèâûå ïîëçó÷åñòè ñî âñåìè òðåìÿ ñòàäèÿìè
(âêëþ÷àÿ ñòàäèþ ðàçóïðî÷íåíèÿ) [6, 7] è äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ñ âûïóêëûì
âíèç íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì è òî÷êîé ïåðåãèáà (÷òî íåâîçìîæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ëèíåéíîãî ÎÑ (2) [1, 2]).

Â ñòàòüå [6] ïîêàçàíî, ÷òî ÌÔ ϕ ìîæíî íàéòè ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ñêîðî-
ñòè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà îò íàïðÿæåíèÿ: åñëè ),()( σ=σε r&  òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
Φ = ϕ−1 íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è Êîøè xΦ′ = r(x), Φ(0) = 0. Íàïðèìåð, äëÿ äðîáíî-
ëèíåéíîãî çàêîíà r(σ) = Aσ(σ* − σ)−1, σ ∈ [0, σ*) (σ* − ïðåäåë ïðî÷íîñòè) [55],
ïîëó÷àåì Φ′ = A(σ* − x)−1 è

.0),e1()(),,0[)],/([ln)( /
**** ≥−σ=ϕσ∈−σσ=Φ − uuxxAx Au (7)

Îòìåòèì, ÷òî ϕ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè ìîäåëè Ôîéãòà è .* ∞<σ=x

2. Ñâîéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî ÎÑ (2)

Ïðîöåññó äåôîðìèðîâàíèÿ ε = at, t > 0, ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a > 0 ëèíåéíîå
ÎÑ (2) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàïðÿæåíèå
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Èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð t = ε/a, ïîëó÷èì ÄÄ â ÿâíîé ôîðìå:

)./(),( aPa εε=εσ (8)

Èç îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà R(t) â ï. 1, ñëåäóåò [1, 2], ÷òî P(0+) = R(0+),
P(+∞) = R(+∞), ,2/)0()0( RP && =  P(t) − óáûâàþùàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïðè t > 0, ïðè-
÷åì P(t) > R(t) è äàæå P(t) > 1/Π(t) > R(t) ïðè t > 0 [1, 2]; P(t) = R(t) ëèøü â ñëó÷àå
R(t) = const íà [0, t], êîãäà ÎÑ (2) âûðîæäàåòñÿ â çàêîí Ãóêà.

Ñåêóùèé è êàñàòåëüíûé ìîäóëè ÄÄ (8): σ(ε, a)/ε = P(ε/a), )./()/( aRa ε=εσ′ε
Òàê êàê ,0>σ′ε  ëþáàÿ ÄÄ (8) âîçðàñòàåò ïî ε. Èç óáûâàíèÿ R(t) ñëåäóåò, ÷òî εσ′
óáûâàåò ïî ε, òî åñòü ëþáàÿ ÄÄ ñ a > 0 âûïóêëà ââåðõ íà ëó÷å ε > 0. ÄÄ (8) çàâèñèò
îò ñêîðîñòè a, íî ìãíîâåííûé ìîäóëü )0(),0( RaE =σ′= ε  (ñ÷èòàåì, ÷òî R(0) < ∞)
íå çàâèñèò îò a.

Ñåìåéñòâî ÄÄ (8) âîçðàñòàåò ïî a (÷åì áîëüøå ñêîðîñòü, òåì âûøå ëåæèò ÄÄ),
òàê êàê .0)( <tP&  Ïîñêîëüêó R(∞) = P(∞) < P(t) < P(0) = R(0) ïðè t > 0, òî â ñëó÷àå
R(0) < ∞ äëÿ âñåõ ÄÄ ñ a > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà R(∞)ε < σ(ε, a) < R(0)ε, ε > 0.

Ïðè a → +∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (8) ëþáîé ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
σ = Eε ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå îñè ε: â ñèëó óáûâàíèÿ P(x)

,0|)/(||)/(|sup||sup ïðè
],0[],0[

∞→→−ωω=−εε=ε−σ
ωω

aEaPEaPE

òàê êàê P(0+) = R(0+). Ïîýòîìó ïðÿìàÿ σ = Eε − ìãíîâåííàÿ ÄÄ. Åñëè ìîäåëü íå
ðåãóëÿðíà, òî E = ∞, êàñàòåëüíàÿ ê ëþáîé ÄÄ â íóëå âåðòèêàëüíà, à ñåìåéñòâî ÄÄ
ε(σ, a) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè a → ∞ ê ïðÿìîé ε = 0.

Ïðè ε → ∞ êàñàòåëüíûé è ñåêóùèé ìîäóëè ñòðåìÿòñÿ ê r = R(+∞) ≥ 0. Äëèòåëü-
íûé ìîäóëü r òîæå íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ (8) âñåãäà ñõî-
äèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε (ðàâíîâåñíîé ÄÄ) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå
ïîëóîñè ε > 0. Ýòî âåðíî è â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ èëè ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé
ðåëàêñàöèè (ÔÐ).

Ïîñêîëüêó σ(ε, a)/ε → r ïðè ε → ∞, ÄÄ îáëàäàåò àñèìïòîòîé òîëüêî òîãäà, êîãäà

èíòåãðàë ∫
+∞

τ−τ=
0

))(( drRI  ñõîäèòñÿ [1]. Òîãäà ëþáàÿ ÄÄ (8) èìååò àñèìïòîòó σ =
= rε + Ia, I > 0, è åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò íå çàâèñèò îò a. Òàê êàê R(t) óáûâàåò, òî
âñåãäà σ(ε, a) < rε + Ia, òî åñòü σ(ε, a) ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó. Íàïðèìåð, äëÿ
ìîäåëè Êåëüâèíà (èç äâóõ ïðóæèí è äåìïôåðà) ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè è ÄÄ (8) èìåþò
âèä R(t) = Ee−μt + r è

.e1),( )( /1 ε+−μ=εσ με−− raEa a (9)

Ïðè ëþáîì a ÄÄ (9) îáëàäàåò àñèìïòîòîé σ = rε + Ia, I = Eμ−1.

3. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûå íåëèíåéíûì ÎÑ (1)

Ïðîãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ ε(t) = at ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a > 0 ÎÑ (1) ñòà-
âèò â ñîîòâåòñòâèå íàïðÿæåíèå
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(10)

Óðàâíåíèå (10) çàäàåò ñåìåéñòâî äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ÎÑ (1) ïðè ïîñòîÿí-
íûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t = ε/a
èç (10), ïîëó÷èì ÄÄ â ïðèâû÷íîé ôîðìå σ = σ(ε, a):

.0,)())((),()()(),(
0

1
/

0

1 èëè >εϕ′−ε=εσττϕ′τ−ε=εσ ∫∫
ε

−
ε

− dxxaxRadaaRaa
a

(11)

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ÄÄ (11) ìîäåëåé ñ ðåãóëÿðíûìè ÔÐ (ñ R(0+) < ∞). Ïîñêîëü-
êó ϕ′(x) > 0 è ,0)( >tR&  ñåìåéñòâî ÄÄ (11) âîçðàñòàåò ïî a:

.0)()()((
0

12 >ϕ′−ε−ε−=
∂
σ∂

∫
ε

−− dxxxaxRa
a

&

Òàêèì îáðàçîì, ÎÑ (1) ìîäåëèðóåò ïîëîæèòåëüíóþ ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü,
ñâîéñòâåííóþ áîëüøèíñòâó ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëîâ, è íå ìîæåò îïèñûâàòü îòðè-
öàòåëüíóþ ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü (êàê è ëèíåéíîå ÎÑ (2)).

Òàê êàê R(∞) < R(t) < R(0) äëÿ t > 0 è ϕ′(x) > 0, òî â èíòåãðàëå (11) R(∞)ϕ′(x) <
< R((ε − x)a−1)ϕ′(x) < R(0)ϕ′(x), è äëÿ âñåõ ÄÄ ñ a > 0 ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà R(∞)ϕ(ε) < σ(ε, a) < R(0)ϕ(ε), ε > 0. Ïðè ε → 0 σ(0+, a) = 0 äëÿ íåñèíãóëÿð-
íûõ ÔÐ è σ(0, a) = aηϕ′(0) äëÿ ñèíãóëÿðíûõ.

Åñëè R(0) < ∞, òî ïðè a → ∞ R((ε − x)a−1)ϕ′(x) → R(0)ϕ′(x), x ∈ [0, ε], è ïîòî-
ìó ïðè ëþáîì ε ñåìåéñòâî ÄÄ (11) ñõîäèòñÿ ê êðèâîé σ = R(0)ϕ(ε). Ïðè a → 0
R((ε − x)a−1)ϕ′(x) → R(∞)ϕ′(x), è ïîòîìó ñåìåéñòâî ÄÄ (11) ñõîäèòñÿ ê êðèâîé σ =
= R(∞)ϕ(ε) (ðàâíîâåñíîé ÄÄ) ïðè âñåõ ε. Ñõîäèìîñòü ïðè a → 0 èìååò ìåñòî è â
ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ ÔÐ, è â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíûõ ÔÐ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (11) ïî ε, ÷òîáû íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè:

0.0,,)())(()()0(),(
0

11 >>εϕ′−ε+εϕ′=εσ′ ∫
ε

−−
ε adxxaxRaRa & (12)

Ïðè t → 0 ),( aεσ′ε  èìååò ïðåäåë ,0)0()0(),0( >+ϕ+=+σ′ε Ra  íî ïðè t > 0 âòîðîå
ñëàãàåìîå â (12) îòðèöàòåëüíî (ïîñêîëüêó ϕ′ > 0, à ),0<R&  à ïåðâîå ïîëîæèòåëüíî,
è ïîòîìó ÄÄ íå îáÿçàíû âîçðàñòàòü ïî ε (íàïîìíèì, ÷òî ÄÄ ëèíåéíîãî ÎÑ (2) ñ
ëþáîé ÔÐ âîçðàñòàþò ïî ε è a). Åñëè æå ϕ′(u) íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà ],0[ ε  (òî åñòü
ϕ íåñòðîãî âûïóêëà âíèç), òî 0),( >εσ′ε a  è ëþáàÿ ÄÄ (11) âîçðàñòàåò ïî ε ïðè

],,0[ ε∈ε  à ôóíêöèÿ (10) âîçðàñòàåò ïî t ïðè ]./,0[ at ε∈  Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðå-
ìå î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà (12) (â íåì ôóíêöèÿ ϕ′(x) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [0, ε], à

)/)(( axR −ε&  íå ìåíÿåò çíàê â ñèëó óáûâàíèÿ ÔÐ) ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (0, ε) (ξ çà-
âèñèò îò ε, a è ôóíêöèé R è ϕ) òàêàÿ, ÷òî

,))(()()()0(),(
0

11 ∫
ε

−−
ε −εξϕ′+εϕ′=εσ′ dxaxRaRa &

òî åñòü ,0)/()()]()()[0( >εξϕ′+ξϕ′−εϕ′=σ′ε aRR  òàê êàê ϕ′(ε) > ϕ′(ξ) â ñèëó âîçðà-
ñòàíèÿ ϕ′.
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4. Ïðèìåð ìîäåëè, ïîðîæäàþùåé äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ
ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ ÔÐ ìîäåëè Êåëüâèíà è ÌÔ ϕ(u) âèäà (7), äàþùåé äðîáíî-
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè îò íàïðÿæåíèÿ [55]:

)1,0[,0,),e()(,0,e1)( ∈>μ+=>λ−=ϕ μ−λ− rErEtRu tu (13)

(îíà ñîäåðæèò ÷åòûðå ïàðàìåòðà; â ÷àñòíîñòè 1/μ − âðåìÿ ðåëàêñàöèè, à r çàäàåò
îòíîøåíèå R(∞) = Er ê R(0) = E(1 + r)). ÄÄ (10) ýòîé ìîäåëè èìåþò âèä:

./,0),1e()ee()(),( 1 λμ≠>−−−λ−μλ=σ λ−μ−λ−− atEraEaat tatta (14)

Ïðè a = acr = μ/λ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (10) äàåò σ(t, acr) = Eμte−μt − Er(e−μt − 1).
Ïðè t → ∞ âñå ÄÄ (14) èìåþò îáùóþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó σ = Er.

Ïîñêîëüêó ,//),( aa σ=εσ=εσ′ε &&&  çíàêè εσ′  è )(tσ&  ñîâïàäàþò è äîñòàòî÷íî âûÿñ-
íèòü âîçìîæíîñòü ñìåíû çíàêà :σ&

tatat EraaaEa λ−λ−μ−− λ+λ−μλ−μλ=σ eee)( ][1&

èëè

][ )(1 e)(e)()( tat rraaaEat λ−μμ−− μ−λ+λ−μλ−μλ=σ& (15)
ïðè a > 0, a ≠ μ/λ. Ïðè ìàëûõ t è ε ëþáàÿ ÄÄ (14) âîçðàñòàåò, òàê êàê ×+=σ )1()0( rE&

0>λ×a  (ìãíîâåííûé ìîäóëü ).)1()0( λ+=σ′ε rE  Óñëîâèå ýêñòðåìóìà 0)( =σ t&  äàåò

)./(,e )( rraaCCta μ−λ+λμ==λ−μ (16)
Åñëè C < 0, òî åñòü aλ(1 + r) < μr, óðàâíåíèå (16) íå èìååò ðåøåíèÿ, è ïîýòîìó ïðè

)1/(1 rraa +μλ=< −)
 ÄÄ âîçðàñòàþò íà âñåì ëó÷å t ≥ 0 (èëè ε ≥ 0). Åñëè C > 0, òî

óðàâíåíèå (16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà âåùåñòâåííîé îñè

].)1([ln)1(ln)( 11111 rraaCatm −+λμλμ−μ−=λ−μ= −−−−− (17)

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðåøåíèÿ, ëåæàùèå â èíòåðâàëå t > 0, è ñëåäóåò âûÿñíèòü,
ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû tm > 0. Åñëè a < μ/λ (íî ),aa )>  òî 0 < aλ +
+ aλr − μr < aλ  < μ, C > 1, ln C > 0, è ïî (17) tm > 0. Åñëè æå a > μ/λ, òî aλ + (aλ −
− μ)r > αλ > μ, C < 1, ln C < 0, è îïÿòü ïî (17) tm > 0. Òàêèì îáðàçîì, ÄÄ (14) èìååò
òî÷êó ìàêñèìóìà tm(a) > 0 ïðè ëþáîé ñêîðîñòè

11 )1( −− +μλ=> rraa ) (18)

â ñëó÷àå C > 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåôîðìàöèÿ:

).1/(],)1[(ln)1( 111 rraxrxrxxatmm +>λμ=−+−λ==ε −−− (19)

Ïðè 0+→ aa )  tm → ∞ è εm = atm → +∞, òî åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ÄÄ çàðîæäà-
åòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè a → μ/λ (x → 1) èìååì tm → (1 + r)/μ è εm → (1 + r)/λ
(ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ), òî åñòü x = 1 − òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî àáñöèññà òî÷êè ìàêñèìóìà ÄÄ tm (è εm = atm) âîçðàñòàåò ïî r â
ñëó÷àå aλ > μ (òî åñòü aλμ−1 > 1) è óáûâàåò ïî r â ñëó÷àå aλ < μ. Êðîìå òîãî, tm óáû-
âàåò ïî àðãóìåíòó aλ ïðè ôèêñèðîâàííîì μ ïðè aλ > μ, òàê êàê tm = −μ−1(1 − x)−1×
×ln [(1 + r)x − r], x = aλμ−1, à ìíîæèòåëè (1 − x)−1 è ln [(1 + r)x − r] âîçðàñòàþò ïðè
x > 1. Â ÷àñòíîñòè, tm óáûâàåò ïî λ è óáûâàåò ñ ðîñòîì ñêîðîñòè a (ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ μ, λ, r) íà èíòåðâàëå a > μ/λ. Âìåñòå ñ òåì çàâèñèìîñòü εm(a) = atm(a) íåìîíî-
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òîííà (èìååò òî÷êó ìèíèìóìà), åñëè r > 0. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (19) ïðè x → r/(1 + r)
εm(x) → +∞, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = r/(1 + r) εm(x) óáûâàåò.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ε′m(x) > 0 ïðè x > 1 (è äàæå ïðè x > 2r/(1 + r)), òî åñòü εm(x)
âîçðàñòàåò; ñëåäîâàòåëüíî, εm(x) èìååò â èíòåðâàëå x ∈ (r/(1 + r), 1) õîòÿ áû îäíó
òî÷êó ìèíèìóìà.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü (13) ñ r = 0 (ñ ÔÐ ìîäåëè Ìàêñâåëëà). Â ýòîì ñëó÷àå âñå ÄÄ
(14) èìåþò îáùóþ àñèìïòîòó σ = 0 ïðè t → ∞. Òàê êàê ïðè ìàëûõ ε ëþáàÿ ÄÄ (14)
âîçðàñòàåò, òî êàæäàÿ ÄÄ (ñ ëþáûì a > 0) èìååò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìàêñèìóìà. Îíà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (17), (19):

.0,ln)1( 111 >λμ=−λ=ε −−− axxxxm (20)

Ïðåäåëû ïðè x → 0+0 è ïðè x → 1±0: εm(0+) = 0, εm(1±0) = 1/λ (òî åñòü x = 1 −
òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà). Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî ε′m(x) = λ−1(x − 1)−2[−ln x + x − 1] >
> 0 ïðè x > 0, òàê êàê y(x) = −ln x + x − 1 > 0 ïðè x ≠ 1 (x = 1 − òî÷êà ìèíèìóìà
ôóíêöèè y = −ln x + x − 1 è y(1) = 0) è ε′m(1±0) = 0,5. Ïîýòîìó εm(x) âîçðàñòàåò ïðè
x > 0, à çíà÷èò, âîçðàñòàåò ïî a íà âñåì èíòåðâàëå a > 0 è âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì
âðåìåíè ðåëàêñàöèè 1/μ.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ÄÄ (14) ìîäåëè (13) ñ λ = 5, μ = 1, E = 10, r = 0,2 äëÿ
ñêîðîñòåé a = 0,01i, 7,1=i  (ñïëîøíûå êðèâûå 1−7), è a = 0,001 (êðèâàÿ 0, ïî÷òè
ñëèâàþùàÿñÿ ñ ïðåäåëüíîé ÄÄ ïðè a → 0). Äâå øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè − ïðå-
äåëüíûå ÄÄ σ = R(0)ϕ(ε) è σ = R(∞)ϕ(ε) ïðè a → ∞ è a → 0. Êðèòåðèé íàëè÷èÿ
ìàêñèìóìà (18) âûïîëíÿåòñÿ ïðè a > μλ−1r/(1 + r) = 1/30. Îáùàÿ àñèìïòîòà âñåõ ÄÄ
σ = ϕ(∞)R(∞) ïðè t → ∞ èìååò âèä σ = Er, òî åñòü σ = 2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ øòðèõîâû-
ìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ÄÄ (9) ëèíåéíîé ìîäåëè Êåëüâèíà ñ òîé æå ÔÐ (è ϕ(u) = u)
äëÿ a = 0, a = 0,01i, ,5,1=i  è a = ∞ (ïðè t → ∞ ëþáàÿ èç íèõ èìååò íàêëîííóþ
àñèìïòîòó σ = rEε + Eμ−1a, ïðè a → ∞ ñåìåéñòâî ÄÄ ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé σ = E(r + 1)ε,
à ïðè a → 0 − ê ïðÿìîé σ = rEε).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ÄÄ (14) ìîäåëè (13) ñ r = 0 è òàêèìè æå îñòàëüíûìè ïà-
ðàìåòðàìè, êàê íà ðèñ. 1, äëÿ ñêîðîñòåé a = 0,01i, 5,1=i  (ñïëîøíûå êðèâûå 1−5),
è a = 0,001 (êðèâàÿ 0). Èõ îòëè÷èÿ îò ÄÄ c ðèñ. 1:

1) àñèìïòîòà âñåõ ÄÄ ïðè t → ∞ èìååò âèä σ = 0,
2) òî÷êà ìàêñèìóìà åñòü ó ÄÄ ïðè âñåõ a > 0,

Ðèñ. 1. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ (14) ìîäåëè (13) ñ r = 0,2
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3) çàâèñèìîñòü àáñöèññû òî÷êè ìàêñèìóìà (20) îò a ìîíîòîííà (âîçðàñòàåò) íà
âñåì èíòåðâàëå a > 0,

4) ïðåäåëüíàÿ ÄÄ σ = R(∞)ϕ(ε) ïðè a → 0 ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé σ = 0.
Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ÄÄ ëèíåéíîé ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ òîé æå ÔÐ

(è ϕ(u) = u) äëÿ a = 0,01i, ,5,1=i  è a = ∞ (ïðè t → ∞ åå ÄÄ èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå
àñèìïòîòû σ = Eμ−1a, à ïðè a → 0 èõ ñåìåéñòâî ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé σ = 0).

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè a òî÷êè ìàêñèìóìà (19) ÄÄ (14) ìî-
äåëåé (13) ñ r = 0,2 è r = 0 ïðè λ = 5; 10; 20 (μ = 1, E = 10 − òå æå, ÷òî è íà ðèñ. 1 è 2).
Êðèâûå 1, 3, 5 (ñ òî÷êàìè ìèíèìóìà) − äëÿ ìîäåëè ñ r = 0,2, êðèâûå 2, 4, 6 − ñ r = 0
(÷åì áîëüøå λ, òåì íèæå ëèíèÿ), øòðèõîâûå ïðÿìûå − âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû
εm(a) ïðè r = 0,2.

ÄÄ (11) ÎÑ (1) ìîãóò èìåòü àñèìïòîòó σ = 0 è òî÷êó ìàêñèìóìà è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ϕ íå îãðàíè÷åíà. Íàïðèìåð, ÄÄ ìîäåëè ñ ϕ = ln (1 + u) è R = t −0,5.

Ôîðìóëû (17) (èëè (19)) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (13)
ïî äâóì ÄÄ ìàòåðèàëà ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè äåôîðìèðîâàíèÿ a = ai, íà êîòîðûõ
íàáëþäàþòñÿ òî÷êè ìàêñèìóìà. Ïðèðàâíÿâ òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ εm(a) è σm(a) =
= σ(εm(a), a), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (19) è (14), ýêñïåðèìåíòàëüíûì âåëè÷è-
íàì εm(a) è σm(a), ïîëó÷èì ïî äâà óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ λ, μ, E, r äëÿ êàæäîé

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè a òî÷êè ìàêñèìóìà (19) ÄÄ ìîäåëåé (13)
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Ðèñ. 2. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ (14) ìîäåëè (13) ñ r = 0
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ñêîðîñòè a = ai. ×åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ λ, μ, E, r ìîæíî, êîíå÷íî, ïîëó÷èòü è ïî
îäíîé ÄÄ ìàòåðèàëà, ìèíèìèçèðóÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÄÄ (14) îò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé ÄÄ, èëè ìåòîäîì êîëëîêàöèè: âûáðàâ ÷åòûðå çíà÷åíèÿ εi (òàê, ÷òî
ε3 = εm(a), ε4 > εm) è ïðèðàâíÿâ èçìåðåííûå íàïðÿæåíèÿ σ(εi) ê âû÷èñëåííûì ïî
(14) íàïðÿæåíèÿì.

Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïî-
ñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè, ïîðîæäàåìûõ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûì îïðåäåëÿ-
þùèì ñîîòíîøåíèåì Ðàáîòíîâà (1) ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè, äîêàçàíî, ÷òî îíî ñïîñîáíî êà÷åñòâåííî îïèñûâàòü ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðè-
àëà, òî åñòü äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ñ òî÷êîé ìàêñèìóìà è ïàäàþùåé âåòâüþ,
íàáëþäàåìûå â èñïûòàíèÿõ ìíîãèõ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ÄÄ è óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ó íèõ ìàêñèìóìà è
óáûâàþùåé âåòâè. Ïðèâåäåí ïðèìåð ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (13) (ñ ôóíê-
öèåé ðåëàêñàöèè ìîäåëè Êåëüâèíà), ïîðîæäàþùåé ÄÄ ñ óáûâàþùèì ó÷àñòêîì, àíà-
ëèòè÷åñêè èçó÷åíà çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ òî÷êè ìàêñèìóìà è àñèìïòîòû ÄÄ îò
ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ÎÑ (1) íàñëåäóþò ìíîãèå ñâîéñòâà
ÄÄ, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûì ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (2) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðå-
ëàêñàöèè, êîòîðîå ÎÑ (1) îáîáùàåò çà ñ÷åò ââåäåíèÿ âòîðîé ìàòåðèàëüíîé ôóíê-
öèè ϕ: ïîëîæèòåëüíóþ ñêîðîñòíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ÄÄ ê
ïðåäåëüíûì êðèâûì ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ê íóëþ è ê áåñêîíå÷íîñ-
òè è ò.ï. Àíàëèç ïîçâîëèë îáíàðóæèòü è âàæíûå îòëè÷èÿ è äîïîëíèòåëüíûå âîç-
ìîæíîñòè ÎÑ (1): ëèíåéíîå ÎÑ (2) ñ óáûâàþùåé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè ïîðîæäàåò
òîëüêî âîçðàñòàþùèå è âûïóêëûå ââåðõ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ è íå ìîæåò îïèñûâàòü ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà, à ÎÑ (1) ñïîñîáíî ìî-
äåëèðîâàòü äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ñ íèñïàäàþùåé âåòâüþ è ó÷àñòêîì âûïóê-
ëîñòè âíèç. Ýòî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÎÑ (1) (âåðîÿòíî, â ñîñòàâå
áîëåå ñëîæíûõ ÎÑ, ó÷èòûâàþùèõ íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé è ýâîëþöèþ ñòðóêòó-
ðû ìàòåðèàëà) â ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ,
êîòîðûì ñâîéñòâåííî äåôîðìàöèîííîå ðàçóïðî÷íåíèå: ñòàëåé, òèòàíîâûõ, àëþìè-
íèåâûõ è ìàãíèåâûõ ñïëàâîâ, ïîëèìåðîâ, êîìïîçèòîâ è äð.
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ON THE ABILITY OF THE RABOTNOV NON-LINEAR RELATION
FOR VISCOELASTIC MATERIALS TO SIMULATE STRESS-STRAIN CURVES

WITH A DECREASING SEGMENT

Khokhlov À.V.

Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russian Federation

The Rabotnov physically non-linear constitutive equation with two arbitrary (increasing) material
functions for elasto-viscoplastic materials is studied analytically in order to outline the set of basic
rheological effects it can simulate, to clarify the material functions governing abilities, to indicate
application field of the relation and to develop identification techniques.
Under minimal primary restrictions on two material functions, the general equation of the stress-
strain curves family produced by the model at constant strain rates is derived and analyzed in uni-
axial case. The main qualitative properties of the stress-strain curves and their dependence on a
strain rate and material functions are examined and compared to typical properties of test stress-
strain curves of elasto-viscoplastic materials and to the properties of stress-strain curves generated
by the Boltzmann − Volterra linear viscoelasticity theory (with arbitrary creep compliance). The last
one have been generalized to formulate the Rabotnov relation and so the inherited properties and
the new properties acquired due to the introduction of the second material function governing non-
linearity are in the focus of attention. In particular, it is proved that the stress-strain curves family
increases monotonously as strain rate parameter grow and converges to limit curve (instantaneous
or equilibrium) as strain rate tends to zero or infinity. Two-sided bounds for stress-strain curves
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and conditions for their monotonicity with respect to strain or for existence of maximum are obtained.
It is shown that the Rabotnov constitutive equation is able to simulate (qualitatively) deformation
softening of materials, i.e. a non-monotone behavior and existence of a decreasing segment of
stress-strain curves in tensile tests under constant strain rate condition. The linear viscoelasticity
theory fails to do it as it generates only increasing and convex-up stress-strain curves.

Keywords: viscoelasticity, physical non-linearity, constant strain rate tests, stress-strain curves,
positive rate sensitivity, equilibrium stress-strain curve, softening.


