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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ñïëàâîâ ïî ïëîñêèì è ïðîñòðàíñòâåí-
íûì òðàåêòîðèÿì ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû. Ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò óðàâ-
íåíèé ñîñòîÿíèÿ óïðóãîïëàñòè÷íîñòè Þ.Ã. Êîðîòêèõ, èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå, îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè î ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè è ïðèíöèïå
ãðàäèåíòàëüíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ê ïîâåðõíîñ-
òè òåêó÷åñòè â òî÷êå íàãðóæåíèÿ. Òàêîé âàðèàíò óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ îòðàæà-
åò îñíîâíûå ýôôåêòû óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñëîæíûõ òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ. Ìîäèôèêàöèÿ òåîðèè
òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì Þ.Ã. Êîðîòêèõ çàêëþ-
÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äðóãîé ôîðìóëèðîâêè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ
ñìåùåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè (òåíçîðà ìèêðîíàïðÿæå-
íèé).

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ñïëà-
âîâ äëÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ âðàùåíè-
åì ãëàâíûõ ïëîùàäîê òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, ïîëíûõ è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé.

Äëÿ îöåíêè ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè è îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïëàñòè÷íîñòè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäî-
âàíèÿ ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè ïî ïëîñêèì
è ïðîñòðàíñòâåííûì òðàåêòîðèÿì ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû:

− ïëîñêîé êóñî÷íî-ëîìàíîé òðàåêòîðèè ïî òèïó «ïåñî÷íûå ÷àñû»;
− äâóõ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
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ïðÿìîãî óãëà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè è ïðÿìîëèíåéíûé
ó÷àñòîê ñ èçëîìîì òðàåêòîðèè íà 90°;

− ïðîñòðàíñòâåííîé âèíòîâîé òðàåêòîðèè ñî ñìåùåííûì öåíòðîì êðè-
âèçíû.

Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè Þ.Ã. Êîðîòêèõ
êà÷åñòâåííî è ñ íåîáõîäèìîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ òî÷íîñòüþ êîëè÷å-
ñòâåííî îïèñûâàåò îñíîâíûå ýôôåêòû ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè ïðè íàãðóæåíèè ïî ïëîñêèì è ïðî-
ñòðàíñòâåííûì òðàåêòîðèÿì ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàñòè÷íîñòü, ñëîæíîå íàãðóæåíèå, ìîäåëèðîâàíèå,
÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò, ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåí-
íûå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ââåäåíèå

Ðàñ÷åòíàÿ îöåíêà äîëãîâå÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â óñëî-
âèÿõ íåñòàöèîíàðíîãî òåðìîìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, òðåáóåò àíàëèçà ïðîöåñ-
ñîâ ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, òàê
êàê èñòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåò òåìïû íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé â ðåçóëü-
òàòå íåñòàöèîíàðíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ìàòåðèàëà, è îò äîñòîâåðíîñòè
ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ çàâèñèò òî÷íîñòü ðàñ÷åòíûõ îöåíîê èõ ïðî÷íîñòè è
äîëãîâå÷íîñòè [1−3]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âûïîëíåíû ìíîãî-
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íàïðàâëåííûå íà âûÿñíåíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé
ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóê-
öèîííûõ ñïëàâîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ (â îñ-
íîâíîì â óñëîâèÿõ îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è çíàêîïåðåìåííîãî êðó÷åíèÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ).

Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëåé óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä è èõ âåðèôèêàöèÿ ïðîâîäèò-
ñÿ íà áàçå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ëàáîðàòîðíûõ îáðàçöîâ ïðè íàãðóæåíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïëóàòà-
öèîííûì óñëîâèÿì ðàáîòû êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà â ñîñòàâå êîíñòðóêòèâíî-
ãî ýëåìåíòà [2, 4].

Èññëåäîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóê-
öèîííûõ ìàòåðèàëîâ èìåþò è ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îñíîâ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [4, 5]. Äëÿ ïðîâåðêè ôèçè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå ðàñ-
÷åòîâ è ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòå-
ðàòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà øèðîêîì êëàññå òðàåêòîðèé äåôîðìèðî-
âàíèÿ [6−16]. Ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü òàêæå ïîëåçíû ïðè îï-
ðåäåëåíèè (êîíêðåòèçàöèè) ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé è ôóíê-
öèîíàëîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëåé ïëàñòè÷íîñòè [2, 4, 5].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè ïî ïëîñêèì è ïðîñòðàíñòâåííûì òðàåê-
òîðèÿì ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü òåîðèè
òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì Þ.Ã. Êîðîòêèõ. Ïîëó÷åí-
íûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ äàííûìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ íà àâòîìàòèçèðîâàííûõ èñïûòàòåëüíûõ ìàøèíàõ âûñîêîãî êëàññà òî÷-
íîñòè [17−19]. Ïîêàçàíî êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåííûõ è
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè îïèñàíèè ýôôåêòîâ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ ñòàëè 45
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ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè ïðè äåôîðìèðîâàíèè ïî ïëîñêèì è ïðîñòðàíñòâåííûì òðàåê-
òîðèÿì ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû.

1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ îñíîâ-
íûõ ïîëîæåíèÿõ [2, 4]:

− êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèé eij è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ijå&  âêëþ÷àþò
â ñåáÿ óïðóãèå å

ij
å
ij åå &,  è ïëàñòè÷åñêèå 

ð
ij

ð
ij åå &,  ñîñòàâëÿþùèå, òî åñòü îáðàòèìûå è íå-

îáðàòèìûå êîìïîíåíòû;
− íà÷àëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð îïèñûâàåòñÿ ïî-

âåðõíîñòüþ â ôîðìå Ìèçåñà. Ýâîëþöèÿ èçìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè îïèñû-
âàåòñÿ èçìåíåíèåì åå ðàäèóñà Cp è ïåðåìåùåíèåì åå öåíòðà ρij;

− èçìåíåíèå îáúåìà òåëà óïðóãî;
− ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíî-èçîòðîïíûå ñðåäû, ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî àíèçîòðî-

ïèÿ, âûçâàííàÿ ïðîöåññàìè ïëàñòè÷íîñòè;
− ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå ìàëûìè äå-

ôîðìàöèÿìè.
Â óïðóãîé îáëàñòè ñâÿçü ìåæäó øàðîâûìè è äåâèàòîðíûìè ñîñòàâëÿþùèìè

òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé è èõ ñêîðîñòåé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
çàêîíà Ãóêà:

,2,3,2,3 e
ijij

e
ijij åGåKåGKå ′=σ′=σ′=σ=σ &&&& (1)

ãäå K − îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè Ï. Áðèäæìåíà, à G − ìîäóëü ñäâèãà.
Äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòîâ ìîíîòîííîãî è öèêëè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ââîäèò-

ñÿ ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè â ôîðìå Ìèçåñà [4]:

.,02
ijijijðijijs SCSSF ρ−σ′==−= (2)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ öèêëè÷åñêèõ ðåæèìîâ äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
íàïðÿæåíèé ââîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü öèêëè÷åñêîé «ïàìÿòè» [4]:

,02
max =ρ−ρρ=ρ ijijF (3)

ãäå ρmax − ìàêñèìàëüíûé çà èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ ìîäóëü ρij.
Ïðèìåì, ÷òî ñòðóêòóðà ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäèóñà ïîâåðõíîñòè òå-

êó÷åñòè èìååò âèä [4]:
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.Н1,00,0

,00,1
Н )()()( ρρ

ρ

ρ

ρ −=Γ
≤ρρ∨<

>ρρ∧=
=
⎩⎨
⎧ FFF

F
F

ijij

ijij

&

&
(6)

Çäåñü q1, q2, q3 − ìîäóëè èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ; Q1 è Q2 − ìîäóëè öèêëè÷åñêîãî
èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ; a − ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü ïðîöåññà ñòàöè-
îíèðîâàíèÿ ïåòëè ãèñòåðåçèñà öèêëè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà; Qs − ñòà-
öèîíàðíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ïðè äàííûõ ρmax è òåìïåðàòó-
ðå T; 0

ðC  − íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè. Îïåðàòîðû H(Fρ) è
Γ(Fρ) ïîçâîëÿþò àâòîìàòè÷åñêè ðàçäåëèòü ìîíîòîííûå è öèêëè÷åñêèå ïðîöåññû
äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ýâîëþöèÿ âíóòðåííåé ïåðåìåííîé ρij ïðèíèìàåòñÿ â âèäå [20]:

,,)(
0

*
21 ][ ∫= ρ=ρρ+ρ+χρ−χρ 〉〈

t

ijijijijTij
ð
ijmij dtTggegf &&&&&& (7)
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*
21 〉γΓχρ−=ρχ−−+=χ 〈ρρ FgFHegkkf ij
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ρρρρ
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=γ
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ãäå g1, g2, g3, g4, k1 è k2 − ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåò-
ðû; äëÿ ëþáîé âåëè÷èíû B, çàêëþ÷åííîé â óãëîâûå ñêîáêè, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
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Ïðè g3 = g4 = k1 = 0 èç óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé − óðàâíåíèå
Àðìñòðîíãà − Ôðåäåðèêà − Êàäàøåâè÷à:

.21 χρ−=ρ &&& ij
ð
ijij geg (10)

Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè «ïàìÿòè» íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü
óðàâíåíèå äëÿ ρmax:
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Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïîä÷èíÿþòñÿ çàêî-
íó ãðàäèåíòàëüíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ê ïîâåðõíîñòè
òåêó÷åñòè â òî÷êå íàãðóæåíèÿ:

,ij
p
ij Se λ=& (12)

ãäå λ − êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ
íîâîé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ÷åðåç êîíåö âåêòîðà äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé â êîíöå
ýòàïà íàãðóæåíèÿ.

2. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

Â [13, 14, 17−19] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî öèêëè÷åñêîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëîâ è èõ ñïëàâîâ), êîòîðûå áûëè
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ïîëó÷åíû â ëàáîðàòîðèè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êàôåäðû ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòå-
ðèàëîâ, òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà íà àâòîìàòèçèðîâàííîì ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîì êîìïëåêñå
âûñîêîãî êëàññà òî÷íîñòè ïîä îáùèì ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà.
Ýêñïåðèìåíòû áûëè âûïîëíåíû ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå T = 20 °C íà òîíêî-
ñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöàõ ñ äëèíîé ðàáî÷åé ÷àñòè l = 110 ìì, òîëùèíîé
ñòåíêè h = 1 ìì è ðàäèóñîì ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R = 15,5 ìì, âûïîëíåííûõ èç
ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè â ñîñòîÿíèè ïîñòàâêè.

Îáðàçöû íàãðóæàëèñü ïî çàäàííîé ïðîãðàììå èñïûòàíèé îñåâîé ñèëîé P, âíóò-
ðåííèì äàâëåíèåì èíòåíñèâíîñòüþ q è êðóòÿùèì ìîìåíòîì M. Êîìïîíåíòû òåí-
çîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ðàáî÷åé ÷àñòè îáðàçöà âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìó-
ëàì:
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ãäå ϕ − óãîë çàêðó÷èâàíèÿ.
Â îïûòàõ èçìåðÿëèñü äåôîðìàöèè e11, e22, e12 è íàïðÿæåíèÿ σ11, σ22, σ12. Âåêòî-

ðû íàïðÿæåíèé σ  è äåôîðìàöèé ε  â òðåõìåðíîì ñîâìåùåííîì âåêòîðíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå äåâèàòîðîâ ñ îáùèì íåïîäâèæíûì ðåïåðîì }{ ke  èìåþò âèä:

).3,2,1(Ý, ==ε=σ kååS kkkk (14)

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Sk, Ýk, íàïðÿæåíèé ,σ  äåôîðìàöèé ε  è èõ ìîäóëè σ, ε
âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì:
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Ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèíèìàëîñü óñëîâèå íåñæèìàå-
ìîñòè e11 + e22 + e33 = 0 è ñ÷èòàëîñü, ÷òî σ33 = 0 [13, 14, 17−19].

Â ïóáëèêàöèÿõ [13, 14, 17−19] â êà÷åñòâå òðàåêòîðèé ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ èñ-
ñëåäîâàëèñü ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåííûå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé
êðèâèçíû â ïÿòèìåðíîì äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé À.À. Èëüþøèíà.
Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû ïî ñõåìå «æåñòêîãî íàãðóæåíèÿ».

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óêàçàííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîöåññîâ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçâèòûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé óïðóãîïëàñòè÷íîñòè [2, 4]
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çàäàííûìè ÿâëÿëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé (çàêîíîìåðíîñ-
òè èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè eij(t)), à òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé ïî-
ëó÷àëèñü â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåðìîïëàñòè÷-
íîñòè ïî çàäàííîé èñòîðèè èçìåíåíèÿ eij. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Â ñòàòüå [17] â êà÷åñòâå òðàåêòîðèé ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ èññëåäîâàëàñü íå-
àíàëèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òèïó «ïåñî÷íûå ÷àñû», ñîñòîÿùàÿ
èç ÷åòûðåõ ïðÿìîëèíåéíûõ êóñî÷íî-ëîìàíûõ ó÷àñòêîâ (ðèñ. 1):

− íà ïåðâîì ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå ðåàëèçîâûâàëîñü ïðîïîðöèîíàëüíîå êðó-
÷åíèå ïî êîîðäèíàòå Ý3 ïðè Ý1 = 0 äî çíà÷åíèÿ ;025,0Ý*

3 =
− íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ íà óãîë θ = 135°

ðåàëèçîâûâàëîñü êîìáèíèðîâàííîå ðàñòÿæåíèå ñ êðó÷åíèåì äî çíà÷åíèé 0Ý*
3 =  è

;025,0Ý*
1 =

− íà òðåòüåì ó÷àñòêå ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ íà óãîë θ = 135°
ïðè 025,0Ý*

1 =  îñóùåñòâëÿëîñü êðó÷åíèå äî ;025,0Ý*
3 =

− íà ÷åòâåðòîì ó÷àñòêå ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ âíîâü íà θ =
= 135° ðåàëèçîâûâàëîñü êîìáèíèðîâàííîå ñæàòèå ñ êðó÷åíèåì ñ ïðèõîäîì â íà÷à-
ëî êîîðäèíàò.

Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàëè 45 è ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû ìî-
äèôèöèðîâàííîé ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè ñ òðàíñëÿöèîííî-èçîòðîïíûì óïðî÷íåíè-
åì Þ.Ã. Êîðîòêèõ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1, 2.

Òàáëèöà 1
Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû ìîäåëè ÌÏÑ ñòàëè 45

K, ÌÏÀ G, ÌÏà C o
p, ÌÏà g1, ÌÏà g2 g3, ÌÏà g4 k1 k2 a

175000 80770 305 19000 224 1500 0 0 0 5

Òàáëèöà 2
Ìîäóëü ìîíîòîííîãî óïðî÷íåíèÿ q1 ñòàëè 45

q1, ÌÏà −23505 −17527 −8244 −982 5800 7892 3000 0 120 720
χ 0 0,00175 0,006 0,009 0,013 0,0165 0,02 0,03 0,05 0,08

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí îòêëèê íà ðåàëèçîâàííóþ òðàåêòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ â
âèäå òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé â ïëîñêîñòè S3S1 ñîâìåùåííîãî äåâèàòîðíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà E5.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ äëÿ äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ σ ~ s, õà-
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ðàêòåðèçóþùèõ ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè s ñëîæ-
íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 4, 5 ïðèâåäåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Öèôðàìè 1−4
íà ðèñ. 1−5 îáîçíà÷åíû òî÷êè íà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ ðåàëèçîâàííîé êó-
ñî÷íî-ëîìàíîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ òèïà «ïåñî÷íûå ÷àñû». Çäåñü è äàëåå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îòìå÷åíû òî÷êàìè, à ìîäåëüíûå ðàñ÷åòíûå äàííûå −
÷åðíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Êðàñíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû ðàñ÷åò-
íûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Àðìñòðîíãà − Ôðåäåðèêà −
Êàäàøåâè÷à (10).

Âèäíî êà÷åñòâåííîå è ïðèåìëåìîå äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ êîëè÷åñòâåííîå
ñîîòâåòñòâèå îïûòíûõ è ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé äåôîð-
ìèðîâàíèÿ òèïà «ïåñî÷íûå ÷àñû» ïî òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ òðàíñëÿöèîí-
íî-èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì Þ.Ã. Êîðîòêèõ, ÷òî ãîâîðèò î ïðàâèëüíîñòè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðîöåññà ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà è íàõîæäåíèÿ ìàòåðèàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ è ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïëàñòè÷íîñòè.
Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè áîëåå òî÷íî
îïèñûâàåò êèíåòèêó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî-
÷åê èçëîìà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷åì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïëàñòè÷-
íîñòè Þ.Ã. Êîðîòêèõ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Àðìñòðîíãà − Ôðåäåðèêà − Êàäà-
øåâè÷à.

Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè è ïðîâåðêè ïîñòóëàòà èçîòðî-
ïèè À.À. Èëüþøèíà áûëè ðàññìîòðåíû äâå ëîìàíûå íåòðèâèàëüíûå òðàåêòîðèè
äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå çåðêàëüíî îòîáðàæàþò äðóã äðóãà îòíîñèòåëüíî áèññåê-
òðèñû ïðÿìîãî óãëà íà ïëîñêîñòè Ý1Ý3 [18].
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Ïåðâàÿ èç äâóõ òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ (òðàåêòîðèÿ 1 íà ðèñ. 6) ñîñòîèò èç
äâóõ êóñî÷íî-ëîìàíûõ ó÷àñòêîâ:

− ïåðâûé èç ó÷àñòêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 0,02 ñ
öåíòðîì êðèâèçíû â òî÷êå À(0,02; 0), íà êîòîðîì ðåàëèçîâûâàëîñü êîìáèíèðîâàí-
íîå íàãðóæåíèå ðàñòÿæåíèåì ñ êðó÷åíèåì äî òî÷êè K(0,02; 0,02);

− íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ θ = 90° îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íàãðóæåíèå êðó÷åíèåì.

Â çåðêàëüíî îòîáðàæåííîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ (òðàåêòîðèÿ 2 íà ðèñ. 6):
− ïåðâûé èç ó÷àñòêîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 0,02 ñ

öåíòðîì êðèâèçíû â òî÷êå Â(0; 0,02), íà êîòîðîì ðåàëèçîâûâàëîñü ñîâìåñòíîå ðàñ-
òÿæåíèå ñ êðó÷åíèåì äî òî÷êè K(0,02; 0,02);

− íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ θ = 90° îñóùåñòâ-
ëÿëåòñÿ ïîñëåäóþùåå ìîíîòîííîå íàãðóæåíèå ðàñòÿæåíèåì.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è èõ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-
ìè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7−10 äëÿ ïåðâîé òðàåêòîðèè, à íà ðèñ. 11−14 äëÿ âòîðîé.

Íà ðèñ. 7 è 11 ïðèâåäåí îòêëèê íà ðåàëèçîâàííûå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ
(ñì. ðèñ. 6) â âèäå òðàåêòîðèé íàïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè ñîâìåùåííîãî äåâèàòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàïðÿæåíèé À.À. Èëüþøèíà.

Íà ðèñ. 8 è 12 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ äëÿ äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ ïî
òðàåêòîðèÿì 1 è 2. Âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ òèïîâ òðàåêòîðèé äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïîñòóëàò èçîòðîïèè À.À. Èëüþøèíà ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íî è ðàñ÷åòíûì ïóòåì.

Íà ðèñ. 9, 10 è 13, 14 ïðèâåäåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ
òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî òàêæå êà÷åñòâåííîå è êî-
ëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå îïûòíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ.

Â òðåòüåì ïðèìåðå [19] áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ
âèíòîâàÿ òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ñî ñìåùåííûì îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñ-
êîñòè Ý3Ý1 öåíòðîì êðèâèçíû (ðèñ. 15). Áûëî âûïîëíåíî ÷åòûðå âèòêà ïðè óâåëè-
÷èâàþùåìñÿ çíà÷åíèè Ý2. Ðàäèóñ êðèâèçíû ïðîåêöèè òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè
Ý2Ý1 ðàâåí 0,005, êîîðäèíàòû ïîëþñà Ð(0,005; 0), à øàã âèíòà â íàïðàâëåíèè Ý2 −
h = 0,0025 (ñì. ðèñ. 16−18). Öèôðàìè íà ðèñ. 16−25 îòìå÷åíû íà÷àëî ïåðâîãî è
ïîñëåäóþùèõ îáîðîòîâ âèíòà.

Íà ðèñ. 19−21 ïðîêàçàí îòêëèê íà ðåàëèçîâàííóþ òðàåêòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ
â âèäå òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé â ïëîñêîñòÿõ S2S1, S3S1, S2S3 ñîâìåùåííîãî äåâèà-
òîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E5.
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Íà ðèñ. 22 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ äëÿ äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ σ ~ s,
õàðàêòåðèçóþùèõ ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè s
ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

 Íà ðèñ. 23−25 ïðåäñòàâëåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Öèôðà-
ìè íà ðèñ. 19−25 îòìå÷åíû íà÷àëî ïåðâîãî è ïîñëåäóþùèõ îáîðîòîâ âèíòà.

Âèäíî êà÷åñòâåííîå è ïðèåìëåìîå äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ êîëè÷åñòâåííîå
ñîîòâåòñòâèå îïûòíûõ è ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé öèëèí-
äðè÷åñêîé âèíòîâîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñî ñìåùåííûì îò íà÷àëà êîîðäè-
íàò íà ïëîñêîñòè Ý3Ý1 öåíòðîì êðèâèçíû ïî òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ òðàíñëÿ-
öèîííî-èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì [2, 4], ÷òî ãîâîðèò î ïðàâèëüíîñòè ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïðîöåññà ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà è íàõîæäåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ è ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïëàñòè÷íîñòè. Íåêîòî-
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ðûå îòëè÷èÿ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìîæíî îáúÿñíèòü, ïî-âèäè-
ìîìó, íåòî÷íîñòÿìè ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà, à òàêæå òåì, ÷òî ïðè îáðà-
áîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèíèìàëîñü óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåî-
ðèè òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì è êèíåìàòè÷åñêèì óïðî÷íåíèåì Þ.Ã. Êîðîòêèõ [2, 4]
ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îïûòíûìè äàííûìè
ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâàíèþ ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó÷åñòè íà ïëîñ-
êèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàåêòîðèÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû.
Ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðàâèëüíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöè-
îííûõ ñòàëåé ïî ïðîèçâîëüíûì ïëîñêèì è ïðîñòðàíñòâåííûì òðàåêòîðèÿì äåôîð-
ìèðîâàíèÿ.
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MODELING COMPLEX PLASTIC DEFORMATION OF POLYCRYSTALLINE
STRUCTURAL ALLOYS ALONG PLANE AND SPATIAL TRAJECTORIES

OF ARBITRARY CURVATURE

Volkov I.A.1,2, Igumnov L.A.2, Tarasov I.S.1,
Shishulin D.N.2, Markova M.T.1

1Volga State University of Water Transport, Nizhni Novgorod, Russian Federation
2Research Institute of Mechanics University of Nizhni Novgorod,

Nizhni Novgorod, Russian Federation

Processes of complex plastic deformation of polycrystalline structural alloys along plane and spatial
trajectories of arbitrary curvature are considered. The modified version of Korotkikh's elastoplastic
state equations used in the present paper is based on the notion of yield surface and the principle of
gradientality of the plastic strain rate vector to the yield surface in the loading point. This version
of state equations reflects the main effects of elastoplastic deformation of materials for arbitrary
complex deformation trajectories. The modification of Korotkikh's theory of yield with kinematic
and isotropic hardening consists in using a different formulation of evolutionary equations for the
displacement of the coordinates of the yield surface center (the micro-stress tensor).
Special attention is paid to the issues of modeling the processes of elastoplastic deformation of
polycrystalline structural alloys for complex deformation processes accompanied by the rotation
of the main sites of stress and total and plastic strain tensors.
To assess the degree of reliability the scope of applicability of the defining relations of plasticity,
complex deformation of Steel 45 with a yield area along plane and spatial trajectories of arbitrary
curvature has been numerically analyzed:
− an “hourglass” plane piecewise-broken trajectory ;
− two plane trajectories symmetric relative to the right angle bisector in the form of a quarter-circle
and a straight part with a 90-degree kink of the trajectory;
− a spatial spiral trajectory with a biased curvature center.
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It is shown that the modified Korotkikh's model of plasticity qualitatively and quantitatively,
accurately enough for applied engineering purposes, describes the main effects of complex plastic
deformation of Steel 45 with a yield area loaded along plane and spatial trajectories of arbitrary
curvature.

Keywords: plasticity, complex loading, modeling, numerical and full-scale experiments, plane and
spatial deformation trajectories.


