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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîìïîíåíòîâ
äàò÷èêîâ èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé è
èõ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîìïî-
íåíòîâ äàò÷èêîâ èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå ìíîãîñëîéíîé ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç ïëàñòèíû, ïîäêðåïëåííîé íàáîðîì áàëîê ñ çàçîðàìè. Êîíòàêò-
íîå âçàèìîäåéñòâèå áàëî÷íî-ïëàñòèí÷àòîé ñòðóêòóðû èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ íåëèíåéíîé äèíàìèêè: ñòðîèëèñü ñèãíàëû, ôàçîâûå ïîðòðåòû,
Ôóðüå-ñïåêòðû, ïðèìåíÿëèñü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ è àíàëèç çíàêîâ ñòàð-
øèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Èçó÷åíî âëèÿíèå êîëè÷åñòâà ïîäêðåïëÿþùèõ
ðåáåð (îäíà, äâå èëè òðè áàëêè) íà õàðàêòåð êîëåáàíèé ýëåìåíòîâ. Âûÿâëåíû
çîíû ñèíõðîíèçàöèè è ïåðåìåæàåìîñòè ÷àñòîò. Äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ äîñ-
òèãíóòà ñîïîñòàâëåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè: ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ìåòîäîì Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà â  âûñ-
øèõ ïðèáëèæåíèÿõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, ìåòîäàìè òèïà   Ðóíãå −
Êóòòû ïî âðåìåíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîìåõàíè÷åñêèå äàò÷èêè èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè,
êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàñòèí è áàëîê, ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,
ìåòîä Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà, ìåòîä Ðóíãå − Êóòòû, âåéâëåò-àíàëèç.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû îäíèì èç íàèáîëåå èíòåíñèâíî è äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ
íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ìèêðîñèñòåìíàÿ òåõíèêà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ìèíèàòþðíûå
äàò÷èêè èíåðöèàëüíîé è âíåøíåé èíôîðìàöèè, ìèêðîäâèãàòåëè è ïðåîáðàçîâàòå-
ëè. Ñîâðåìåííûå ìèêðîìåõàíè÷åñêèå è ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ê êî-
òîðûì îòíîñÿòñÿ ìèêðîìåõàíè÷åñêèå ãèðîñêîïû (ÌÌÃ) è àêñåëåðîìåòðû (ÌÌÀ),
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çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò òðàäèöèîííûå ãèðîñêîïû ñ âðàùàþùèìñÿ ðîòîðîì ïî
ìàññîãàáàðèòíûì õàðàêòåðèñòèêàì, ïîêàçàòåëÿì ñåáåñòîèìîñòè è ýíåðãîïîòðåáëå-
íèÿ, ÷òî îáóñëîâèëî ïðèìåíåíèå ÌÌÃ è ÌÌÀ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïîäâèæíûõ
îáúåêòîâ − â íàâèãàöèîííîì îáîðóäîâàíèè, àâòîìîáèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè, âî-
åííîé òåõíèêå, àâèàñòðîåíèè è ðàêåòîñòðîåíèè [1−3]. Ïðè ýòîì äëÿ ïðåöèçèîííîãî
ïðèáîðîñòðîåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíîé è âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîâûøå-
íèÿ òî÷íîñòè ðàáîòû äàò÷èêîâ. Ðåøåíèå åå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè íîâûõ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â ñîçäàíèè òî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà, à òàêæå àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòåé ðàáî-
òû ïðèáîðà. Ñîâðåìåííûå òðåáîâàíèÿ ê ïðåöèçèîííûì äàò÷èêàì èíåðöèàëüíîé èí-
ôîðìàöèè è óñëîâèÿ èõ ýêñïëóàòàöèè îáóñëîâëèâàþò íåîáõîäèìîñòü ïðè èõ ïðîåê-
òèðîâàíèè ãëóáîêîãî, ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ îáîáùåíèÿ, èññëåäîâàíèÿ îñîáåííî-
ñòåé âëèÿíèÿ íà äèíàìèêó äàò÷èêà ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ è âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ. Ê òàêèì îñîáåííîñòÿì ñëåäóåò îòíåñòè âîçìîæ-
íîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ôåíîìåíà äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â ìèêðîìåõàíè÷åñêèõ
äàò÷èêàõ èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè (ÌÌÄÈÈ) (òî åñòü âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷åñ-
êîãî äâèæåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ÌÌÄÈÈ è, ñëåäîâàòåëüíî, õàîòè÷åñêîãî
âûõîäíîãî ñèãíàëà äàò÷èêà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì äåòåðìèíèðîâàííûõ
âíåøíèõ âîçìóùåíèé). Ýòîé òåìå â ïîñëåäíèå ãîäû ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñò-
âî èññëåäîâàíèé [4−6]. Â ïóáëèêàöèÿõ [7−13] ïðåäñòàâëåíû ðàçðàáîòêè ïî ìîäåëè-
ðîâàíèþ è àíàëèçó è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ íåëèíåéíûì äèíà-
ìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì (ÌÝÌÑ). Â ñòàòüå [14]
ïðèâåäåí îáçîð ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå ìèêðî-
ðåçîíàòîðîâ, âêëþ÷àÿ ÿâëåíèÿ ðåçîíàíñà, ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, àâòîêîëåáà-
íèé è ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûå âîçíèêàþò â ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèè. Ñðåäè ïðè÷èí,
êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ýôôåêòà äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â
âûõîäíîì ñèãíàëå äàò÷èêà, ìîæíî íàçâàòü âèáðàöèîííûå íàãðóçêè íà ÷óâñòâèòåëü-
íûé ýëåìåíò è íà êîðïóñ äàò÷èêà, íàëè÷èå ðåâåðñèâíûõ ñèñòåì òåðìîðåãóëèðîâà-
íèÿ, íåëèíåéíóþ ñèëó, âîçáóæäàþùóþ ïåðâè÷íûå êîëåáàíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëå-
ìåíòà è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî õàîòè÷åñêèé âûõîäíîé ñèãíàë äëÿ äàò÷èêîâ èíåðöèàëü-
íîé èíôîðìàöèè âîîáùå è äëÿ ÌÌÄÈÈ â ÷àñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåæåëàòåëü-
íûì ÿâëåíèåì, è óæå íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèå âíåøíèå
óñëîâèÿ ýêñïëóàòàöèè è äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ, à òàêæå êàêèå ñî÷åòàíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ÌÌÄÈÈ ìîãóò ïðèâåñòè ê õàîòèçàöèè âûõîäíîãî ñèãíàëà äàò÷èêà. Ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè èññëåäîâàíèè è ðàçðàáîòêå ÌÌÄÈÈ ïðèìå-
íåíèå ìåòîäîâ íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé â ÌÌÄÈÈ è èõ êîìïîíåíòàõ ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì â ýëåêòðîííîé òåõíèêå, â ïðèáîðàõ ñèñòåì íàâèãà-
öèè, â ÷àñòíîñòè â ãèðîñêîïàõ (ñëîèñòûå ïëîñêèå ìèêðîìåõàíè÷åñêèå àêñåëåðî-
ìåòðû), ÿâëÿåòñÿ ïëàñòèíà, ïîäêðåïëåííàÿ ðåáðàìè æåñòêîñòè â âèäå áàëîê [15].
Äèíàìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ ïðè íàëè÷èè ìàëûõ çàçîðîâ ìåæäó ïëàñòèíîé è áàëêà-
ìè âûçûâàþò õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ïîýòîìó âàæåí âîïðîñ ó÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñëîåâ è âëèÿíèÿ êîëè÷å-
ñòâà ïîäêðåïëÿþùèõ ðåáåð æåñòêîñòè íà óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé [16, 17].

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ðàññìîòðåíû òðè çàäà÷è: 1) ïëàñòè-
íà ïîäêðåïëåíà îäíîé áàëêîé, ðàñïîëîæåííîé ïî öåíòðó ïëàñòèíû, 2) ïëàñòèíà
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ïîäêðåïëåíà äâóìÿ áàëêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ïëàñòèíû, 3) ïëàñòèíà ïîäêðåïëåíà òðåìÿ áàëêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïëàñòèíû. Â õîäå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé âûÿâëåíî,
÷òî â ðåçóëüòàòå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðîèñõîäÿò
õàîòè÷åñêè ñ óòðîåíèåì ïåðèîäà. Âïåðâûå áûëî îáíàðóæåíî ÿâëåíèå õàîòè÷åñêîé
ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè è ïåðåìåæàåìîñòè ÷àñòîò äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê èññëåäîâàòåëÿìè, òàê è
êîíñòðóêòîðàìè ÌÌÄÈÈ, ïðèìåíÿåìûõ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðåöèçèîííîé òåõ-
íèêè êîñìè÷åñêîãî è àâèàöèîííîãî íàçíà÷åíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé è êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãîñëîéíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòèíó, ïîä-
êðåïëåííóþ íàáîðîì áàëîê (îäíîé, äâóìÿ è òðåìÿ). Ìåæäó ïëàñòèíîé è áàëêàìè
èìåþòñÿ ìàëûå çàçîðû (ðèñ. 1).

Âåðõíèé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàñòèíó, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
òèïà Æåðìåí − Ëàãðàíæà, à íèæíèé ñëîé − íàáîð ïàðàëëåëüíûõ áàëîê Ýéëåðà − Áåð-
íóëëè. Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ ïî ìîäåëè Âèíêëåðà. Ïëàñòèíà è
áàëêè èçîòðîïíûå, èõ ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ â
áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû:
ïëàñòèíà ïîäêðåïëåíà òðåìÿ áàëêàìè (a) è îäíîé áàëêîé (á)
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w, wi − ôóíêöèè ïðîãèáîâ ïëàñòèíû è áàëîê (i = 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâåííî; K − êîýô-
ôèöèåíò æåñòêîñòè òðàíñâåðñàëüíîãî îáæàòèÿ ñòðóêòóðû â çîíå êîíòàêòà; hk − çà-
çîð ìåæäó ñëîÿìè; t − âðåìÿ; ε − êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ; μ = 0,3 − êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà; Px(x, t) = p0sin ωpt − ïðîäîëüíàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ïëàñòèíó. Ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðèâåäåíà ê áåçðàçìåðíîìó âèäó îáû÷íûì îáðàçîì [19].

Èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: øàðíèðíîå îïèðàíèå ïî êîíòóðó ïëàñòèíû è
øàðíèðíî-îïåðòàÿ áàëêà è íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ê ýòèì óñëîâèÿì äîáàâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû äðóã â äðóãà.

Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ïîäêðåïëÿþùèõ áàëîê â ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðå
âîçìîæíû ðàçëè÷íûå çàäà÷è:

1) ïëàñòèíà ïîäêðåïëåíà îäíîé áàëêîé (i = 1) ïî öåíòðó ( y = 0,5), â ýòîì ñëó÷àå
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áóäåò ñîñòîÿòü èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1);

2) ïëàñòèíà ïîäêðåïëåíà äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè áàëêàìè (i = 2) íà ñèììåòðè÷-
íîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ( y = 0,35 è y = 0,65);

3) ïëàñòèíà ïîäêðåïëåíà òðåìÿ ïàðàëëåëüíûìè áàëêàìè (i = 3) íà ñèììåòðè÷-
íîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà ïëàñòèíû ( y = 0,25, y = 0,5 è y = 0,75).

Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà â âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ. Ôóíêöèè w,
w1, w2, w3, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè, ïðèáëèæåííî àïïðîêñèìèðóåì âûðàæåíèÿìè â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è îò êîîðäèíàò:

.3,2,1),()(),,()(
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Ôóíêöèè ϕkj(x, y) è ϕk
i (x) â ôîðìóëå (2) âûáèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè áûëè

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è óäîâëåòâîðÿëè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì,
÷òî ϕkj(x, y) = sin (kπx)sin ( jπy) è ϕk

i(x) = sin (kπx). Êîýôôèöèåíòû Akj(t) è Ak
i (t)

ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïðèìåíèì ìåòîä Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà â
âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ è ïîëó÷èì ñèñòåìó èç (N2 + iN1) óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé âðåìåíè. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñèñòåìå çàâèñèò îò
êîëè÷åñòâà áàëîê è ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû (2). Ñèñòåìó óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ñâîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äàëåå çàäà÷è Êîøè äëÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøàþòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû
4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè.

Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé íåëèíåéíàÿ, òî ðåøèòü åå àíàëèòè÷åñêè íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì è âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ïîäòâåðæ-
äåíèÿ äîñòîâåðíîñòè áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ðàçíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè: ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ àïïðîêñèìà-
öèåé 0(h2), 0(h4), 0(h6) è ìåòîäîì Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà â âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, ìåòîäàìè òèïà Ðóíãå − Êóòòû 4-ãî, 6-ãî, 8-ãî ïîðÿä-
êîâ òî÷íîñòè ïî âðåìåíè [20, 21].

Äàëåå àíàëèç ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ íå-
ëèíåéíîé äèíàìèêè è êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: äëÿ êàæ-
äîãî ñëîÿ ìåõàíè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñòðîèëèñü ñèãíàëû, ôàçîâûå ïîðòðåòû, Ôóðüå-
ñïåêòðû, ïðèìåíÿëèñü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ è àíàëèç çíàêîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà. Òàê êàê â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò òî÷íîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ïîêàçà-
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òåëåé Ëÿïóíîâà, â öåëÿõ èñêëþ÷åíèÿ ÷èñëåííîé ïîãðåøíîñòè è óñòàíîâëåíèÿ èñ-
òèííîñòè õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ òðè ìåòîäà: ìåòîä Êàíöà, ìåòîä Âîëü-
ôà è ìåòîä Ðîçåíøòåéíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíàêîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Èçó÷åíèå ôà-
çîâîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè ìåõàíè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðîâîäèòñÿ íà
áàçå âåéâëåò-àíàëèçà. Ôàçîâàÿ õàîòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèñõîäèò
çàõâàò ôàç õàîòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ íà ñèíõðîíèçèðîâàííûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ [22],
â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäû ýòèõ ñèãíàëîâ îñòàþòñÿ íå ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì, òî
åñòü ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè. Çàõâàò ôàç âëå÷åò çà ñîáîé ñîâïàäåíèå ÷àñòîò ñèãíàëîâ.

2. Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàñòèíû, ïîäêðåïëåííîé áàëêàìè

Èññëåäóåì õàðàêòåð ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîäêðåïëåííîé íàáîðîì áà-
ëîê ïëàñòèíû â çàâèñèìîñòè îò èõ êîëè÷åñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó ïëàñòèíîé
è áàëêàìè èìååòñÿ çàçîð hk = 0,1. Íà ïëàñòèíó äåéñòâóåò çíàêîïåðåìåííàÿ ïðîäîëü-
íàÿ íàãðóçêà Px(x, t) = p0sin ωpt, ãäå ωp = 5 − ÷àñòîòà, áëèçêàÿ ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ïëàñòèíû. Çàäàäèì çíà÷åíèå ïðîãèáà ïëàñòèíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè w = 0,001.

Â ñëó÷àå ïîäêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû îäíîé áàëêîé ïðè äåéñòâèè ïðîäîëüíîé íà-
ãðóçêè ñ àìïëèòóäîé p0 = 0,1 ïëàñòèíà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà ÷à-
ñòîòå ωp = 5. Ïðè ýòîì áàëêà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Äàëåå ïðè èíòåíñèâíîñ-
òè ïðîäîëüíîé íàãðóçêè, íà÷èíàÿ ñ p0 = 0,15, ïëàñòèíà è áàëêà âñòóïàþò â êîíòàêò-
íîå âçàèìîäåéñòâèå (ðèñ. 2a). Ïðè ýòîì õàðàêòåð êîëåáàíèé ïëàñòèíû è áàëêè ñòà-
íîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì ñ óòðîåííûì ïåðèîäîì, òî åñòü êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íà òðåõ
÷àñòîòàõ: ωp /3 = 1,67, 2ωp /3 = 3,33, ωp = 5 (ðèñ. 2á).

Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû è áàëêè ïðè àìïëèòóäå p0 = 0,15:
ñîâìåñòíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû è áàëêè (à); ñïåêòð ìîùíîñòè Ôóðüå (á);
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Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ ïëàñòèíû è áàëêè, âû÷èñëåííûå òðåìÿ ìå-
òîäàìè, îêàçàëèñü ïîëîæèòåëüíûìè, ÷òî óêàçûâàåò íà õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñ-
òåìû. Ôàçîâûé ïîðòðåò ïëàñòèíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðàííûé àòòðàêòîð, à ôàçî-
âûé ïîðòðåò áàëêè − ñïëîøíîå ïÿòíî. Â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðîèñõîäèò
õàîòè÷åñêàÿ ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû 2ωp /3 = 3,33.
Íà ãðàôèêå ðàçíîñòè ôàç òåìíûì öâåòîì âûäåëåíû ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ ñèíõðîíè-
çèðóþòñÿ êîëåáàíèÿ (ðèñ. 2â), íàáëþäàþòñÿ çîíû âêëþ÷åíèÿ/âûêëþ÷åíèÿ ñèíõðî-
íèçàöèè, òî åñòü ÿâëåíèå ïåðåìåæàåìîñòè. Äëÿ ïëàñòèíû äîìèíèðóþùåé ÷àñòîòîé
êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ωp = 5.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû íàãðóçêè äî âåëè÷èíû p0 = 0,65 ïðèâîäèò ê
ïåðåñòðîéêå ñèñòåìû, ñèãíàëû êîëåáàíèé âêëàäûâàþòñÿ äðóã â äðóãà. Ñïåêòðû ìîù-
íîñòè ïëàñòèíû è áàëêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïëîøíûå ïüåäåñòàëû, ôàçîâûå ïîðò-
ðåòû − ñèíõðîíèçèðîâàííûå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû, ïðè÷åì íà ôàçîâîì ïîðòðåòå
ïëàñòèíû ïîÿâëÿåòñÿ ïåòëÿ. Ïîñëåäóþùåå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû íàãðóçêè ïðèâî-
äèò ê ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåìû â äèàïàçîíå ÷àñòîò ω ∈ [4,5; 7] è íà ÷àñòîòå
ωp /3 = 1,67.

Â ñëó÷àå ïîäêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû äâóìÿ èëè òðåìÿ áàëêàìè ïðè äåéñòâèè ïðî-
äîëüíîé íàãðóçêè ñ àìïëèòóäîé p0 = 0,10145 ïðîèñõîäèò èõ ïåðâîå êàñàíèå â îò-
äåëüíûå ìîìåíû âðåìåíè. Êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ñòàíîâÿòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè íà ÷àñ-
òîòå ωp = 5, íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ïîëó÷åí ýëëèïñ. Áàëêè ñîâåðøàþò íåïðîäîëæè-
òåëüíûå ïî âðåìåíè ñèíõðîííûå êîëåáàíèÿ, ïîñëå ÷åãî êîëåáàíèÿ çàòóõàþò. Ïðè
ïðîäîëüíîé íàãðóçêå p0 = 0,125 íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðî-
èñõîäèò êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàñòèíû è áàëîê, êîëåáàíèÿ êîòîðûõ ñèí-
õðîííûå. Õàðàêòåð êîëåáàíèé ïëàñòèíêè è áàëîê õàîòè÷åñêèé ñ óòðîåíèåì ïåðèî-
äà  ωp /3 = 1,67, 2ωp /3 = 3,33, ωp = 5. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ïëàñòèíû è áàëîê ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñòðàííûå àòòðàêòîðû ñ âûðàæåííîé ìíîãîîáîðîòíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé, ïðè ýòîì íà 2D âåéâëåò-ñïåêòðàõ ïðèñóòñòâóþò çîíû ïåðåìåæàåìîñòè ÷àñòîò.
Ñòàðøèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà èìåþò ïîëîæèòåëüíûå çíàêè, ÷òî òàêæå ïîäòâåðæ-
äàåò íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ïðîäîëüíîì íàãðóæåíèè ïëàñòèíû ïðè íàëè÷èè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïëàñòèíû è áàëîê êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ õàîòè÷åñêèìè, ïðè ýòîì ìîæíî âû-
äåëèòü òðè äîìèíèðóþùèå ÷àñòîòû: ωp /3 = 1,67, 2ωp /3 = 3,33, ωp = 5. Äëÿ âñåõ òðåõ
çàäà÷ íàáëþäàþòñÿ çîíû âêëþ÷åíèÿ/âûêëþ÷åíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, òî åñòü ÿâëåíèå
ïåðåìåæàåìîñòè.
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PARAMETRIC OSCILLATIONS AND CONTACT INTERACTION
 IN THE COMPONENTS OF MICROMECHANICAL SENSORS

OF INERTIAL INFORMATION

Yakovleva T.V.1,2, Krysko A.V.1,2, Kruzhilin V.S.1, Krysko V.A.1

1Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov, Russian Federation
2The National Research Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian Federation

The paper considers constructing a mathematical model of components of inertial information
transducers, accounting for parametric oscillations and their contact interaction. A mathematical
model of components of inertial information transducers is presented in the form of a multilayered
system, consisting of a plate stiffened with a set of spaced beams. Contact interaction of the beam-
plate structure is analyzed using the methods of nonlinear dynamics: signals, phase portraits and
Fourier-specters were constructed, wavelet-transforms and the analysis of the signs of the greatest
of Lyapunov indices were used. The effects of the number of stiffening ribs (one, two and three
beams) on the character of oscillations of the elements is studied. Zones of synchronization and
intermittence of frequencies are found. The adequacy of the solution is corroborated by comparing
the results obtained using various numerical methods: finite difference method and Bubnov − Galerkin
method with higher approximations along the spatial coordinate, Runge − Kutta-type time methods.

Keywords: micromechanical sensors of inertial information, contact interaction of plates and beams,
parametric oscillations, Bubnov − Galerkin method, Runge − Kutta method, wavelet analysis.


