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Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà íà îñíî-
âå äàííûõ àêóñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ, âûçâàí-
íûõ ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê âíåøíåé ãðàíè. Íåèçâåñòíûìè
ñ÷èòàëèñü ôóíêöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè íåîäíîðîäíîé
ïîëÿðèçàöèè öèëèíäðà â ñëó÷àå, êîãäà ìîäóëè óïðóãîñòè íåïîëÿðèçîâàííîé
êåðàìèêè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí-
ôîðìàöèè èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñìåùåíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â çàäàííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ïîäõîä íà îñíîâå ïðîåêöèîííûõ ñõåì è
ìåòîäà àëãåáðàèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü èñêîìûå ôóíêöèè-õàðàêòå-
ðèñòèêè â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé. Èñêîìûå êî-
ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé îïðåäåëÿëèñü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëàáîé ïîñòàíîâêè
çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðîèëëþñòðèðîâàíû âû÷èñëè-
òåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîóïðóãîñòü, ïüåçîêåðàìèêà, ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíûé ïüåçîìàòåðèàë, íåîäíîðîäíûé öèëèíäð, îáðàòíûå çàäà÷è, ìåòîä
àëãåáðàèçàöèè.

Ââåäåíèå

Àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé â ñîâðåìåííûõ
òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ âëå÷åò çà ñîáîé ðàçâèòèå ìîäåëåé ýëåêòðî-
óïðóãèõ òåë [1]. Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíûå ïüåçîìàòåðèàëû (ÔÃÏ), ñâîéñòâà êîòîðûõ íåïðåðûâíî èçìåíÿþòñÿ
îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò èçãîòàâëèâàòü ÔÃÏ
ñî çíà÷èòåëüíûìè äèàïàçîíàìè èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ, ââèäó ÷åãî ñóùåñòâåííóþ çíà÷èìîñòü ïðèîáðåòàåò ñîçäàíèå íîâûõ ìåòî-
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äèê èõ èäåíòèôèêàöèè ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê èçãîòîâëåííûõ ìàòåðèà-
ëîâ ñ ðàñ÷åòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé ýëåìåíò öèëèíäðè÷åñ-
êîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïüåçîýëåìåíòîâ è øèðî-
êî èñïîëüçóåòñÿ â àêóñòè÷åñêîì îáîðóäîâàíèè [2]. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïüåçîêåðà-
ìè÷åñêèõ öèëèíäðîâ çà÷àñòóþ ïðèáåãàþò ê èñïîëüçîâàíèþ îäíîðîäíûõ ìîäåëåé
[3], â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê-êîíñòàíò äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî ðàçâèòû [4].

Îäíàêî ïðè èçó÷åíèè ÔÃÏ ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè íåïðèìåíèìû, è òðåáóåòñÿ
ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îò êîîð-
äèíàò. Èññëåäîâàíèþ ÔÃÏ ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Íà-
ïðèìåð, â ñòàòüå [5] ïðîâåäåí àíàëèç ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è äèíàìè÷åñêîãî îòêëè-
êà íà èìïóëüñíóþ íàãðóçêó öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé èç ÔÃÏ. Íà îñíîâå ïðèíöèïà
Ãàìèëüòîíà âûâåäåíû óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé èç ÔÃÏ è äëÿ
îïèñàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èñïîëüçîâàíî îäíî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Íà îñ-
íîâå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ôîðì êîëåáàíèé ïàíåëåé è ïðîâåñòè àíàëèç âëèÿ-
íèÿ íåîäíîðîäíîñòåé íà íèõ. Â [6] ðàçðàáîòàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷å-
òà âëèÿíèÿ âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèêëàäûâàåìîãî ê ïîëîìó öè-
ëèíäðó èç ÔÃÏ, ñâîéñòâà êîòîðîãî ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó, íà ìåõàíè÷åñêèé îòêëèê. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âèäà íåîäíîðîä-
íîñòè ìàòåðèàëà è âåëè÷èíû íàãðóçîê ïëàñòè÷åñêèå çîíû ìîãóò âîçíèêàòü íà âíåø-
íåé, âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà, à òàêæå è íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ îäíî-
âðåìåííî.

Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê ÔÃÏ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
àêòóàëüíîé è ïðè ýòîì ñëàáîèçó÷åííîé îáëàñòüþ íàóêè. Ñòàòüè [7−9] ïîñâÿùåíû
èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé è ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé.
Â íèõ íà îñíîâå àíàëèçà àêóñòè÷åñêîãî îòêëèêà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îáúåêòà ïðè
âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé è ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ óäàåòñÿ
îïðåäåëÿòü ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåê-
òîâ. Â ñòàòüÿõ [9, 10] ó÷òåí âîçìîæíûé ýôôåêò çàòóõàíèÿ â èññëåäóåìûõ ïüåçîïîëè-
ìåðàõ íà îñíîâå òåîðèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé.

Ïðåäñòàâëåííûå â ïóáëèêàöèÿõ [7−12] ïîäõîäû íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåàðèçà-
öèè è ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ïðîöåäóð [13−16] äîñòàòî÷íî õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäî-
âàëè, îäíàêî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé. Ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè â
ïðåäñòàâëåííûõ ïîäõîäàõ òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ ðåñóðñîåìêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðàñ÷åòàìè [17]. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ðàçðàáîòêà ìåòîäèê, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëÿòü õàðàêòåðèñòèêè ÔÃÏ,
èñïîëüçóÿ äîñòóïíûå â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñõåìû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èäåíòè-
ôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíä-
ðà ñ íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèåé â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè íà îñíîâå àíàëèçà óñ-
òàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêîé. Ïðè ýòîì ìîäóëè
óïðóãîñòè äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè è òðåáóåòñÿ îï-
ðåäåëèòü çàêîíû èçìåíåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êàê ôóíêöèè ðàäè-
àëüíîé êîîðäèíàòû. Íà ïðàêòèêå èçìåíåíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÷àùå âñåãî ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííûì è íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ
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ïîëÿðèçàöèè è õàðàêòåðà åå ìîíîòîííîñòè (âîçðàñòàíèå, óáûâàíèå). Äëÿ ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ñìåùå-
íèÿ è èñêîìûõ ôóíêöèé-õàðàêòåðèñòèê ïî ñèñòåìàì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíê-
öèé. Â ðåçóëüòàòå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óäàåòñÿ âîññòàíàâëèâàòü â
êëàññå ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ïðåäñòàâëåí íàáîð âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
èäåíòèôèêàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Àíàëîãè÷íî ïîñòàíîâêå, ïðèâåäåííîé â [10], ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ îñå-
ñèììåòðè÷íûå ðàäèàëüíûå êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ñïëîøíîãî êðóãîâîãî íåîäíî-
ðîäíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà ðàäèóñîì à ñ ðàäèàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé (â
íàïðàâëåíèè r). Ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà íåýëåêòðîäèðîâàíà, ê íåé ïðèëîæåíà íîð-
ìàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ íàãðóçêà p. Êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ íîðìàëüíîé ìåõàíè-
÷åñêîé íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà [18]. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä [1]:
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (1)−(5) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σrr, σθθ − êîìïîíåí-
òû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; ur − ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñìåùåíèÿ; Dr − ðàäè-
àëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; ω − ÷àñòîòà êîëåáàíèé; ϕ −
ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; C11, C13, C33 − ìîäóëè óïðóãîñòè äëÿ íåïîëÿðèçî-
âàííîé êåðàìèêè; e31, e33 − ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè; ý33 − äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû C11, C13, C33 è e31, e33 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàäèàëüíîé
êîîðäèíàòû è, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè èëè íåïðåðûâíûìè,
÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñëîèñòîé è ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîé ñòðóêòóð ìàòåðèàëà
ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3), ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷èì,
÷òî Dr = 0. Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, âîçìîæíî èñêëþ÷èòü ýëåêòðè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë èç ñîîòíîøåíèé äëÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé (4). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) ìîæíî çàïè-
ñàòü îòíîñèòåëüíî ur:
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Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåé âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðà-
ìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè: ξ = r/a, κ2 = ρω2a2/C33(a), U = ur /a, B1(ξ) = C *

11(ξ)/C33(a),
B2(ξ) = C *

13(ξ)/C33(a), B3(ξ) = C *
33(ξ)/C33(a). Â èòîãå ïîëó÷èì ïîñòàíîâêó çàäà÷è (8),

(9) â áåçðàçìåðíîé ôîðìå:
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Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè, âõîäÿùèå â ïîñòàíîâêó (10), (11), ÿâëÿþòñÿ
ïåðåìåííûìè, ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñìåùåíèÿ ïî èçâåñò-
íûì ìåõàíè÷åñêèì è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ìîæíî îñóùåñòâèòü
ëèøü ÷èñëåííî, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíè-
òåëüíî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå â íóëå:

.0),0( =κU (12)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïîñòàíîâêå îáðàòíîé çàäà÷è íåèçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ âñå
òðè ôóíêöèè óæåñòî÷åííûõ ìîäóëåé B1(ξ), B2(ξ) è B3(ξ), îäíàêî îäíîâðåìåííî îïðå-
äåëèòü èõ èç îäíîãî ýêñïåðèìåíòà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ñòàòüÿõ [7−9]
áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ äâóõ ìåõàíè÷åñêèõ è ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñòåðæíåé è äâóìåðíûõ îáëàñòåé èç äâóõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ − ïðè ìåõàíè÷åñêîì è ýëåêòðè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Â äàííîì ñëó÷àå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè C11, C13, C33 äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè è äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ý33 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè è òðåáóåòñÿ îï-
ðåäåëèòü ôóíêöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê e31, e33. Ïðåäñòàâèì âûðàæå-
íèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ óæåñòî÷åííûå ìîäóëè, â âèäå:
B1(ξ) = G11(ξ) + H 2

1(ξ), B2(ξ) = G13(ξ) + H1(ξ)H2(ξ), B3(ξ) = G33(ξ) + H 2
2(ξ), ãäå

G11(ξ) = C11(ξ)/C33(a), G13(ξ) = C13(ξ)/C33(a) è G33(ξ) = C33(ξ)/C33(a) − èçâåñòíûå
ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïîëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè,
H 2

1(ξ) = E 2
1(ξ)/C33(a) è H2

2(ξ) = E 2
2(ξ)/C33(a) − íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþ-

ùèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè. Â ðå-
çóëüòàòå çàïèøåì ïîñòàíîâêó (10), (11) â âèäå:
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,0),0( =κU (14)
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ G11(ξ), G13(ξ) è G33(ξ) îïðåäåëèòü
ôóíêöèè H1(ξ), H2(ξ) è U(ξ, κ), óäîâëåòâîðÿþùèå (13)−(15), ïî äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â çàäàííîì
äèàïàçîíå ÷àñòîò:

].,[),(),1( 21 κκ∈κκ=κ fU (16)

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé, äëÿ
ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàíåå èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå ïîäõî-
äû [7−9] íà îñíîâå ëèíåàðèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ. Â äàííîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâå ôóíêöèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èç îäíîãî
ýêñïåðèìåíòà ïðè ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé
çàäà÷è (13)−(16) ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîèçâåñòè ðå-
ãóëÿðèçàöèþ çà ñ÷åò ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà íåèçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äî íåêîòîðûõ
çàäàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Â ïðèâåäåííîì èññëåäîâàíèè ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäèêè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è ïðèìåíåí ìåòîä Ãàëåðêèíà [19].

2. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèîííîé ìåòîäèêè (ìåòîäà àëãåáðàèçàöèè) ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è (13)−(16) ñôîðìóëèðóåì åå ñëàáóþ ïîñòàíîâêó [20]. Äëÿ ýòîãî â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêàëÿðíî óìíîæèì óðàâíåíèå (13) íà ïðîèçâîëüíóþ íå-
ïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ V, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (14). Ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

+
ξ⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

ξ
ξ+∫ d

dVUHHG
d
dUH

1

0
2113

2
2 )()(1

).1(22
1112113 )()( VdVUUHG

d
dUHHG =ξ⎥

⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξκ−

ξ
++

ξ
++ (17)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ôóíêöèé ϕn è ψm,
ïðè÷åì ôóíêöèè ϕn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (14). Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è (12)−(16) áóäåì èñêàòü â âèäå:
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ãäå )2()1( è jj CC  − ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à êîýôôèöèåíòû ai çàâèñÿò îò ÷àñòîòû
êîëåáàíèé κ.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëîæåíèÿ (18) â ñîîòíîøåíèå (17), ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ
åãî ëåâîé ÷àñòè ïî ïåðåìåííûì U è V è âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèè V = ϕn, ,,1 Nn =
ïîëó÷èì ñèñòåìó N ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ai(κ) óðàâíåíèé, îá-
ùèé âèä êîòîðîé âûãëÿäèò òàê:

,,1,,1,)1(),(
1

)2()1( MjNnCCAa
N

i
njjini ==ϕ=κ∑

=
(19)

)( ,, )2()1( κjjin CCA  − êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ., )2()1(
jj CC

Çàòåì ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (19) ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ ai(κ). Ïîñëå èõ íàõîæäåíèÿ è ïîäñòàíîâêè â ðàçëîæåíèå (18) ïîëó÷àåòñÿ âûðà-
æåíèå äëÿ ,,,, )( )2()1(

jj CCU κξ  çàâèñÿùåå îò ÷àñòîòû κ è íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ
,,1,, )2()1( MjCC jj =  êîòîðîå çàòåì ïîäñòàâëÿåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (16)

îáðàòíîé çàäà÷è. Âûáèðàÿ íàáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ,2,1 )( Mmm =κ  èç óñëîâèÿ
(16) ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 2M íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 4M îòíîñèòåëüíî
íàáîðà èç 2M êîýôôèöèåíòîâ

.2,1,,1),(,,,1 )( )2()1( MmMjfCCU mjj ==κ=κ (20)

Ïî íàéäåííûì èç ñèñòåìû (20) êîýôôèöèåíòàì 
)2()1( , jj CC  îïðåäåëÿþòñÿ èñêî-

ìûå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè H1(ξ) è H2(ξ), õàðàêòåðèçóþùèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà.

3. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâ-
ëåíèþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè. Êàê
áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, â ýêñïåðèìåíòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìîíîòîííûå ôóíêöèè è
îñíîâíîé öåëüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿëîñü îïðåäåëåíèå óðîâíÿ íåîäíî-
ðîäíîé ïîëÿðèçàöèè ïî òîëùèíå öèëèíäðà è îïðåäåëåíèå õàðàêòåðà åå ìîíîòîííî-
ñòè (âîçðàñòàíèå, óáûâàíèå).

Ïðè ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕn â
ðàçëîæåíèè (18) âûáèðàëèñü ôóíêöèè ϕn(ξ) = ξn, ,,1 Nn =  óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ (14). Ïàðàìåòð N âûáèðàëñÿ ðàâíûì 2. Â òàêîì ñëó÷àå äîñòèãàëàñü äîñòàòî÷-
íàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, ïðè ýòîì íå óñëîæíÿëàñü ÷ðåçìåðíî çàäà÷à
ðåøåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé H1(ξ) è H2(ξ) äàæå
â êëàññå ëèíåéíûõ èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé (ïðè M = 2) íåîáõîäèìî ðå-
øàòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (20) ïîðÿäêà 4M = 8, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàòü ïðåä-
ëîæåííûé ïîäõîä â äâóõñòóïåí÷àòóþ ïðîöåäóðó:

1) íà ïåðâîì øàãå âîññòàíàâëèâàëàñü ôóíêöèÿ H1(ξ) â âèäå H1(ξ) = C 1
(1)ψ1(ξ) +

+ C 2
(1)ψ2(ξ), à ôóíêöèÿ H2(ξ) − â êëàññå êîíñòàíò: H2(ξ) = C 1

(2);
2) íà âòîðîì øàãå âîññòàíàâëèâàëàñü ôóíêöèÿ H1(ξ) â êëàññå êîíñòàíò: H1(ξ) =

= C 1
(1), à ôóíêöèÿ H2(ξ) − â âèäå H2(ξ) = C 1

(2)ψ1(ξ) + C 2
(2)ψ2(ξ).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ðàññìàòðèâàåìûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óäàåòñÿ ñíèçèòü
äî 3M = 6 è óïðîñòèòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ. Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå èäåíòè-
ôèêàöèè âûðàæåíèÿ â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿ-
öèè ïðåîáðàçîâûâàëèñü ê âèäó ëèíåéíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå è ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì
îáðàòíîé çàäà÷è.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî
ïîäõîäà. ×àñòîòíûé äèàïàçîí âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ âûáèðàëñÿ äî ïåðâîé ðåçî-
íàíñíîé ÷àñòîòû [κ1, κ2] = [0, 3]. Îòìåòèì, ÷òî åãî âûáîð íå îêàçûâàë ñóùåñòâåííî-
ãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåäóðó ðåêîíñòðóêöèè.

Ï ð è ì å ð  1. Âîññòàíîâëåíèå âîçðàñòàþùèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé H1(ξ) = 0,4(1 +
+ 0,5ξ) è H2(ξ) = 1 + 0,25ξ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè òî÷íûõ ðåøåíèé (ñïëîø-
íûå ëèíèè) è âîññòàíîâëåííûõ ôóíêöèé (òî÷êè). Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ äëÿ H1 íå ïðåâîñõîäèò 2,5%, äëÿ H2 − 10%.

Ï ð è ì å ð  2. Âîññòàíîâëåíèå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíê-
öèé H1(ξ) = 0,3(1 + 0,5ξ2) è H2(ξ) = 1,3(1 + 0,25ξ2). Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
òî÷íûõ ðåøåíèé (ñïëîøíûå ëèíèè) è âîññòàíîâëåííûõ ôóíêöèé (òî÷êè).

Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé

H1

0,35

0,40

0,45

0,55

0,50

0,60

0         0,2      0,4      0,6      0,8       ξ

H2

0,8

0,9

1,0

1,2

1,1

0        0,2       0,4      0,6       0,8         ξ

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé

H1

0,25

0,30

0,35

0,40

0       0,2       0,4       0,6      0,8         ξ

H2

1,1

1,2

1,3

1,5

1,4

1,6

0        0,2       0,4       0,6       0,8         ξ
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Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ H1 íå ïðåâîñõîäèò 12%, äëÿ
H2 − 8%.

Ï ð è ì å ð  3. Âîññòàíîâëåíèå ìîíîòîííî óáûâàþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé
H1(ξ) = 0,5(1 − 0,5ξ2) è H2(ξ) = 1,5(1 − 0,25ξ2). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
òî÷íûõ ðåøåíèé (ñïëîøíûå ëèíèè) è âîññòàíîâëåííûõ ôóíêöèé (òî÷êè). Îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ H1 íå ïðåâîñõîäèò 11,5%, äëÿ H2 − 8%.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðåçóëüòà-
òû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ óðîâíÿ è õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê öèëèíäðè-
÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ èç ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ïüåçîêîìïîçè-
òîâ, ïðè íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè.
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IDENTIFICATION OF INHOMOGENEOUS CHARACTERISTICS
OF FUNCTIONALLY GRADED PIEZO-POLYMERIC ROD

Bogachev I.V.1, Vatulyan A.O.1,2

1Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russian Federation
2Vladikavkaz Scientific Center of the RAS, Vladikavkaz, Russian Federation

The inverse problem of determining the piezoelectric characteristics of a functional gradient
piezoceramic cylinder based on acoustic analysis of steady-state oscillations caused by a mechanical
load is considered. The problem consisted in identification of unknown functions of the piezoelectric
characteristics with nonuniform polarization of the cylinder in the case when the elastic moduli of
unpolarized ceramics are known. As additional information, the values of the displacement function
at some point of the surface of the cylinder in a given frequency range were used. To solve the
inverse problem, a special approach based on projection schemes and the method of algebraization
is proposed. This approach makes it possible to determine the unknown function-characteristics in
the form of expansions with respect to systems of independent functions. The required coefficients
of the expansions were determined from the corresponding systems of linear and nonlinear equations
obtained using the weak formulation of the problem. The results of solving the inverse problem are
illustrated by computational experiments.

Keywords: electroelasticity, piezoceramics, functionally graded piezoelectric material, inhomogeneous
cylinder, inverse problems, method of algebraization.


