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Â ïðèáëèæåíèè Êàðìàíà ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ãèáêèõ ñëîèñòî-âîëîêíèñòûõ ñòåðæíåé ìàëîé êðèâèçíû è
íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû. Ñòåðæíè ñîñòîÿò èç äâóõ ïîÿñîâ íåñóùèõ ñëîåâ (ïî-
ëîê), ñîåäèíåííûõ òîíêîé ñòåíêîé. Â ðàìêàõ ìîäåëè Òèìîøåíêî ó÷èòûâàåòñÿ
îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå ñòåíêè ñäâèãó â åå ïëîñêîñòè. Íåñóùèå ñëîè àð-
ìèðóþòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, à ïîëêè óñèëèâàþòñÿ ïåðåêðåñòíî â ñâîåé
ïëîñêîñòè èëè ïðîäîëüíî. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíòîâ êîì-
ïîçèöèè îïèñûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî
òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ ñõåìà «êðåñò». Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äèíà-
ìè÷åñêîãî èçãèáíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îäíîðîäíûõ è êîìïîçèòíûõ, ïðÿìî-
ëèíåéíûõ è èñêðèâëåííûõ ïëîñêèõ ñòåðæíåé äâóòàâðîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå-
÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóçîê âçðûâíîãî òèïà. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ èçãèáà òàêèõ êîíñòðóêöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèåìëåìîé íå òîëüêî
äëÿ ðàñ÷åòà ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ, íî è îäíîðîäíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ñëîèñòûõ
ñòåðæíåé, èìåþùèõ óíèôèöèðîâàííûå ïðîêàòíûå ïðîôèëè òèïà äâóòàâðîâ.
Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûå äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé ñòðóê-
òóðû àðìèðîâàíèÿ ñòåíêè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûìè â ñëó÷àå èñêðèâ-
ëåííûõ ñòåðæíåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äèíàìè÷åñêîå íåóïðóãîå ïîâåäåíèå èñ-
êðèâëåííûõ ñòåðæíåé çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåé ïîïåðå÷íîé
íàãðóçêè âçðûâíîãî òèïà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîèñòûå èñêðèâëåííûå ñòåðæíè, àðìèðîâàíèå, ìîäåëü
Òèìîøåíêî, ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, èçãèáíîå äåôîðìèðîâàíèå, òåî-
ðèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, èçîòðîïíîå óïðî÷íåíèå, äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè,
ñõåìà «êðåñò».

Ââåäåíèå

Êîìïîçèòíûå êîíñòðóêöèè âñå áîëåå øèðîêî âíåäðÿþòñÿ â àâèà- è ñóäîñòðî-
åíèè [1−3], ïðè÷åì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå òîíêîñòåííûå êîìïîçèòíûå ýëå-
ìåíòû òèïà ïëàñòèí, èñêðèâëåííûõ ïàíåëåé è îáîëî÷åê, êàê ïðàâèëî, ïîäêðåïëÿ-
þòñÿ ñèëîâûì ñòåðæíåâûì íàáîðîì [4, 5], êîòîðûé òàêæå ìîæåò áûòü âûïîëíåí èç
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êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñîãëàñíî ïðîâåäåííûì ðàíåå èññëåäîâàíèÿì, ðàöèîíàëü-
íûìè ÿâëÿþòñÿ òîíêîñòåííûå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé ñòðóê-
òóðû [5−8], ïîýòîìó àêòóàëüíà ïðîáëåìà àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ [6, 9−15].

Ñîâðåìåííûå èíæåíåðíûå èçäåëèÿ, îñîáåííî àýðîêîñìè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ,
èñïûòûâàþò èíòåíñèâíîå íàãðóæåíèå, ïðè êîòîðîì ìàòåðèàëû äåôîðìèðóþòñÿ
íåóïðóãî. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïåðâûé ïëàí âûñòóïàåò ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ êîìïîçèòíûõ
êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå ïðÿìîëèíåéíûõ è êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ ýëåìåí-
òîâ ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû. Ýòà ïðîáëåìà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàõîäèòñÿ
â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè. Â ÷àñòíîñòè, â [7, 8, 16] ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû ñòàòè-
÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ àðìèðîâàííûõ áàëîê. Îñî-
áåííîñòü ýòèõ èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå
êëàññè÷åñêîé òåîðèè, â ðàìêàõ êîòîðîé íå ó÷èòûâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå ñäâèãè. Îäíà-
êî â [13] ñ èñïîëüçîâàíèåì äåôîðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè èçãèáíîãî êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñëîèñòî-
âîëîêíèñòûõ áàëîê íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îñëàáëåííîå
ñîïðîòèâëåíèå èõ ñòåíîê ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì. Äèíàìè÷åñêîå óïðóãîïëàñòè÷åñêîå
(â ðàìêàõ òåîðèè òå÷åíèÿ) ïîâåäåíèå ìíîãîñëîéíûõ áàëîê èññëåäîâàëîñü â [6, 9],
ãäå ïîïåðå÷íûå ñäâèãè ó÷èòûâàëèñü íà áàçå ãèïîòåçû ëîìàíîé ëèíèè è â ðàìêàõ
ïåðâîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî. Â [14] ìîäåëèðîâàëîñü óïðóãîïëàñòè÷åñêîå
äåôîðìèðîâàíèå ïðÿìîëèíåéíûõ ïðîäîëüíî-àðìèðîâàííûõ áàëîê-ñòåíîê, ïðè÷åì
èõ îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå ïîïåðå÷íûì ñäâèãàì ó÷èòûâàëîñü â ðàìêàõ äâóõ
âàðèàíòîâ òåîðèè Òèìîøåíêî. Â [15] èçó÷àëîñü äèíàìè÷åñêîå íåóïðóãîå ïîâåäå-
íèå ïðÿìîëèíåéíûõ ãèáêèõ áàëîê íåðåãóëÿðíîé ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû,
ïîïåðå÷íûå ñäâèãè â òîíêèõ ñòåíêàõ òàêèõ êîíñòðóêöèé ó÷èòûâàëèñü â ðàìêàõ ïåð-
âîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî. Ïðè ýòîì â [14, 15] äëÿ ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçè-
öèè èñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ
èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èñêðèâëåí-
íûõ ñëîèñòî-âîëîêíèñòûõ ñòåðæíåé íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íûõ
ñäâèãîâ â èõ ñòåíêàõ, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå êîìïîíåíòîâ êîìïîçè-
öèè êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òåîðèè Ïðàíäòëÿ − Ðåéññà − Õèëëà [17].
Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà «êðåñò».

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðàñ÷åòà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûå èëè èñêðèâëåííûå â ïëîñêîñòè 0x1x2  ñòåðæ-
íè äëèíîé L, èìåþùèå ñëîèñòóþ íåðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 1). Ñëîè êîíòàêòè-
ðóþò áåç îòðûâà è ïðîñêàëüçûâàíèÿ, èçãîòîâëåíû èç îäíîðîäíûõ êîíñòðóêöèîí-
íûõ ìàòåðèàëîâ èëè êâàçèîäíîðîäíî àðìèðîâàíû.

Íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ òðåáîâàíèé ðàöèîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èçãèáàå-
ìûõ ñòåðæíåé [5, 8, 13, 15, 18] ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òàêèå êîíñòðóêöèè ñîñòîÿò èç
äâóõ ïîÿñîâ íåñóùèõ ñëîåâ (ïîëîê), êîòîðûå ñîåäèíåíû ñòåíêîé. Óñëîâèìñÿ íàçû-
âàòü ñòåíêó ñëîåì ñ íîìåðîì m = 0. Ïîëêè íàä ñòåíêîé ïðîíóìåðóåì ñíèçó ââåðõ:
1 ≤ m ≤ M (+), à ïîëêè, ðàñïîëîæåííûå íèæå ñòåíêè, − ñâåðõó âíèç: −M (−) ≤ m ≤ −1
(M (−) > 0), ãäå m − íîìåð ñëîÿ, M (−) è M (+) − êîëè÷åñòâî ïîëîê ïîä è íàä ñòåíêîé. Íà
ðèñ. 2à èçîáðàæåíî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïÿòèñëîéíîãî ñòåðæíÿ (M (±) = 2), ïðè÷åì
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ñòåíêà è íåñóùèå ñëîè ñ íîìåðàìè m = −1 è m = 2 àðìèðîâàíû. Íà ðèñ. 2á,â ïðèâå-
äåíû ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ òðåõñëîéíûõ (M(±) = 1) ñòåðæíåé, ïðè÷åì íà ðèñ. 2â íåñó-
ùèå ñëîè (m = ±1) àðìèðîâàíû.

Ñâÿæåì ñî ñòåðæíåì îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò xi òàê, ÷òîáû êîîðäè-
íàòà x1 áûëà ïðîäîëüíîé, êîîðäèíàòà x2 íàïðàâëåíà ïî âûñîòå (ñì. ðèñ. 1 è ðèñ. 2à),
à öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü x1x3 (x2 = 0) ñîâïàäàëà ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ
ñòåíêè (m = 0). Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè 0x1x2 (ñì. ðèñ. 2), â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî èçãèáíîå äåôîðìèðîâàíèå.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H << L << R, ãäå H − âûñîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ (ñì.
ðèñ. 2à); R − ðàäèóñ êðèâèçíû îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè (íà ðèñ. 1â íå èçîáðàæåí), òî
åñòü èññëåäóþòñÿ èñêðèâëåííûå â ïëîñêîñòè 0x1x2 ñòåðæíè ìàëîé êðèâèçíû, â ñèëó
÷åãî ñòðåëà ïîäúåìà  f (ñì. ðèñ. 1â) íå äîëæíà ïðåâûøàòü L /5. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè-
êó â ïëîñêîñòè 0x1x2 ìîæíî ïðèáëèæåííî îòîæäåñòâèòü ñ ìåòðèêîé â ïðÿìîóãîëü-
íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1à,á).

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì [13, 15], êîãäà ïîïåðå÷-
íîå ñå÷åíèå m-ãî ñëîÿ − ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ðàçìåðàìè bm , hm , −M (−) ≤ m ≤ M (+)  (ñì.
ðèñ. 2à), ãäå bm , hm  − øèðèíà è òîëùèíà ñëîÿ; ïðè m = 0 ïîä h0 = 2h ïîíèìàåì
âûñîòó ñòåíêè, à ïîä b0 − åå òîëùèíó. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òîëùèíà ïî-
ëîê ìíîãî ìåíüøå âûñîòû ñòåíêè, à øèðèíà ïîëîê (íåñóùèõ ñëîåâ) ñóùåñòâåííî
áîëüøå òîëùèíû ñòåíêè:
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L

x2
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0

Ðèñ. 1. Ñëîèñòûå ñòåðæíè íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìè êîíöàìè:
à − ïðÿìîëèíåéíûé ñ ïðîäîëüíûì àðìèðîâàíèåì ñòåíêè; á − ïðÿìîëèíåéíûé

ñ ïåðåêðåñòíûì àðìèðîâàíèåì ñòåíêè; â − èñêðèâëåííûé ñ íåàðìèðîâàííîé ñòåíêîé
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Ðèñ. 2. Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ñëîèñòîé áàëêè:
à − ïðîèçâîëüíîé ïÿòèñëîéíîé ñòðóêòóðû ñ àðìèðîâàííûìè âíåøíèìè ñëîÿìè

è ñòåíêîé; á − äâóòàâðîâîé îäíîðîäíîé; â − äâóòàâðîâîé ñ àðìèðîâàííûìè ïîëêàìè
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øèðèíà ïîëîê íå ñëèøêîì áîëüøàÿ è ñîïîñòàâèìà ñ âûñîòîé ñòåíêè:

,0,,2 )()(
0 ≠≤≤−=≈ +− mMmMhhbm

òî åñòü ðàññìàòðèâàåìûå ñëîèñòûå êîíñòðóêöèè íå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó òîíêîñòåí-
íûõ ñòåðæíåé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà bm >> h0, −M (−) ≤ m ≤ M (+),
m ≠ 0 [19]. Óêàçàííûì óñëîâèÿì îòâå÷àþò, íàïðèìåð, ïðîêàòíûå äâóòàâðîâûå è
òàâðîâûå ïðîôèëè [18].

Èçãèá ñòåðæíåé â ïëîñêîñòè 0x1x3 è êðó÷åíèå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òî åñòü ðå-
øåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x3.

Ó÷åò îñëàáëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñòåíêè ñëîèñòîãî ñòåðæíÿ ïîïåðå÷íîìó ñäâè-
ãó áóäåì îñóùåñòâëÿòü â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî [19], ïîýòîìó äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè ïåðåìåùåíèé ui è ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè ε12 èñïîëüçóåì ôîðìóëû [15, 19]:

),,(),(),,(),(),( 121211 txwtutxxtxutu =θ−= xx

,0,0},,{),,(),(),(2),(2 11111111212 ≥≤≤∈θ−∂=ε≡ε tLxxxtxtxwtxt xx
(1)

ãäå w − ïðîãèá; u − ïåðåìåùåíèå òî÷åê îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè (x2 = 0) â íàïðàâëå-
íèè x1; θ − óãîë ðîòàöèè ïëîñêîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîêðóã îñè x3; t − âðåìÿ; 1∂  −
îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå x1.

Ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è áóäåì ó÷èòûâàòü â ïðèáëèæåíèè Êàðìà-
íà, òî åñòü äåôîðìàöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, à ïîâîðîòû ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé −
çíà÷èòåëüíûìè. Â ñèëó ýòîãî ñ ó÷åòîì (1) ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ â èñêðèâëåííîì
ñòåðæíå îïðåäåëÿåòñÿ òàê [19]:
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1121111 )( ≥≤≤∂++θ∂−∂=ε tLxtxw

xR
txwtxxtxutx (2)

Êàæäûé m-é ñëîé ìîæåò áûòü àðìèðîâàí K (m) ñåìåéñòâàìè âîëîêîí ñ ïëîòíîñ-
òÿìè àðìèðîâàíèÿ 

)(m
kω  (1 ≤ k ≤ K (m)), îòíîñèòåëüíîå îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ìàòå-

ðèàëà ñâÿçóþùåãî )(
0
mω  â ïðåäåëàõ ðåïðåçåíòàòèâíîé ÿ÷åéêè êîìïîçèöèè âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå [20]:
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Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè îïèñûâàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè Ïðàíäòëÿ − Ðåéññà − Õèëëà [17]. Ñîãëàñíî òðàäèöèîííûì ñïîñîáàì àð-
ìèðîâàíèÿ [7, 8], ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåñóùèå ñëîè óñèëåíû òîëüêî â ïðîäîëüíîì
íàïðàâëåíèè x1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
ïîëêàõ ðåàëèçóåòñÿ îäíîîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå è îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå
â íèõ èìååò âèä [14, 15]:

,0,, )()()(
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)(
11

)(
11 ≠≤≤−ε=σ +− mMmMa mmm && (4)

ãäå )(
11

)(
11 , mm εσ  − îñðåäíåííûå îñåâûå íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ â êîìïîçèöèè m-ãî

ñëîÿ )(
11( mε  âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2)); 

)(
11

ma  − ïðèâåäåííàÿ ïðîäîëüíàÿ ýôôåêòèâ-
íàÿ «æåñòêîñòü» êîìïîçèöèè m-ãî íåñóùåãî ñëîÿ (ïîäðîáíîå åå îïðåäåëåíèå ïðè-
âåäåíî â [14, 15]); òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t.



441

Ñòåíêà ñëîèñòîãî ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü ïåðåêðåñòíî óñèëåíà â ïëîñêîñòè 0x1x2,
ïðè÷åì íàïðàâëåíèÿ àðìèðîâàíèÿ k-ì ñåìåéñòâîì âîëîêîí õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëîì
ϕk, îòñ÷èòûâàåìûì îò ïðîäîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ x1 (ðèñ. 3). Ïðè ýòîì â ñòåíêå (m = 0)
ðåàëèçóåòñÿ îáîáùåííîå ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, è îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê [14, 15]:

,0,||,, 1212
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)0(
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)0(

11
)0(
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)0(

11 Lxhxaaaa ≤≤≤ε+ε=σε+ε=σ &&&&&& (5)

ãäå 
)0(

12σ  − îñðåäíåííîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â êîìïîçèöèè ñòåíêè; 
)0(

ija  − ïðèâå-
äåííûå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè «æåñòêîñòè» êîìïîçèöèè ñòåíêè, ñïîñîá âû-
÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåí â [14, 15].

Ê êèíåìàòè÷åñêèì (1), (2) è îïðåäåëÿþùèì (4), (5) ñîîòíîøåíèÿì ñëåäóåò äî-
áàâèòü óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ãèáêîãî èñêðèâëåííîãî ñòåðæíÿ, êî-
òîðûå â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ Êàðìàíà ïðèíèìàþò âèä [19]:
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ãäå ñ ó÷åòîì (3)−(5)

,),(,),( 2
)0(

120
)0(

12112
)(

1111111
0

)(

)(
∫∫∫∑ ∫∫∫∫
−−=

σ=σ=σ=σ=
+

−

h

hS

M

Mm S

m

S

dxbdStxFdSdStxF
m

,,),(
)(

)(

)(

)(

)(

)(

)()(
12

)(
11211111 ∑ ∑∫∫∑ ∫∫∫∫

+

−

+

−

+

− −= −=−=

ρ=ρ=σ=σ=
M

Mm

M

Mm
m

m

S

m
M

Mm S

m

S

SdSRdSxdSxtxM
mm

(7)

∑ ∑∑∫∫
+

−

+

−−=

+−

=−=

≤≤−ωρ=ρρ=ρ=
)(

)(

)()(

)(
,,, )()(

0

)()()()(
2

)(
2

)(
2

M

Mm

K

k

m
k

m
k

m
M

Mm

m
m

m

S

m MmMxSdSxR
m

m

p − ðàñïðåäåëåííàÿ ïîãîííàÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ ïî íîðìàëè ê äåôîð-
ìèðîâàííîé îñè ñòåðæíÿ (íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ñëó÷àé p = −q = const); F11, F12 −
ïðîäîëüíàÿ è ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëû; M11 − èçãèáàþùèé ìîìåíò; S − ïëîùàäü ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ; Sm = bmhm − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ m-ãî ñëîÿ;

)(m
kρ  − îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà k-é ôàçû êîìïîçèöèè m-ãî ñëîÿ; 
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2
mx  − îðäè-

íàòà öåíòðà òÿæåñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ m-ãî ñëîÿ.
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x3
 = x3

(k)

x2
(k)

x1
(k)

ϕk

ϕk

Ðèñ. 3. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ àðìàòóðîé k-ãî ñåìåéñòâà â ñòåíêå
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Äëÿ îäíîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî îáùåèç-
âåñòíû [9, 14, 15, 19].

×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ íà îñíîâå ÿâíîé ñõåìû «êðåñò», êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â [14, 15].

2. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ èññëåäóåì äèíàìè÷åñêîå èçãèáíîå ïîâåäå-
íèå òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé ñ æåñòêî çàêðåïëåííûìè êîíöàìè, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñ. 1 è èìåþùèõ äëèíó L = 2 ì. Ñòåðæíè ìîãóò áûòü êàê ïðÿìîëèíåéíûìè (ñì.
ðèñ. 1à,á), òàê è èñêðèâëåííûìè (ñì. ðèñ. 1â) ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé (R = const). Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàäèóñ êðèâèçíû îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè R ñâÿçàí ñî ñòðåëîé
ïîäúåìà f ñîîòíîøåíèåì

.,
5

0,
2
)2/( 22

RLLf
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fLR <<≤≤
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= (8)

Äëÿ èçîãíóòûõ ñòåðæíåé â ðàñ÷åòàõ ïðèìåì f = 30 ñì, ïîýòîìó, ñîãëàñíî (8),
ïðè L = 2 ì òàêèå òðåõñëîéíûå ñòåðæíè äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìàëóþ êðèâèçíó.

Ñëîè ñòåðæíåé èçãîòîâëåíû èç íèçêîïðî÷íîãî àëþìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÄÌ èëè
ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèòîì, ñîñòîÿùèì èç ýòîãî ñïëàâà (â êà÷åñòâå ñâÿçóþùåãî), óñèëåí-
íîãî âîëîêíàìè áîðà èëè ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À.

Ìåõàíè÷åñêîå óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè ïðè
àêòèâíîì íàãðóæåíèè îïèñûâàåòñÿ áèëèíåéíîé äèàãðàììîé ðàñòÿæåíèÿ − ñæàòèÿ [17]:
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k εσ  − îñåâûå íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ k-ãî êîìïîíåíòà êîìïîçèöèè â
m-ì ñëîå; 
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k EE  − ìîäóëè Þíãà è ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ òîãî æå ìàòåðèàëà;
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ks
m
ks εσ  − ïðåäåë òåêó÷åñòè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äåôîðìàöèÿ òîãî æå ìàòåðè-

àëà.
Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñëîèñòûõ ñòåðæíåé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ãäå ν − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
a − ñêîðîñòü çâóêà ./ )( ρ= Ea  Âîëîêíà áîðà ÿâëÿþòñÿ óïðóãî-õðóïêèìè [20], ïî-
ýòîìó çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ Es äëÿ íèõ íå óêàçàíî.

Òàáëèöà 1
Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè [20]

Ìàòåðèàë ρ, êã/ì3 ν σs, ÌÏà E, ÃÏà Es, ÃÏà a, ì/ñ
Àëþìèíèåâûé ñïëàâ ÀÄÌ 2710 0,3 30 71 0,143 5119
Ñòàëüíàÿ ïðîâîëîêà Ó8À 7800 0,31 3968 210 6,973 5188
Âîëîêíà áîðà (B) 2550 0,23 3200 410 − 12680

Íà ñòåðæíè äåéñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (ñì. (6)), âûçâàííàÿ ïðèõîäîì
âîçäóøíîé âçðûâíîé âîëíû [21]:
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tmax − ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé âíåøíÿÿ íàãðóçêà p(t) äîñòèãàåò ïî ìîäóëþ ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ | pmax|; tmin −  ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì íàãðóçêà p(t) ïî
ìîäóëþ ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ | pmax| (ôîðìóëà (11) ñîîò-
âåòñòâóåò ñëó÷àþ p(tmin) = 0,01pmax). Íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç
[21] â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî tmax = 0,1 ìñ è tmin = 2 ìñ.

Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ñëîåâ èññëåäóåìûõ òðåõñëîéíûõ (M (±) = 1) ñòåðæíåé (ñì.
ðèñ. 2á,â) èìåþò ðàçìåðû

,100,4,8,2,5,2,183 ìììììììì 111100 ====== −− bbhhbh (12)

ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðíûì ðàçìåðàì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äâóòàâðîâîãî ïðî-
êàòíîãî ïðîôèëÿ ¹20 [18].

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ñòåðæíåé x1
ââîäèëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì Δx1 = L/200 = 1 ñì, à øàã ïî âðåìåíè τ âûáè-
ðàëñÿ ðàâíûì 0,2 ìêñ. Ïðè òàêîé äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñ-
òîé÷èâîñòè ñõåìû «êðåñò» [6, 9] (Δx1/τ > a) âûïîëíÿåòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûì çàïàñîì
äëÿ âñåõ ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 1, à çíà÷èò, íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ îäíîðîäíûõ è êîìïîçèòíûõ ñòåðæ-
íåé, èçãîòîâëåííûõ èç ýòèõ ìàòåðèàëîâ [14, 15].

Íà ðèñ. 4 è 5 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè w*(t) = w(L/2, t), òî åñòü îñöèëëÿöèè
öåíòðàëüíûõ ñå÷åíèé ñòåðæíåé (x1 = L/2) â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè x2 (ñì. ðèñ. 1).
Êðèâûå 1, 2 è 1′ íà ýòèõ ðèñóíêàõ ðàññ÷èòàíû äëÿ èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé ñî ñòðå-
ëîé ïîäúåìà f = 30 ñì (ñì. (8)), à ëèíèè 3 − äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåõñëîéíûõ ñòåðæ-
íåé ( f = 0). Êðèâûå 1 è 1′ ïîëó÷åíû ïðè pmax = −2,5 ÌÍ/ì (ñì. (10)) è îïðåäåëåíû
ïî òåîðèè Òèìîøåíêî è êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàñ÷åò âûïîëíÿëñÿ ïî ÷èñëåííîé ñõåìå, ïîñòðîåííîé â
[16], ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (7) çà èñêëþ÷åíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåðåçûâàþùåé ñè-
ëû F12. Êðèâûå 2 îïðåäåëåíû ïðè pmax = 2,5 ÌÍ/ì, à ëèíèè 3 − ïðè pmax = 1,3 ÌÍ/ì.

Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé w*(t), ðàññ÷èòàííûõ ïî òåîðèè Òèìîøåíêî è êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè, äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé ïðîâîäèëîñü â [15], ïîýòîìó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êðèâûå íà ðèñ. 4 è 5 íå èçîáðàæåíû. Êðîìå òîãî, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü
ýòè ðèñóíêè, íà íèõ íå ïðèâåäåíû ãðàôèêè w*(t), ïîëó÷åííûå ïî êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè äëÿ èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé ïðè pmax = 2,5 ÌÍ/ì.

Íà ðèñ. 4à èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè w*(t), îïðåäåëåííûå äëÿ òðåõñëîéíûõ îä-
íîðîäíûõ ñòåðæíåé èç àëþìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÄÌ. Ñðàâíåíèå êðèâûõ 1 è 1′ íà
ýòîì ðèñóíêå ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïî÷òè âäâîå çàíèæàåò çíà÷åíèå
ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ïðîãèáà èñêðèâëåííîãî ñòåðæíÿ ïðè pmax = −2,5 ÌÍ/ì.
Ïðèìåðíî íàñòîëüêî æå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ çàíèæàåò òó æå âåëè÷èíó è ïðè pmax =
= 2,5 ÌÍ/ì, à òàêæå è â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî òðåõñëîéíîãî ñòåðæíÿ [15]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìîé äëÿ ðàñ÷åòà
äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äàæå îäíîðîäíûõ
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ïðÿìîëèíåéíûõ è èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé íåðåãóëÿðíîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðû, â òîì
÷èñëå èìåþùèõ ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ â âèäå óíèôèöèðîâàííûõ ïðîêàòíûõ ïðîôè-
ëåé òèïà äâóòàâðîâ (ñì. (12)).

Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè èçãèáå ñëîèñòûõ ñòåðæíåé â ïåðâóþ î÷åðåäü
íåîáõîäèìî óñèëèâàòü èõ íåñóùèå ñëîè [7, 8], ïîýòîìó íà ðèñ. 4á èçîáðàæåíû çàâè-
ñèìîñòè w*(t), ðàññ÷èòàííûå â ñëó÷àå àðìèðîâàíèÿ ïîëîê àëþìèíèåâûõ ñòåðæíåé
ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À (K (±1) = 1, K (0) = 0). Îáà íåñóùèõ ñëîÿ óñèëåíû ñ îäèíà-
êîâîé ïëîòíîñòüþ àðìèðîâàíèÿ ,5,0)1(

1 =ω ±  ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíîå îáúåìíîå ñî-
äåðæàíèå ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â ïîëêàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3).

Ñîïîñòàâëåíèå êðèâûõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè íà ðèñ. 4à è á ñâèäåòåëüñòâó-
åò î òîì, ÷òî àðìèðîâàíèå ïîëîê òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííîìó (áîëåå ÷åì â äâà ðàçà äëÿ èçîãíóòûõ êîíñòðóêöèé) óìåíüøåíèþ èõ
ïîäàòëèâîñòè.

Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå äèíàìè÷åñêîé ïîäàòëèâîñòè òàêèõ êîìïîçèòíûõ ñòåð-
æíåé âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò àðìèðîâàíèÿ èõ ñòåíîê (ïðè ñîõðàíåíèè ãåîìåòðèè
ñëîåâ è ïëîòíîñòåé àðìèðîâàíèÿ ïîëîê). Ïîëàãàåì, ÷òî îáå ïîëêè àëþìèíèåâûõ
òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé àðìèðîâàíû ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À ñ ïðåæíåé ïëîò-
íîñòüþ ,5,0)1(

1 =ω ±  à èõ ñòåíêè ìîãóò áûòü àðìèðîâàíû ïî-ðàçíîìó. Íà ðèñ. 5à ïðè-
âåäåíû çàâèñèìîñòè w*(t), ðàññ÷èòàííûå äëÿ ñòåðæíåé, ñòåíêè êîòîðûõ óñèëåíû îä-
íèì (K (0) = 1) ñåìåéñòâîì ïðîâîëîêè Ó8À, óëîæåííûì â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè
x1 (ϕ1 = 0; ñì. ðèñ. 1à è ðèñ. 3) ñ ïëîòíîñòüþ àðìèðîâàíèÿ ,5,0)0(

1 =ω  à íà ðèñ. 5á
èçîáðàæåíû òå æå çàâèñèìîñòè, îïðåäåëåííûå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòåíêà àðìèðî-
âàíà ïåðåêðåñòíî äâóìÿ (K (0) = 2) ñåìåéñòâàìè òîé æå ïðîâîëîêè ñ ïëîòíîñòÿìè

25,0)0(
2

)0(
1 =ω=ω  ïî íàïðàâëåíèÿì ϕ1 = −ϕ2 = π/4 (ñì. ðèñ. 1á è ðèñ. 3) − îðòîãî-

íàëüíîå óãëîâîå àðìèðîâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðèñ. 5à,á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ äëÿ òðåõñëîéíûõ êîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé, ðàñõîä àðìàòóðû â êîòîðûõ îäè-
íàêîâ. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî ïåðåêðåñòíîå óãëîâîå àðìèðîâàíèå ñòåíîê òðåõñëîé-
íûõ ñòåðæíåé (ñì. ðèñ. 1á) òðàäèöèîííî ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ èõ îñëàá-
ëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó [18].

Ñîïîñòàâëåíèå êðèâûõ 1 è 1′ íà ðèñ. 5 è ðèñ. 4á ïîêàçûâàåò, ÷òî íå òîëüêî äëÿ
îäíîðîäíûõ òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé (ñì. ðèñ. 4à), íî è äëÿ êîìïîçèòíûõ èñêðèâëåí-
íûõ ñòåðæíåé êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìîé äëÿ
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ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
èõ ïîâåäåíèÿ äàæå â ñëó÷àå ïåðåêðåñòíîãî àðìèðîâàíèÿ èõ ñòåíîê (ñì. ðèñ. 5á).

Ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé çàâèñèìîñòåé w*(t), ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êðèâûì 3 è 1, 2 íà ðèñ. 4 è 5, ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îíè ïðèìåðíî îäèíà-
êîâû, îäíàêî ëèíèè 3 ðàññ÷èòàíû ïðè pmax = 1,3 ÌÍ/ì, à êðèâûå 1 è 2 − ïðè | pmax | =
= 2,5 ÌÍ/ì, òî åñòü ïðè âíåøíåé íàãðóçêå ïî÷òè âäâîå áîëüøåé ïî ìîäóëþ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äàæå ìàëîå èñêðèâëåíèå îäíîðîäíûõ è êîìïîçèòíûõ ñëîèñòûõ ñòåðæíåé
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ èõ ïîäàòëèâîñòè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëå-
íèè.

Åñëè èçìåíèòü íàïðàâëåíèå íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê ïðÿìîëèíåéíîìó ñëîèñ-
òîìó ñòåðæíþ (ñì. ðèñ. 1à,á), òî åãî äèíàìè÷åñêèé îòêëèê êà÷åñòâåííî íå èçìåíèò-
ñÿ. Òàê, ïðè pmax = −1,3 ÌÍ/ì äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ
ñòðóêòóðàõ èõ àðìèðîâàíèÿ è ãåîìåòðèè çàâèñèìîñòè w*(t) áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñî-
áîé çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå (îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè w* = 0) êðèâûõ 3,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 4 è 5. Ñðàâíåíèå æå êðèâûõ 1 è 2 íà ýòèõ ðèñóíêàõ ñâèäå-
òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ñëó÷àå èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé äèíàìè÷åñêèé îòêëèê òàêèõ
êîíñòðóêöèé çàâèñèò îò òîãî, êàêîé çíàê èìååò ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà p(t). Ýòî ñêà-
çûâàåòñÿ êàê íà ÷àñòîòå, òàê è íà àìïëèòóäå êîëåáàíèé è âûçâàíî íàêîïëåíèåì îñ-
òàòî÷íûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ ðàçíûõ çíàêîâ.

Íà ðèñ. 5 è ðèñ. 4á îò÷åòëèâî íàáëþäàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå |w*|, ñîîòâåòñòâóþùåå
ïåðâîìó ëîêàëüíîìó ýêñòðåìóìó (ïðè t > 0) íà êðèâûõ 1 è 2, ñóùåñòâåííî áîëüøå,
÷åì â ïîñëåäóþùèõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìàõ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ïåðâîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàâèñèìîñòè w*(t) â ñòåíêàõ êîìïî-
çèòíûõ ñòåðæíåé âîçíèêàåò âòîðè÷íàÿ ïëàñòè÷íîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà, ÷òî
ïðèâîäèò ê çàìåòíîé äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè òàêèõ êîíñòðóêöèé.

Ñðàâíåíèå êðèâûõ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè íà ðèñ. 5 è ðèñ. 4á ïîêàçûâàåò, ÷òî
àðìèðîâàíèå ñòåíêè òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó
óìåíüøåíèþ èõ äèíàìè÷åñêîé ïîäàòëèâîñòè. Îäíàêî ýôôåêò îò òàêîãî òèïà àðìè-
ðîâàíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì ðàíåå ýòî íàáëþäàëîñü
ïðè àðìèðîâàíèè ïîëîê (ñð. êðèâûå 1−3 íà ðèñ. 4à è á).

Ñîïîñòàâëåíèå ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé w*(t) äëÿ êðèâûõ 3, èçîáðà-
æåííûõ íà ðèñ. 5à è á, äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ òðåõñëîéíûõ ñòåðæ-
íåé ïåðåêðåñòíîå óãëîâîå àðìèðîâàíèå ñòåíêè (ñì. ðèñ. 1á) äåéñòâèòåëüíî îêàçû-
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ïîëêàìè è ïðè: ïðîäîëüíîì à, ïåðåêðåñòíîì á àðìèðîâàíèè ñòåíêè
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âàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óìåíüøåíèÿ èõ ïîäàòëèâîñòè â ïîïåðå÷-
íîì íàïðàâëåíèè, ÷åì àðìèðîâàíèå ñòåíêè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè (ñì. ðèñ. 1à),
êàê ýòî òðàäèöèîííî è ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [18]. Îäíàêî ñðàâíåíèå àíàëîãè÷íûõ âåëè-
÷èí äëÿ êðèâûõ 1 è 2, èçîáðàæåííûõ íà òåõ æå ðèñóíêàõ, ñâèäåòåëüñòâóåò îá îáðàò-
íîì: äëÿ èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîå àðìè-
ðîâàíèå ñòåíêè. Äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ýòà îñîáåííîñòü â åùå áî-
ëåå ÿðêîé ôîðìå ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè àðìèðîâàíèè ñëîèñòûõ ñòåðæíåé âîëîêíàìè áîðà,
æåñòêîñòü êîòîðûõ âäâîå áîëüøå, ÷åì ó ñòàëüíîé ïðîâîëîêè Ó8À (ñì. (9) è òàáëè-
öó 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàöèîíàëüíûå äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ñëîèñòûõ ñòåðæíåé ñòðóê-
òóðû àðìèðîâàíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûìè äëÿ èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé,
ïîýòîìó íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî ñòàâèòü çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî è îïòèìàëüíîãî
àðìèðîâàíèÿ äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ è èñêðèâëåííûõ ñëîèñòûõ ñòåðæíåé.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ñòàòüè çäåñü íå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ñòåðæíåé èç ÀÄÌ-B-êîìïîçèöèè. Çàâèñèìîñòè w*(t) â ýòîì ñëó÷àå îêàçàëèñü íå
ñòîëü íàãëÿäíûìè, êàê äëÿ ÀÄÌ-Ó8À-ñòåðæíåé. Â ÷àñòíîñòè, ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
êðèâûì w*(t) íå ñòîëü îò÷åòëèâî óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü âåëè÷èíó îñòàòî÷íîãî ïðîãè-
áà, âûçâàííîãî ïëàñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè, êàê ýòî
èìååò ìåñòî íà ðèñ. 4 è 5. Âûçâàíî ýòî òåì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
ðèñ. 4 è 5, èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé â ìàòåðèàëàõ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè äîñ-
òèãàëà 3−5%, ÷òî âïîëíå äîïóñòèìî äëÿ ÀÄÌ-Ó8À-êîìïîçèöèè, òàê êàê âåëè÷èíà
îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè ïîñëå ðàçðûâà äëÿ ñïëàâà ÀÄÌ δ0 = 35%, à äëÿ ïðîâîëîêè
èç ñòàëè ìàðêè Ó8À δ1 = 8,2% [20]. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ óïðóãî-õðóïêèõ âîëî-
êîí áîðà äåôîðìàöèè òàêîãî óðîâíÿ äëÿ íèõ íåäîïóñòèìû (δ1 = 0,5% [20]), òàê êàê
àðìàòóðà áóäåò ðàçðóøàòüñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îòñóòñòâóþò ñòðóê-
òóðíûå ìîäåëè ìåõàíèêè âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ, ó÷èòûâàþùèå íàêîïëåíèå ïî-
âðåæäåíèé è ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè. Ïðè óðîâíÿõ äèíàìè÷åñêèõ
íàãðóçîê, êîãäà âîëîêíà áîðà íå ðàçðóøàþòñÿ, çàâèñèìîñòè w*(t) ìàëî îòëè÷àþòñÿ
îò ñëó÷àÿ ÷èñòî óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ñëîèñòûõ ñòåðæíåé èç ÀÄÌ-B-êîìïîçèöèè,
ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå êðèâûå è íå ïðèâåäåíû â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îäíîðîäíûõ è àð-
ìèðîâàííûõ ïðÿìîëèíåéíûõ è èñêðèâëåííûõ ñòåðæíåé íåðåãóëÿðíîé ñëîèñòîé
ñòðóêòóðû ïîêàçàëè, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî íåïðèåìëå-
ìûì ðåçóëüòàòàì êàê äëÿ îäíîðîäíûõ, òàê è êîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé, äèíàìè÷åñêè
íàãðóæåííûõ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ î íåóïðóãîì èçãèáíîì ïîâåäåíèè êîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé
ñòðóêòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ Òèìîøåíêî, ó÷èòûâàþùóþ îñëàáëåí-
íîå ñîïðîòèâëåíèå ñòåíîê òàêèõ ñòåðæíåé ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó.

Ïðè ðàöèîíàëüíîì è îïòèìàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè êîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé
ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû íåîáõîäèìî óñèëèâàòü íå òîëüêî íåñóùèå ñëîè, íî
è ñòåíêè. Ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíûå äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé ñòðóêòóðû àðìè-
ðîâàíèÿ ñòåíêè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåðàöèîíàëüíûìè äëÿ èñêðèâëåííûõ êîíñòðóêöèé.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âñåãäà ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî íàèëó÷øèì ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîå
àðìèðîâàíèå ñòåíîê, ïîýòîìó íå ðåêîìåíäóåòñÿ åå èñïîëüçîâàòü è ïðè ðåøåíèè
îáðàòíûõ çàäà÷ öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðàìè àðìèðîâàíèÿ ñëîèñòûõ ñòåðæ-
íåé íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû.
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INVESTIGATION OF DYNAMIC ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION
OF CURVED RODS OF IRREGULAR LAMINATED-FIBROUS STRUCTURE

Yankovskii A.P.

Siberian Branch of Russian Academy of Sciences
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics,

Novosibirsk, Russian Federation

In the Karman approximation the problem of elastic-plastic deformation of flexible laminated-
fibrous rods of the small curvature and irregular structure is formulated. The rods consist of two
belt-bearing layers (flanges) connected by a thin wall. In the framework of the Timoshenko model
the weakened resistance of the wall to shear in its plane is taken into account. Bearing layers are
reinforced in the longitudinal direction, and flanges longitudinally or cross-reinforced in its plane.
The elastoplastic behavior of components of the composition is described by the equations of the
theory of plasticity with isotropic hardening. For the numerical integration of the considered problem
the explicit “cross” scheme was used. The calculations are carried out for the dynamic bending
deformation of homogeneous and composite, straight and curved flat bars beam of double-T cross
section under the action of loads of explosive type. It is shown that the classical theory of bending
of these structures can be unacceptable not only for the analysis of metal-composite but homogeneous
layered metal rods with unified rolling-sections of double-T type. It is demonstrated that the rational
structure of reinforcement of walls for straight rods can be ineffective in the case of curved rods. It
is obtained that the dynamic inelastic behavior of curved rods depends on the direction of action of
external lateral loads of explosive type.

Keywords: layered curved rods, reinforcement, Timoshenko model, geometric nonlinearity, bending
deformation, theory of plastic flow, isotropic hardening, dynamic loads, “cross” scheme.


