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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòåðæåíü, èçãîòîâëåííûé èç ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî
îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (àóêñåòè÷åñêèé ìàòåðèàë). Òàêèå
ìàòåðèàëû áûëè âïåðâûå ñèíòåçèðîâàíû â êîíöå 20-ãî âåêà è ñ òåõ ïîð àêòèâ-
íî èçó÷àþòñÿ. Â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ ðàññìîòðåíà çàäà÷à î
ðàñïðîñòðàíåíèè ïðîäîëüíîé ñòåðæíåâîé âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ îáû÷-
íûõ ìàòåðèàëîâ ñêîðîñòü ïðîäîëüíûõ âîëí â ñòåðæíå áîëüøå ñêîðîñòè ñäâè-
ãîâûõ âîëí è äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî åñòü çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêî-
ðîñòè âîëíû ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå åå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, òî â ñòåðæíÿõ èç
àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ íàáëþäàåòñÿ êà÷åñòâåííî èíîå (àíîìàëüíîå) ïîâå-
äåíèå ëèíåéíûõ âîëí: çíà÷åíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè â øèðîêîì ÷àñòîòíîì
äèàïàçîíå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè. Ó÷åò ãåîìåòðè÷åñêîé è
ôèçè÷åñêîé óïðóãîé íåëèíåéíîñòåé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè
ôîðìèðîâàíèÿ â ñòåðæíå ñòàöèîíàðíûõ âîëí äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííî íåñè-
íóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ − ñîëèòîíîâ è èõ ïåðèîäè÷åñêèõ àíàëîãîâ. Îïðåäåëå-
íû çàâèñèìîñòè, ñâÿçûâàþùèå ñêîðîñòè, âîëíîâûå ÷èñëà è àìïëèòóäû íåëè-
íåéíûõ âîëí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ñòåðæåíü, âîë-
íà, äèñïåðñèÿ, íåëèíåéíîñòü.

Ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè
Ðîáåðòà Âåíèàìèíîâè÷à Ãîëüäøòåéíà

Ââåäåíèå

Ìàòåðèàë ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà (àóêñåòè÷åñêèé ìàòåðèàë
èëè àóêñåòèê) âïåðâûå áûë ïîëó÷åí â 1987 ãîäó è ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ïîëèìåðíóþ
ïåíó [1]. Ñ ýòîãî âðåìåíè íà÷àëèñü àêòèâíûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Îáçîðó
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà íà÷àëî íûíåøíåãî âåêà, ïîñâÿùåíà ïóáëèêàöèÿ [2].

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 79, ¹ 4, 2017 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò ¹ 14-19-01637).
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Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî çà
ñ÷åò àíèçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà [3−13], íàëè÷èÿ âðàùàþùèõñÿ æåñò-
êèõ çâåíüåâ [14, 15], ïîëèäèñïåðñíîñòè [16], ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû [17], ïðèëî-
æåíèÿ îòðèöàòåëüíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ [18, 19].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìîäåëè è êîíñòðóêöèè àóêñåòè-
÷åñêèõ ñòåðæíåé [20−22], èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ íîâîãî êëàññà êîìïî-
çèòîâ [21, 23−26], ñèíòåçèðóþòñÿ è èçó÷àþòñÿ àóêñåòè÷åñêèå ïîëèìåðíûå ïåíîïëà-
ñòû [1, 27, 28] è àóêñåòè÷åñêèå êðèñòàëëè÷åñêèå ìàòåðèàëû [3−9, 21].

Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ óïðóãèõ âîëí, â ïåðâóþ î÷åðåäü óëüòðàçâóêîâîãî äèàïàçîíà, â àóêñåòèêàõ [21,
29−38], ïîñêîëüêó òàêèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ
àêóñòè÷åñêîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ
âîëí â ñòåðæíå èç ìàòåðèàëà ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà.

1. Ëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà

Íàðÿäó ñ èíæåíåðíûìè (êëàññè÷åñêèìè) ìîäåëÿìè â äèíàìèêå ñòåðæíåé ñóùå-
ñòâóþò òàê íàçûâàåìûå óòî÷íåííûå èëè íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè [39, 40]. Ýòè ìîäå-
ëè ó÷èòûâàþò äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, èëè
ñâîáîäíû îò íåêîòîðûõ ãèïîòåç, ïðèíÿòûõ â èíæåíåðíûõ òåîðèÿõ è îãðàíè÷èâàþ-
ùèõ îáëàñòü èõ ïðèìåíèìîñòè.

Êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ Áåðíóëëè, ïðèíÿòóþ ïðè îïèñàíèè ïðîäîëüíûõ êîëåáà-
íèé ñòåðæíÿ, îáîáùàåò ìîäåëü Áèøîïà, ó÷èòûâàþùàÿ äîïîëíèòåëüíî êèíåòè÷åñ-
êóþ ýíåðãèþ ïîïåðå÷íûõ äâèæåíèé ÷àñòèö ñòåðæíÿ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñäâè-
ãîâûõ äåôîðìàöèé:
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ãäå u(x, t) − ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå, ρ − ïëîòíîñòü, F − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ, I0 − ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè, E − ìîäóëü Þíãà, μ − ìîäóëü ñäâèãà, ν −
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Ïðîäîëüíûå âîëíû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (1), îáëàäàþò äèñïåðñèåé, ïðè
ýòîì ÷àñòîòà ω è âîëíîâîå ÷èñëî k ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû u = u0exp(i(ωt − kx)) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì:
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R − ïîëÿðíûé ðàäèóñ èíåðöèè.
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (2) îïðåäåëÿåò äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (ω, k).

Ýòà êðèâàÿ ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ k èìååò àñèìïòîòó ,/0 kEkc ρ==ω  à

ïðè áîëüøèõ k àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìîé ./ kkc ρμ==ω τ  Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ âîëíû â ñòåðæíå ìîäåëè Áèøîïà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
ñî ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè ê ñòåðæíåâîé ñêîðîñòè c0, à ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ èõ
ñêîðîñòè áëèçêè ê ñêîðîñòè ñäâèãîâûõ âîëí â áåñêîíå÷íîé ñðåäå cτ. Îòíîøåíèå
ýòèõ ñêîðîñòåé ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà:
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Äëÿ îáû÷íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-
ñîíà ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû â ñòåðæíå c0 áîëüøå ñêîðîñòè ñäâèãîâûõ âîëí cτ.
Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî åñòü çíà÷åíèå
ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû Vô ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå åå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè Vãð:

Vô > Vãð, (4)

ãäå Vô = ω/k, Vãð = dω/dk âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2). Êà÷åñòâåííûé
âèä äèñïåðñèîííîé êðèâîé (2) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó ñêîðîñòÿìè c0 è cτ óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Åùå ïðè −0,5 < ν < 0 äèñïåð-
ñèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí îñòàåòñÿ íîðìàëüíîé, õîòÿ èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñ ðîñòîì ÷àñ-
òîòû ñòàíîâèòñÿ ìåíåå çàìåòíûì. Ïðè ν = −0,5 ïðîäîëüíûå âîëíû â ñòåðæíå íå îá-
ëàäàþò äèñïåðñèåé, à ïðè  −1 < ν < −0,5 äèñïåðñèÿ ñòàíîâèòñÿ àíîìàëüíîé, òî åñòü

Vô < Vãð. (5)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñäâèãîâûõ âîëí â áåñêîíå÷íîé ñðåäå cτ ïðåâîñõî-
äèò ñòåðæíåâóþ ñêîðîñòü c0. Âèä äèñïåðñèîííîé êðèâîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Òàêèì îáðàçîì, â ñòåðæíÿõ èç àóêñåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ îòðèöàòåëüíûé êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî èíîìó (àíîìàëüíîìó) äèñïåðñèîííîìó
ïîâåäåíèþ ëèíåéíûõ âîëí.
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2. Íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.
Ñòàöèîíàðíûå âîëíû äåôîðìàöèè

Ó÷òåì â ñòåðæíå ãåîìåòðè÷åñêóþ è ôèçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòè. Óðàâíåíèå íå-
ëèíåéíûõ ïðîäîëüíûõ âîëí èìååò âèä [40]:
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Çäåñü êîýôôèöèåíò α îïðåäåëÿåò âêëàä ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñ-
òåé:
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ãäå ν1, ν2, ν3 − êîíñòàíòû óïðóãîñòè òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Ââåäåì â óðàâíåíèè (6) áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå t′ = c0t/R, x′ = x/R, u′ = αu/R

è â äàëüíåéøåì øòðèõè íàä áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè îïóñòèì:
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Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð β îïðåäåëÿåò ñòåðæåíü ñ «æåñòêèì» (β = 1) èëè «ìÿã-
êèì» (β = −1) õàðàêòåðîì íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýô-
ôèöèåíòîì Ïóàññîíà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ñòåðæíåé
èëè ñòåðæíåé, èçãîòîâëåííûõ èç ñïëàâîâ, íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ «ìÿãêîé», à äëÿ
êîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé âîçìîæåí «æåñòêèé» òèï íåëèíåéíîñòè.

Êàêèå-ëèáî çàêîíîìåðíîñòè, àíàëîãè÷íûå ýòèì, äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ îòðèöàòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ïîêà íå óñòàíîâëåíû. Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì
îáà õàðàêòåðà íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ.

Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð c, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (7), ðàâåí îòíîøåíèþ ñêîðî-
ñòåé c = cτ /c0 è, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (3), ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîýô-
ôèöèåíòà Ïóàññîíà âñåãäà c < 1. Ïðè îòðèöàòåëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà âîç-
ìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè, êîãäà ñòåðæíåâàÿ ñêîðîñòü c0 ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ñäâè-
ãîâûõ âîëí cτ  (c < 1 ïðè −0,5 < ν < 0) èëè, íàîáîðîò, cτ  ïðåâîñõîäèò c0 (c > 1 ïðè
−1 < ν < −0,5). Âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà îáå ñêîðîñòè ñîâïàäàþò, äàåò c = 1 ïðè
ν = −0,5.

Íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíûõ âîëí, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (7), áóäóò âëè-
ÿòü äâà ôàêòîðà: äèñïåðñèÿ è íåëèíåéíîñòü. Íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê çàðîæäåíèþ
â âîëíå íîâûõ ãàðìîíèê, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ â äâèæóùåìñÿ ïðîôèëå âîë-
íû ðåçêèõ ïåðåïàäîâ. Äèñïåðñèÿ æå, íàîáîðîò, ñãëàæèâàåò ïåðåïàäû èç-çà ðàçëè-
÷èÿ â ôàçîâûõ ñêîðîñòÿõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âîëíû. Ñîâìåñòíîå äåé-
ñòâèå ýòèõ ôàêòîðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ôîðìèðîâàíèþ ñòàöèîíàðíûõ âîëí, êîòî-
ðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû [41] .

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) èùåì â êëàññå ñòàöèîíàðíûõ âîëí äåôîðìàöèè U(ξ) =
= ,/ ξ∂∂u  ãäå ξ = x − Vt − «áåãóùàÿ» êîîðäèíàòà, V = const − ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîé
âîëíû. Óðàâíåíèå (7) ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â îáûêíîâåííûõ
ïðîèçâîäíûõ:

,02
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2

=++
ξ

UmUm
d

Ud (8)



402

ãäå
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22222
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=

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ñêîðîñòè íåëèíåéíîé âîëíû V, åäèíèöû è ïàðà-
ìåòðà ñ (÷òî â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòÿì c0 è cτ ) ïîâåäåíèå
ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì. Ïðè ýòîì ôèçè÷åñêè ðåà-
ëèçóåìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü òå ñëó÷àè, êîãäà â âîëíå äåôîðìàöèè îòñóòñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýòè ñëó÷àè.

«Ìÿãêàÿ» íåëèíåéíîñòü. Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñ «ìÿãêîé» íåëèíåéíîñòüþ, õà-
ðàêòåðíîé äëÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. Åñëè êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñòåðæ-
íÿ ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé èç äèàïàçîíà çíà÷åíèé ν ∈ (−0,5; 0) (òî åñòü
c < 1), òî â ñòåðæíå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ c < V < 1.
(Â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñêîðîñòè íåëèíåéíûõ âîëí cτ  < V < c0.) Àíàëèòè÷åñêè
òàêàÿ âîëíà îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8):

( ) ,),(sn11
3

)( 2422
2 skAsss

s
AU ξ−+−−+=ξ (9)

ãäå A − àìïëèòóäà âîëíû, k − âîëíîâîå ÷èñëî, sn − ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ (ýëëèïòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè), s − ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèé ñòå-
ïåíü èñêàæåíèÿ ôîðìû âîëíû U(ξ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèíóñîèäàëüíîé âîëíîé.

Êà÷åñòâåííûé âèä ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû (9) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ s ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ. 3.

Àìïëèòóäà âîëíû A ñâÿçàíà ñ åå ñêîðîñòüþ V è ìîäóëåì s ñîîòíîøåíèåì

.
1

)1(3
42

2
2

ss

sVA
+−

−= (10)

Ýòè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ñêîðîñòü âîëíû V ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k è ìîäóëåì s ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì:

,
141

141
242

2422

kss

ksscV
+−+

+−+
= (11)

êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü íåëèíåéíûì çàêîíîì äèñïåðñèè [42, 43]. Çàâèñèìîñòè (11)
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè s → 0 ïîëó÷àåì
äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ äëÿ ëèíåéíûõ âîëí.

U

ξ

s = 0,1

s = 0,9

Ðèñ. 3

0
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Â äèàïàçîíå ñêîðîñòåé V < c è V > 1, ãäå íåò ëèíåéíûõ âîëí, â íåëèíåéíîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóþò óåäèíåííûå ñîëèòîíîïîäîáíûå âîëíû.

Âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ V < c, îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (8):

,
/)(ch

)(
)(2 Δ−

=ξ
Vtx

AU (12)

ãäå A − àìïëèòóäà, Δ − øèðèíà ñîëèòîíà, ch − ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ. Âîëíà
(12) èìååò êîëîêîëîîáðàçíóþ ôîðìó (ðèñ. 6).

Ðèñ. 4
A

−0,2

−0,4

−0,6

−0,8

−1,0

s = 0,1

s = 0,9

c
0

0,70      0,75      0,80       0,85      0,90       0,95         V

V

 k
Ðèñ. 5

c

s = 0,9

s = 0,1

0

U

ξ
Ðèñ. 6

0
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Àìïëèòóäà A, øèðèíà âîëíû Δ ñâÿçàíû ñ åå ñêîðîñòüþ V ñîîòíîøåíèÿìè:

.
1

2),1(3 2

22
2

V
VcVA

−
−

=Δ−= (13)

Çàâèñèìîñòè (13) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7 è 8. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ èì ñîîòâåòñòâóåò îá-
ëàñòü V < c. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå «äîçâóêîâîé» óåäèíåííîé âîëíû íå
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì äëÿ ñîëèòîíîâ: âîëíà áîëüøåé àìïëèòóäû èìååò áîëüøóþ
øèðèíó è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ñêîðîñòè
âîëí â ýòîé îáëàñòè àìïëèòóäà è øèðèíà ñîëèòîíà ÷èñëåííî òàêæå îãðàíè÷åíû:

).2,0(),3),1(3( 2 ccA ∈Δ−∈

Âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ V > 1, òàêæå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
(12). Ñâÿçè ìåæäó åå ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7 è 8 ïðè V > 1. Çàìåòèì, ÷òî
íà ðèñ. 7 è íà ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêîâ îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
âîëí èçîáðàæåíà ñïëîøíîé ëèíèåé, îáëàñòü îòñóòñòâèÿ ñòàöèîíàðíûõ âîëí − øòðèõ-
ïóíêòèðîì. Â îòëè÷èå îò «äîçâóêîâîé» óåäèíåííîé âîëíû (V < c), «ñâåðõçâóêîâûå»
ñîëèòîíû (V > 1) èìåþò îòðèöàòåëüíóþ ïîëÿðíîñòü è èõ àìïëèòóäà ìîæåò íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàòü. Âîëíû áîëüøåé àìïëèòóäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ áîëüøåé ñêî-
ðîñòüþ, à øèðèíà èõ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè óáûâàåò, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê
çíà÷åíèþ 2 (Δ ∈ (2, ∞)).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ
ν ∈ (−1; −0,5), òî ñòåðæíåâàÿ ñêîðîñòü c0 ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ñêîðîñòè âîëí ñäâèãà
cτ  è áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð c áóäåò áîëüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 < V < c è îïèñûâàåòñÿ âûðà-
æåíèåì:

( ) ,),(sn11
3

)( 2242
2 skAsss

s
AU ξ+−−+−=ξ (14)

ãäå

.
1

)1(3
42

2
2

ss

sVA
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−= (15)

Ôîðìà ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s ïðèâåäåíà íà ðèñ. 9,
çàâèñèìîñòü (15), ìàñøòàáèðîâàííàÿ íà 3(1 − V 2), − íà ðèñ. 10.

A

−6

−4

−2

2

0        0,2   0,4    0,6   0,8   1,0   1,2   1,4    1,6    V
c

Ðèñ. 7

Δ

0             0,4        0,8        1,2        1,6         V

2

4

6

8

c

Ðèñ. 8
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Âîëíà (14) óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó çàêîíó äèñïåðñèè (11). Âèä äèñïåðñè-
îííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ýòîé âîëíû ïîêàçàí íà ðèñ. 11. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé (s → 0) ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå âû-
ðîæäåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ, êîãäà äèñïåðñèÿ ëèíåéíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ àíî-
ìàëüíîé.

Ïðè ν ∈ (−1; −0,5) â ñòåðæíå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå «äîçâóêîâûõ» (V < 1) è
«ñâåðõçâóêîâûõ» (V > c) óåäèíåííûõ âîëí. Ïðè ýòîì «äîçâóêîâûå» ñîëèòîíû îïè-
ñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (12), (13), êàê è â «äîçâóêîâîì» ñëó÷àå ïðè ν ∈ (−0,5; 0),
îäíàêî ñâîéñòâà èõ îòëè÷àþòñÿ. Òàê, àìïëèòóäà òàêèõ âîëí óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
ñêîðîñòè è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðè V → 1. Øèðèíà ñîëèòîíà ñ óìåíü-
øåíèåì àìïëèòóäû íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû è øèðèíû
ñîëèòîíà îò ñêîðîñòè âîëíû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 12 è ðèñ. 13.

A
3(1 − V 2)

0            0,2        0,4       0,6        0,8         s

0,2

0,4

0,6

0,8

Ðèñ. 10

U

ξ

s = 0,1

s = 0,9

Ðèñ. 9

0

V

1

c

k0

s = 0,9
s = 0,1
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«Ñâåðõçâóêîâûå» óåäèíåííûå âîëíû, êàê è â ñëó÷àå ν ∈ (−0,5; 0), îïèñûâàþòñÿ
âûðàæåíèÿìè (12), (14). Îíè èìåþò îòðèöàòåëüíóþ ïîëÿðíîñòü, èõ àìïëèòóäà íà-
÷èíàåòñÿ ñî çíà÷åíèÿ 3(1 − c2) è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ñêîðîñòè. Øè-
ðèíà òàêîé âîëíû ðàñòåò ñ ðîñòîì àìïëèòóäû, ïðè÷åì ÷èñëåííî íå ïðåâûøàåò 2,
àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê ýòîìó çíà÷åíèþ. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû è øèðè-
íû ñîëèòîíà îò ñêîðîñòè âîëíû ïðèâåäåíû òàêæå íà ðèñ. 12 è ðèñ. 13.

Êîãäà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ν = −0,5, ñòåðæíåâàÿ c0 è ñäâèãîâàÿ cτ
ñêîðîñòè ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ, à ñëåäîâàòåëüíî,
è íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí èñ÷åçàåò. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ òîëüêî óåäè-
íåííûå âîëíû, îíè îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (12), (13). Øèðèíà ñîëèòîíà íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóäû èëè ñêîðîñòè è ðàâíà 2. Àìïëèòóäà «äîçâóêîâûõ»
ñîëèòîíîâ óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äî íóëÿ, à ó «ñâåðõçâóêîâûõ» ñîëèòîíîâ
àìïëèòóäà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò îò íóëÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè. Çàâèñè-
ìîñòü àìïëèòóäû îò ñêîðîñòè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 14.

«Æåñòêàÿ» íåëèíåéíîñòü. Äëÿ ñòåðæíÿ ñ «æåñòêîé» íåëèíåéíîñòüþ â óðàâíå-
íèè (8) ìåíÿåòñÿ çíàê ïåðåä íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è
óåäèíåííûõ âîëí ñîõðàíÿþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ñòåðæíå ñ «ìÿãêîé» íåëèíåéíîñ-
òüþ, íî èçìåíÿåòñÿ ïîëÿðíîñòü ýòèõ âîëí.

Åñëè êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé èç äèàïàçîíà
çíà÷åíèé ν ∈ (−0,5; 0) (òî åñòü c < 1), òî â ñòåðæíå ñ «æåñòêîé» íåëèíåéíîñòüþ
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû ñî ñêîðîñòÿìè c < V < 1. Îíè îïèñûâàþò-
ñÿ âûðàæåíèåì (14), à èõ ïàðàìåòðû − ñêîðîñòü, àìïëèòóäà è êîýôôèöèåíò íåëè-
íåéíûõ èñêàæåíèé − ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (10). Óåäèíåííûå âîëíû îïèñûâàþòñÿ
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0        0,2   0,4    0,6   0,8   1,0   1,2   1,4    V
c
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âûðàæåíèåì (12), à èõ ïàðàìåòðû − ñîîòíîøåíèÿìè (13). Êàê ãîâîðèëîñü âûøå,
âîëíû â ñòåðæíå ñ «æåñòêîé» íåëèíåéíîñòüþ îòëè÷àþòñÿ ïîëÿðíîñòüþ, ïîýòîìó
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû îò ñêîðîñòè ïðîòèâîïîëîæíû ïðåäñòàâëåííûì íà
ðèñ. 7 (ïðèâåäåíû íà ðèñ. 15). Çàâèñèìîñòü øèðèíû ñîëèòîíà îò åãî ñêîðîñòè ïîêà-
çàíà íà ðèñ. 8.

Ïðè ν ∈ (−1; −0,5) ïåðèîäè÷åñêèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 < V <
< c è îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèåì (14), à èõ ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (10).
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñîëèòîíû èìåþò âèä (12), à èõ ïàðàìåòðû ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè (13). Ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ñîëèòîíà îò ñêîðîñòè ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 16.

Ïðè ν = −0,5 îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí èñ÷åçàåò, à óåäèíåí-
íûå âîëíû, «äîçâóêîâûå» è «ñâåðõçâóêîâûå», ñîõðàíÿþòñÿ è èìåþò òàêèå æå ñâÿçè
ìåæäó ïàðàìåòðàìè.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé âñêðûòû ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ â ïî-
âåäåíèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñòåðæíÿõ, èçãîòîâëåííûõ èç êëàññè÷åñêîãî è
àóêñåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ. Ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû â àóêñåòè÷åñêîì ñòåðæíå
ìåíüøå ñêîðîñòè ñäâèãîâîé âîëíû. Çíà÷åíèå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé âîë-
íû â àóêñåòè÷åñêîì ñòåðæíå â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå åå
ôàçîâîé ñêîðîñòè.
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NONLINEAR LONGITUDINAL WAVES IN THE RODMATERIAL WHICH POSSESS
NEGATIVE POISSON'S RATIO

Erofeev V.I.1,2, Kazhaev V.V.1,2, Semerikova N.P.2

1Mechanical Engineering Research Institute of RAS, Nizhni Novgorod, Russian Federation
2Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Nizhni Novgorod, Russian Federation

A rod made of a material with a negative Poisson's ratio (auxetic material) is considered. Such
materials were first synthesized at the end of the last century and have since been actively studied.
In linear and nonlinear formulations, the problem of the propagation of a longitudinal rod wave is
considered. It is shown that if for ordinary materials the velocity of longitudinal waves in the rod is
greater than the velocity of shear waves and the dispersion is normal, i.e. the value of the phase
velocity of the wave exceeds the value of its group velocity, then the qualitatively different
(anomalous) behavior of the linear waves is observed in the rods from auxetic materials: there the
value of the group velocity in the wide frequency range exceeds the value of the phase velocity.
Accounting for geometric and physical elastic nonlinearities, in turn, leads to the possibility of
forming in a rod of stationary deformation waves a substantially non-sinusoidal profile − solitons
and their periodic analogues. Dependences connecting speeds, wave numbers and amplitudes of
nonlinear waves are determined.

Keywords: negative Poisson's ratio, kernel, wave, dispersion, nonlinearity.


