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 Ïðèâîäÿòñÿ è ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåçî-
óðîâíÿ (óðîâíÿ îòäåëüíîãî êðèñòàëëèòà), ÿâëÿþùèåñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì
ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ; ïðè îï-
ðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé â ýòèõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
óïðóãèõ ñîîòíîøåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ñîîòíîøåíèÿ
â êîíå÷íîé ôîðìå â ðàçãðóæåííîé êîíôèãóðàöèè, ñîîòíîøåíèÿ â êîíå÷íîé
ôîðìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì äâèæå-
íèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû  êîîðäèíàò, ýêâèâàëåíòíûå ïîñëåäíèì îïðåäåëÿþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ â ñêîðîñòíîé ôîðìóëèðîâêå, à òàêæå èõ ëèíåéíîå ïðèáëè-
æåíèå, ñîîòíîøåíèÿ â ñêîðîñòíîé ôîðìå â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðèâî-
äÿòñÿ âûêëàäêè, ïîêàçûâàþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü èëè áëèçîñòü îïðåäåëÿåìûõ
ïðè îäèíàêîâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ íàïðÿæåíèé äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ôîðìóëèðîâîê. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ äëÿ ñëó-
÷àéíî âûáðàííûõ êèíåìàòè÷åñêèõ íàãðóæåíèé, ïîäòâåðæäàþò ïðèâåäåííûå
âûâîäû î áëèçîñòè ôîðìóëèðîâîê ìîäåëåé ìåçîóðîâíÿ. Îòìå÷åíî, ÷òî ôîð-
ìóëèðîâêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ïîä-
âèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííî ïåðåéòè ê
áëèçêîé ôîðìóëèðîâêå â ñêîðîñòíîé ôîðìå â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èç-
ìåíÿþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè, íåîáõîäèìîãî ïðè ìîäåëèðîâàíèè
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òåðìîìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëîâ, áîëüøèå
äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, óïðóãî-
âÿçêîïëàñòè÷íîñòü.

Ââåäåíèå

Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþòñÿ ñîñòîÿíèåì åãî ñòðóê-
òóðû, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ïðè íåóïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè. Ïîýòîìó
äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ è ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ òåðìîìåõàíè-
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÷åñêîé îáðàáîòêè íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâ,
ñïîñîáíûõ îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ñòðóêòóðû ïðè äåôîðìèðîâàíèè è ó÷èòûâàòü åå
âëèÿíèå íà ïàðàìåòðû ïðîöåññà è ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâ-
íå. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè ðàç-
ëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ [1−5], íàöåëåííûå íà ÿâíîå îïèñàíèå ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû è
ìåõàíèçìîâ äåôîðìèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî â ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëÿõ ìåòàëëîâ è ñïëà-
âîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ [6−9].
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ ýòîãî
ïîäõîäà ìîäåëè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ, áàçèðóþùèåñÿ íà ôè-
çè÷åñêèõ òåîðèÿõ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè (êðàòêèå îáçîðû ïðèâåäåíû â [4, 5,
10−13]).

Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàë-
ëîâ è ñïëàâîâ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëèðîâêè êèíåìàòè÷åñêèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé íà ìåçîóðîâíå (óðîâíå îòäåëüíûõ êðèñòàëëèòîâ). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè
ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü ïðèìåíèìû äëÿ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé, êî-
òîðûå õàðàêòåðíû äëÿ áîëüøèíñòâà ïðîöåññîâ òåðìîìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè ìå-
òàëëîâ è ñïëàâîâ.

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ è ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè óïðóãîâÿçêî-
ïëàñòè÷åñêèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåçîóðîâíÿ, èñïîëüçóåìûå â ìíîãîóðîâ-
íåâûõ ìîäåëÿõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ, ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðè-
ðóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåçîóðîâíÿ
ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ

Â [14] äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëÿõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ
ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ìåçîóðîâíÿ (äëÿ êðèñòàëëèòà), îñíîâàí-
íàÿ íà ñëåäóþùåì ïðåäñòàâëåíèè äâèæåíèÿ ñðåäû íà ìåçîóðîâíå:

,pepeT
o

frfffxf ⋅⋅=⋅=∇= (1)

ãäå f − ãðàäèåíò äåôîðìàöèè; 

o
∇  − îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, îïðåäåëåííûé â îòñ÷åòíîé

êîíôèãóðàöèè; x − ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö; f e, f p − óïðóãàÿ è ïëàñòè-
÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè; i

it
i

i 00 )( | kkkkr ≡==  − îðòîãîíàëü-
íûé òåíçîð, ïðåîáðàçóþùèé îòñ÷åòíûé áàçèñ æåñòêîé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (ÏÑÊ) i

0k  â òåêóùèé ki, âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ r áóäåò ïîêàçàí äàëåå; 
ef  − ñî-

ñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè, õàðàêòåðèçóþùàÿ óïðóãèå èñêàæåíèÿ ðåøåò-
êè. Ñîãëàñíî (1), äâèæåíèå ñðåäû íà ìåçîóðîâíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (ñ íåèçìåííûì ïîëîæåíèåì ïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò), ïîâîðîòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âìåñòå ñ ìàòåðèàëîì è óï-
ðóãîãî èñêàæåíèÿ ðåøåòêè îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ÿâíîì
ðàçäåëåíèè ïîñëåäíèõ ñîñòàâëÿþùèõ â ïðåäñòàâëåíèè äâèæåíèÿ ñðåäû (ãðàäèåíòà
äåôîðìàöèè) çàêëþ÷àåòñÿ îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàäèåíòà äå-
ôîðìàöèè [15, 16]:

f = f e⋅f p. (2)
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðèíÿòèè (1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ôèçè÷åñêè îáîñ-
íîâàííóþ ìîäåëü äëÿ êâàçèòâåðäîãî [17, 18] äâèæåíèÿ ÏÑÊ, íàïðèìåð íà îñíîâå
ðàññìîòðåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèé ñîñåäíèõ çåðåí [19, 20].



387

Ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè f p îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì [14]:

,)(
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o

)(1pp ∑
=

− γ=⋅
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kkk nbff && (3)

ãäå )(
o

)(
o

, kk nb  − åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñêîëüæåíèÿ è íîðìàëè ê ïëîñêî-
ñòè ñêîëüæåíèÿ (â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè), K − ÷èñëî ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî òèïà êðèñòàëëèòîâ (èñïîëüçîâàëîñü óäâîåííîå ÷èñëî ñèñòåì ñêîëü-
æåíèÿ − äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ñäâèãîâ ââåäåíû îòäåëüíûå ñèñòåìû
ñêîëüæåíèÿ). Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòåé ñäâèãîâ )(kγ& íà ñèñòåìàõ ñêîëüæåíèÿ âî
ìíîãèõ ìîäåëÿõ [4, 5, 10−13] èñïîëüçóåòñÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, ïðåä-
ëîæåííîå â ðàáîòàõ [21, 22]:

,)()( )()()()(
0

)( H/ k
c

kmk
c

kk τ−τττγ=γ && (4)

ãäå )()( , k
c

k ττ  − ñäâèãîâîå è êðèòè÷åñêîå ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèÿ íà k-é ñèñòåìå ñêîëü-
æåíèÿ, H(·) − ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, 0γ&  − ñêîðîñòü ñäâèãà ïî ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ
ïðè äîñòèæåíèè êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà, m −
ïîêàçàòåëü ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëà; ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñ-
ïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ,ñ 1

0 001,0 −=γ&   1/m = 0,012.
Ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå íà k-é ñèñòåìå ñêîëüæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîò-

íîøåíèþ:

τ(k) = Jσσσσσ :n(k)b(k), (5)

ãäå fdetˆ/
o

=ρρ=J  − îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ìàòåðèàëà â îòñ÷åòíîé è òåêóùåé êîí-
ôèãóðàöèè; σσσσσ − òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè; Jσσσσσ − (âçâåøåííûé) òåíçîð íàïðÿæåíèé
Êèðõãîôà; b(k), n(k) − åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñêîëüæåíèÿ è íîðìàëè ê ïëîñ-
êîñòè ñêîëüæåíèÿ â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ðà-
áîòàõ (íàïðèìåð, â [23, 24]) èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå

Te)( )(( fJk =τ ⋅ σσσσσ .:)( )() )(
o

)(
o

Te kk bnf −⋅
Îïðåäåëåííûå ïî ýòîìó ñîîòíîøåíèþ êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðè ìàëûõ óïðó-
ãèõ äåôîðìàöèÿõ (õàðàêòåðíûõ äëÿ ìåòàëëîâ) áëèçêè ê âû÷èñëåííûì ñîãëàñíî (5),
íî íå â òî÷íîñòè èì ðàâíû (ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ
íå ñòðîãî åäèíè÷íûå âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñêîëüæåíèÿ )(

o
eTe)(

o
)( kk bffb ⋅=⋅  è íîð-

ìàëè ê ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ )(
o

Te )( knf ⋅−
 â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè).

Êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà )(k
cτ ïî ñèñòåìàì ñêîëüæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íàêîïëåííûõ ê òåêóùåìó ìîìåíòó ñäâèãîâ è èñòîðèè èõ èç-
ìåíåíèÿ; óðàâíåíèÿ äëÿ èõ èçìåíåíèÿ − âàæíûé ýëåìåíò êîíñòèòóòèâíûõ ìîäåëåé.
Îáîñíîâàíèå óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì ôèçèêè âçàèìîäåéñòâèÿ äåôåêòíûõ
ñòðóêòóð − ýòî îäíî èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ìåòàëëîâ è
ñïëàâîâ [24−27]. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè âî âñåõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçîâàëñÿ çàêîí óïðî÷íåíèÿ, îïèñàííûé â [23, 28]:

∑
=β

αβα =τ
K

c h
1

)(& (σσσσσ) ,/1,)1(, ||][ )(
0

)( a
satcll hhhqqh ττ−=δ−+=γ βββαβαββ& (6)

ãäå ïàðàìåòð ëàòåíòíîãî óïðî÷íåíèÿ ql ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 äëÿ êîìïëàíàðíûõ è



388

çíà÷åíèå 1,4 äëÿ íåêîìïëàíàðíûõ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ (ñ íîìåðàìè α è β); ïðè ïðî-
âåäåíèè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ h0 = 180 ÌÏà, τsat = 148 ÌÏà, a = 2,25,
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé äëÿ âñåõ ñèñòåì ñêîëüæåíèÿ =τ α )0()(

c
ÌÏà16=  (ñîîòâåòñòâóþò ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ìåäè [23, 28]).

Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå
ìåçîóðîâíÿ â òåðìèíàõ ðàçãðóæåííîé (ñ )1e )( −f  êîíôèãóðàöèè [14]:

kkkkk     ,: ecп= (7)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåííûå â ýòîé êîíôèãóðàöèè âòîðîé òåíçîð Ïèîëû − Êèðõ-
ãîôà

kkkkk     
− = k     − ij

 kikj 
1e

o
)(ˆ/ −ρρ f ⋅σσσσσ⋅ 1eTe )()( −− = ff J ⋅σσσσσ⋅ ,Te )( −f

σσσσσ − òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè; ρρ ˆ,
o

 − ïëîòíîñòü â îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé êîíôèãóðà-
öèÿõ; ÷åòûðåõâàëåíòíûé òåíçîð óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê nmji

ijkl kkkkп ï=  è óïðóãàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ 

eс  ïðàâîãî òåíçîðà äåôîðìàöèé Êîøè − Ãðèíà c  == ji
ij kkcce(

,2/)( eTe )( Iff −⋅=  I − åäèíè÷íûé òåíçîð).
Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì r,

äëÿ àíèçîòðîïíûõ êðèñòàëëèòîâ äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ ýëåìåíòàìè ìàòåðèàëüíîé
ñèììåòðèè − ñ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè ðåøåòêè [14, 18, 29], íàïðèìåð ñ êðèñòàëëî-
ãðàôè÷åñêèìè ïëîñêîñòüþ è íàïðàâëåíèåì. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàëñÿ
ñïèí ÏÑÊ [18]:

−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−==⋅= 121
e

2311
e

3211
e

2
T )()()( kkklkkkklkkkklkkkrrω ii

&&

,232
e

3131
e

3322
e

3 )()()( kkklkkkklkkkklk ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅− (8)

ãäå 1eee )( −⋅= ffl &  − óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé l. Ñî-
îòíîøåíèå (8) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíÿòîé â (1) íåçàâèñèìîñòüþ ïîëîæåíèÿ ÏÑÊ è êðè-
ñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ÊÑÊ) îò ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ñ÷åò
äâèæåíèÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé ïî ñèñòåìàì ñêîëüæåíèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé (1), (3)−(8) ñîñòàâëÿåò êîíñòèòóòèâíóþ ìîäåëü ìå-
çîóðîâíÿ [14], ïîçâîëÿþùóþ ïî êèíåìàòè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì îïðåäåëÿòü íà äàí-
íîì óðîâíå èçìåíÿþùèåñÿ îòêëèê (íàïðÿæåíèÿ) è âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, õàðàê-
òåðèçóþùèå ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èâ ìîäåëü (1), (3)−(8) êàê ìîäåëü À, ðàññìîòðèì
äàëåå àëüòåðíàòèâíûå ôîðìóëèðîâêè.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî ôèçè÷åñêèì òåîðèÿì ïëàñòè÷íîñòè [23, 24, 30, 31] èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ â «êëàññè÷åñêîé» ðàçãðóæåííîé êîíôèãóðàöèè, ïîëó÷àå-
ìîé èç àêòóàëüíîé àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì (f e)−1:

kkkkk      ,: e
0 cп= (9)

ãäå kkkkk      = J(f e)−1⋅σσσσσ⋅(f e)−T − âòîðîé òåíçîð Ïèîëû − Êèðõãîôà, 2/)( )( eTee Iffc −⋅=  −
ìåðà äåôîðìàöèè Êîøè − Ãðèíà, nmji

ijmn
00000 ï kkkkп =  − òåíçîð óïðóãèõ ñâîéñòâ.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå äâèæåíèÿ (1), òî ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå:

1eT )( −⋅ frJ ⋅⋅⋅⋅⋅ σσσσσ .2/)(:ï)( )( eTeT
0000

Te Irffrkkkkrf −⋅⋅⋅=⋅⋅ −
nmji

ijmn

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì
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J⋅(f
_

e)−1⋅σσσσσ⋅(f
_

e)−T = ï
_

ijmn(r⋅k0i)(r⋅k0j)(r⋅k0m)(r⋅k0n) : ((f
_

e)−T⋅f
_

e − Ι)/2,

J⋅(f
_

e)−1⋅σσσσσ⋅(f
_

e)−T = ï
_

ijmnkikjkmkn : ((f
_

e)T⋅f
_

e − Ι)/2.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ (7). Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèÿ Êîøè, ïîëó-
÷àåìûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (7) è (9), ñîâïàäàþò (â ðàçäåëå 2 ïðèâî-
äÿòñÿ ïîäòâåðæäàþùèå ýòî ïîëîæåíèå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ).

Êîíñòèòóòèâíóþ ìîäåëü ìåçîóðîâíÿ, âêëþ÷àþùóþ ñîîòíîøåíèÿ (2), (3)−(6),
(8), (9), îáîçíà÷èì êàê ìîäåëü Á. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàêî-
âîé ìîäåëè ðîòàöèè ðåøåòêè (íàïðèìåð, ñî ñïèíîì (8)) ìîäåëè À è Á áóäóò äàâàòü
îäèíàêîâûå íàïðÿæåíèÿ, âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà îòëè÷èå ïðè èõ ïîñòðîåíèè:
ïðè ôîðìóëèðîâêå ìîäåëè À êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ðàçëîæåíèÿ äâèæåíèÿ
(1) ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê
áëèçêîé ôîðìóëèðîâêå â ñêîðîñòíîé ôîðìå â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè, êîòîðàÿ
ïðèâîäèòñÿ äàëåå è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè (â òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ òåðìîìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè).

Â àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëèðîâêå äëÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ â ñèëó ìàëîñòè óïðó-
ãèõ èñêàæåíèé If ≈e  ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåàðèçîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ â ðàç-
ãðóæåííîé ñ 1e )( −f  êîíôèãóðàöèè (ïðèíèìàåòñÿ áëèçîñòü ýòîé êîíôèãóðàöèè ê àê-
òóàëüíîé):

Jσσσσσ = .2/2(:ï ))( Tee Iff −+ (10)

Êîíñòèòóòèâíóþ ìîäåëü ìåçîóðîâíÿ, âêëþ÷àþùóþ ñîîòíîøåíèÿ (1), (3)−(6),
(8), (10), îáîçíà÷èì êàê ìîäåëü Àëèí.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ (1) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ â ñêîðîñòíîé
ôîðìå [14]: â áàçèñå ðàçãðóæåííîé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (â
áàçèñå ÏÑÊ ki) êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ñâîéñòâ п  ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.
Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî â áàçèñå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî ïåðåéòè ê ýê-
âèâàëåíòíîé ñêîðîñòíîé ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ (7): kkkkk−−−−−

.
.cï nm

ijmn
&=  Ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñ-

êîãî ñìûñëà êîðîòàöèîííîé ïðîèçâîäíîé [18] ñ ïîçèöèé íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòå-
ëÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä [14]:

kkkkk−cr = ,)(: e crсп (11)

ãäå kkkkk−cr = kkkkk−−−−−
.

 + kkkkk− ⋅−⋅ ωω kkkkk−, eeee )( cωωccс ⋅−⋅+= &cr − êîðîòàöèîííûå ïðîèçâîä-
íûå 2-ãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû − Êèðõãîôà è óïðóãîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà
äåôîðìàöèé Êîøè − Ãðèíà ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé
(1), (3)−(6), (8), (11) êàê ìîäåëü Àñêîð.

Â [32] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ ïðè ìàëûõ óïðóãèõ èñêàæåíèÿõ
If ≈e

 ìîäåëü Àñêîð äàåò áëèçêèå ðåçóëüòàòû ê ñêîðîñòíîé ôîðìóëèðîâêå â àêòóàëü-
íîé êîíôèãóðàöèè:

,ˆ:
1

)()()(T
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ−−∇= ∑

=

K

k

kkkcr nbωvпκ & (12)

ãäå κκκκκ = Jσσσσσ − âçâåøåííûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà, κωωκκκ ⋅−⋅+= dtdcr /  −
åãî êîðîòàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Â êà÷åñòâå ìåðû ñêîðîñòè äåôîðìàöèè èñïîëüçó-
åòñÿ ,ˆ )( T ωv −∇  òåíçîð óïðóãèõ ñâîéñòâ îïðåäåëåí êàê nmji

ijmn kkkkп ï=  (êîìïî-

.

.
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íåíòû ïîñòîÿííû â ÏÑÊ, âðàùàþùåéñÿ ñ ),ω  ÷òî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü âûïîëíå-
íèå ïðèíöèïà íåçàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ îò âûáîðà ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà [17]. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ñîîòíîøåíèé (3)−(6), (8), (12) êàê ìîäåëü Âñêîð.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ôîðìóëèðîâêè êîíñòèòóòèâíûõ ìîäåëåé
ìåçîóðîâíÿ â ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëÿõ íåóïðóãîñòè ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàë-
ëîâ è ñïëàâîâ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû èõ ïðèìåíåíèÿ
(ïðè îäèíàêîâîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíèè ñïèíà).

2. Èëëþñòðèðóþùèå ðåçóëüòàòû

Áûë ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåìûõ íà-
ïðÿæåíèé ìàêðîóðîâíÿ è ìåçîóðîâíÿ (äëÿ îòäåëüíûõ êðèñòàëëèòîâ) ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðàçëè÷íûõ ðàññìîòðåííûõ êîíñòèòóòèâíûõ ìîäåëåé ìåçîóðîâíÿ. Ìîäåëèðî-
âàëñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ÃÖÊ-ïîëèêðèñòàëëà. Â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìî-
äåëè îí ïðåäñòàâëÿëñÿ âûáîðêîé èç 343 êðèñòàëëèòîâ, íà÷àëüíûå îðèåíòàöèè êîòî-
ðûõ ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó. Óïðóãèå ñâîéñòâà íà ìåçî-
óðîâíå (ïîñòîÿííûå äëÿ íàáëþäàòåëÿ â ÏÑÊ) ñîîòâåòñòâóþò ìåäè, íåçàâèñèìûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà ñâîéñòâ â ÏÑÊ: ï1111 = 168,4 ÃÏà, ï1122 = 121,4 ÃÏà, ï1212 = 75,4 ÃÏà
[33]. Ïàðàìåòðû ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ áûëè îïðåäå-
ëåíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè äëÿ ìîäåëè À êàê óäîâëåòâîðèòåëüíî
îïèñûâàþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûé îòêëèê ïîëèêðèñòàëëà. Íà ðèñ. 1 ïðè-
âåäåíû çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé −Σ33 íà ìàêðîóðîâíå îò êîì-
ïîíåíòû −H33 ëîãàðèôìè÷åñêîé ìåðû äåôîðìàöèè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè (ðèñ. 1à)
è çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû −Σ23 îò âåëè÷èíû ñäâèãà γ ïðè ïðîñòîì ñäâèãå (ðèñ. 1á).
Íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíî: òî÷êè − ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [28], êðèâàÿ − ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå â ìîäåëè À. Äëÿ ïîëèêðèñòàëëà íàïðÿæåíèÿ íà ìàêðîóðîâíå ïîëó-
÷àþòñÿ îñðåäíåíèåì íàïðÿæåíèé ìåçîóðîâíÿ [20].

Ðàññìàòðèâàëîñü àôôèííîå äåôîðìèðîâàíèå ïðè îäíîðîäíîì êèíåìàòè÷åñêîì
íàãðóæåíèè îáðàçöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó ïîëèêðèñòàëëà
[4], ïðÿìîóãîëüíîãî â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè ïàðàëëåëåïèïåäà ñ êâàäðàòîì â ïî-
ïåðå÷íîì ñå÷åíèè è äëèíîé ñòîðîíû L. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáðàçöà ðàñïîëîæåíî
â ïëîñêîñòè OÕ1Õ2 ôèêñèðîâàííîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ñèëó îäíî-
ðîäíîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òåëà â ïðîèçâîëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî r(t) = f(t)⋅qipi, ãäå f(t) − ãðàäèåíò
äåôîðìàöèè, qi − ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè, pi − áàçèñ íå-
ïîäâèæíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Äâèæåíèå îïðåäåëåíî ãðàäèåíòîì äåôîðìàöèè (âûáîð äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì):

++ω++
ω+

= 332211 )( sin/61
sin/61

1)( ppppppf thr
thr

t d
d

,
)3/(cos)5/(sin1

/7
21pp

tt
hrd

ω−ω+
+ (13)

ãäå ω = 0,001π, rd /h = 0,1 − ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, äåôîðìèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè t = [0, 1000 c]. Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà òðàåê-
òîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè òåëà ñ ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè (0, L, 0) (â ïëîñêîñòè
OÕ1Õ2); â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîëîæåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè Õ1/L = 0,
Õ2 /L = 1, Õ3 = 0. Íàãðóæåíèå çàäàíî ñ íàëîæåíèåì óñëîâèÿ èçîõîðè÷íîñòè I3(f(t)) =
= 1, ÷òîáû íå íàáëþäàëîñü äîìèíèðîâàíèÿ øàðîâîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ. Ïðè íåèçîõîðè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ õàðàêòåð ðå-
çóëüòàòîâ íå ìåíÿåòñÿ (â ïëàíå áëèçîñòè íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ â ðàçëè÷íûõ
ìîäåëÿõ).

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé
Êîøè íà ìàêðîóðîâíå (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) äëÿ ÃÖÊ-ïîëèêðèñòàë-
ëà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè À ìåçîóðîâíÿ (ðèñ. 3à) è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè
Âñêîð ìåçîóðîâíÿ (ðèñ. 3á).

Íàáëþäàåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ èäåíòè÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ íà ðèñ. 3à
è 3á. Äëÿ ÷èñëåííîé îöåíêè îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì íîðìó:
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,)()(max || tt AGtG ΣΣ −=Δ (14)

ãäå ìîäóëü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé )(),(;:|| T tt AG ΣΣSSS =  − èçìåíåíèÿ ìàêðî-
íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè G ìåçîóðîâíÿ (îäíîé èç âû-
øåïðèâåäåííûõ) è ìîäåëè A ìåçîóðîâíÿ.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ îòêëîíåíèÿ ìàêðîíàïðÿæåíèé
ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìîäåëåé îò ìàêðîíàïðÿæåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîäåëè A.

Òàáëèöà 1
Ìîäåëü À Àëèí Àñêîð Á Bñêîð

Íîðìà ΔG, ÌÏà 0 3,516 0 0 3,428
Îòíîøåíèå íîðìû ê ìàêñèìàëüíîé â
ðàñ÷åòå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, % 0 0,996 0 0 0,971

Íóëåâûå îòêëîíåíèÿ, óêàçàííûå â òàáëèöå 1, îçíà÷àþò îòêëîíåíèÿ íå âûøå
ïîðÿäêà êîìïüþòåðíîé ïîãðåøíîñòè ïðè ðàáîòå ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå, ñâèäåòåëüñòâóþò î áëèçîñòè íàïðÿæåíèé,
ïîëó÷àåìûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ìîäåëåé ìåçîóðîâíÿ,
ïîäòâåðæäàÿ êîððåêòíîñòü âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîìïîíåíò (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò) òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè ìåçîóðîâíÿ äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîãî
êðèñòàëëèòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè À (ðèñ. 4à) è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè
Âñêîð (ðèñ. 4á). Íà÷àëüíûå îðèåíòàöèè êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîé è ïîäâèæíîé ñèñòåì
êîîðäèíàò êðèñòàëëèòà ñîâïàäàþò è îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîâî-
ðîòà íà÷àëüíî ñîâìåùåííîé ñ ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò êðèñòàëëîãðàôè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ÃÖÊ-êðèñòàëëà âîêðóã îñè Îõ1 íà óãîë φ1 = −1,42,
âîêðóã îñè Îõ2 íà óãîë φ2 = 3,89, âîêðóã îñè Îõ3 íà óãîë φ3 = 2,07.

Ìåçîíàïðÿæåíèÿ äëÿ ðàññìîòðåííîãî êðèñòàëëèòà ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû.
Äëÿ ÷èñëåííîé îöåíêè îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåì íîðìó, àíàëîãè÷íóþ (14):

tG max=δ |σσσσσG(t) − σσσσσA(t)|, (15)

ãäå σσσσσG(t), σσσσσA(t) − èçìåíåíèÿ ìåçîíàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìî-
äåëè G ìåçîóðîâíÿ è ìîäåëè A ìåçîóðîâíÿ. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îò-
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êëîíåíèÿ ìåçîíàïðÿæåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìîäåëåé îò ïîëó÷àåìûõ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè A.

Òàáëèöà 2
Ìîäåëü À Àëèí Àñêîð Á Âñêîð

Íîðìà ΔG, ÌÏà 0 3,661 0 0 7,051
Îòíîøåíèå íîðìû ê ìàêñèìàëüíîé â
ðàñ÷åòå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, % 0 0,731 0 0 1,409

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 4 è â òàáëèöå 2, ñâèäåòåëüñòâóþò î áëèçîñòè
ìåçîíàïðÿæåíèé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîäàâëÿþùåãî ÷èñëà êðèñòàëëèòîâ (ïðàêòè-
÷åñêè äëÿ âñåõ ñëó÷àéíûõ îðèåíòèðîâîê). Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ îòêëîíåíèÿ êîì-
ïîíåíò ìåçîíàïðÿæåíèé ìîãóò â îïðåäåëåííûé ìîìåíò ïðåâûøàòü 10 ÌÏà (íî íå
áîëåå 23 ÌÏà), ÷òî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â ïðî-
ñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè [34] ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó
îêðåñòíîñòÿìè âåðøèí (ïîñëå ïåðåõîäîâ íàïðÿæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè). Â ñèëó
ìàëîñòè äîëè òàêèõ êðèñòàëëèòîâ (38 êðèñòàëëèòîâ èç 343) íàïðÿæåíèÿ íà ìàêðî-
ìàñøòàáíîì óðîâíå, ïîëó÷àåìûå â ñòàòèñòè÷åñêîé êîíñòèòóòèâíîé ìîäåëè ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìîäåëåé ìåçîóðîâíÿ, îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî (ñì. òàáë. 1).

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèå
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåçîóðîâíÿ (óðîâíÿ îòäåëüíîãî êðèñòàëëèòà) ìíîãî-
óðîâíåâûõ ìîäåëåé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ. Îïèñàíû íàèáîëåå
ïîïóëÿðíûå ñîîòíîøåíèÿ â êîíå÷íîé ôîðìå â ðàçãðóæåííîé êîíôèãóðàöèè, ñîîò-
íîøåíèÿ â êîíå÷íîé ôîðìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ÿâíûì âûäå-
ëåíèåì äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ýêâèâàëåíòíûå ïîñëåäíèì îïðå-
äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ñêîðîñòíîé ôîðìóëèðîâêå, à òàêæå ëèíåéíîå èõ ïðèáëè-
æåíèå è ñîîòíîøåíèÿ â ñêîðîñòíîé ôîðìå â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðèâåäåíû
àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè, ïîêàçûâàþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü èëè áëèçîñòü (â ïëàíå
îïðåäåëÿåìûõ ïðè îäèíàêîâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ íàïðÿæåíèé) ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ôîðìóëèðîâîê. Ýòè âûâîäû ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîãî êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðè
ýòîì îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ôîðìóëèðîâêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ÿâ-
íûì âûäåëåíèåì äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò òåîðåòè÷åñêè
îáîñíîâàííî ïåðåéòè ê áëèçêîé ôîðìóëèðîâêå â ñêîðîñòíîé ôîðìå â àêòóàëüíîé
êîíôèãóðàöèè, ïðåäïî÷òèòåëüíîé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ èçìå-
íÿþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè, íåîáõîäèìîãî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òåðìîìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêè.
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MULTILEVEL MODELS OF POLYCRYSTALLINE METALS: COMPARISON
OF CONSTITUTIVE RELATIONS FOR CRYSTALLITES

Shveykin A.I.

Perm National Research Polytechnic University, Perm, Russian Federation

Different formulations of geometrically nonlinear elasticviscoplastic constitutive relations for the
mesolevel (the level of an individual crystallite), which are a key element of multilevel models of
polycrystalline met als and alloys, are given and compared; various elastic relationships are used to
determine the stresses. The most popular relations in finite form in the unloaded configuration, the
relations in finite form using the motion decomposition with an explicit separation of the moving
coordinate system motion, equivalent to the last constitutive relations in the rate form, as well as
their linear approximation, and the relations in the rate form in the current configuration are
considered. The estimations are given showing the equivalence or proximity of the stresses
determined in the considered formulations with the same kinematic impacts. The results of numerical
calculations carried out for randomly chosen kinematic impacts confirm the above conclusions
about the similarity of mesolevel model formulations. It is noted that the formulation using the
motion decomposition with an explicit separation of the moving coordinate system motion allows
theoretically justified to go to the close formulation in the rate form in the current configuration,
which is preferable for the numerical solution of boundary value problems with varying contact
conditions (necessary for modeling of thermomechanical processing technological processes).

Keywords: multilevel models of polycrystals, large deformations, constitutive relations, internal
variables, elastoviscoplasticity.


