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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàíî-
ðàçìåðíûõ òåë ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ è çàòóõàíèÿ. Äëÿ ýòèõ çàäà÷
ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îáîáùàþùàÿ ìîäåëü óïðóãîé ñðå-
äû ñ äåìïôèðîâàíèåì ïî Ðýëåþ è ìîäåëü Ãóðòèíà − Ìóðäîõà ó÷åòà ïîâåðõ-
íîñòíûõ ýôôåêòîâ. Íîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ó÷èòûâàåò ýëåêòðîìåõàíè÷åñêóþ
ñâÿçàííîñòü ìåõàíèçìîâ çàòóõàíèÿ è ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ êàê â îáúåìå
òåëà, òàê è íà ïîâåðõíîñòè. Îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ïîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ñòàòè÷åñêèõ è íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïðèâåñòè ê ôîðìàì, ñîäåðæàùèì òîëüêî
ñèììåòðè÷íûå êâàçèîïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ íåñòàöèî-
íàðíûõ çàäà÷ è äëÿ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ âîçìîæíî ïðèìåíå-
íèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè, ïðèâîäÿùåãî ê íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì äëÿ àìï-
ëèòóä êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ìîä. ×èñëåííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò âëèÿ-
íèå ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé íà ëîêàëüíûå è íà èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïüåçîýëåêòðè÷åñòâî, íàíîìåõàíèêà, ïîâåðõíîñòíûå
íàïðÿæåíèÿ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû, ìîäåëü Ãóðòèíà −
Ìóðäîõà, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êâàçèîïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-
íîâëåííûé ôàêò èçìåíåíèÿ ìîäóëåé íàíîîáúåêòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäóëÿìè îáû÷-
íûõ ìàòåðèàëîâ. Ñðåäè ýòèõ ìîäåëåé äëÿ óïðóãèõ íàíîðàçìåðíûõ òåë íàèáîëåå
ïîïóëÿðíîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ãóðòèíà − Ìóðäîõà ñ ââåäåíèåì ïîâåðõíîñòíûõ íà-
ïðÿæåíèé [1−7]. Ýòà ìîäåëü áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòî-
ýëåêòðè÷åñêèå íàíîðàçìåðíûå òåëà (ñì., íàïðèìåð, [8−17]). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå â
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ðàçâèòèå ïîäõîäîâ [12−17] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü íàíîðàçìåðíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñ-
êîãî òåëà, â êîòîðîé ââåäåíû ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóê-
öèÿ ñî ñâÿçàííûìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëåé.
Àíàëîãè÷íî [12−17], â ìîäåëè ó÷òåíû äåìïôèðóþùèå ñâîéñòâà, à äëÿ ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ïðåäñòàâëåí êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé ê ñèììåòðè÷íûì
ñòðóêòóðàì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ êâàçèîïðåäåëåííûõ ìàòðèö, õàðàêòåðíûõ äëÿ çà-
äà÷ ñ ñåäëîâîé òî÷êîé [18].

1. Ìîäåëè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû ñ ó÷åòîì äåìïôèðîâàíèÿ
è ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ

Ðàññìîòðèì îáúåì Ω, çàíèìàåìûé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ìàòåðèàëîì. Ïóñòü x =
= {x1, x2, x3} − âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò; t − âðåìÿ; Γ = ∂Ω − ãðàíèöà
òåëà; n = n(x) − âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè; u = u(x, t) − âåêòîð ïåðåìåùå-
íèé; ϕ = ϕ(x, t) − ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Ñëåäóÿ [19], ïðèìåì â îáúåìå Ω â
âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãî-
ñòè ñ îáîáùåííûì äåìïôèðîâàíèåì ïî Ðýëåþ:
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ãäå T = {σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12}, S = {ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12} − ìàññèâû
êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé σij è äåôîðìàöèé εij; D è E − âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-
öèè è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ρ − ïëîòíîñòü; f − âåêòîð ïëîòíîñòè
ìàññîâûõ ñèë; qΩ − îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (îáû÷íî qΩ = 0); c = cE −
ìàòðèöà ìîäóëåé æåñòêîñòè ðàçìåðîì 6×6; e − ìàòðèöà ïüåçîìîäóëåé ðàçìåðîì 3×6;
κκκκκ = κκκκκS = εεεεεS −ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ðàçìåðîì 3×3; αd, βd, ζd −
êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ; (…)⋅(…) − îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåê-
òîðîâ, ìàòðèö èëè âåêòîðîâ è ìàòðèö.

Êàê îáû÷íî â òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè [19], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàëü-
íûå ìîäóëè èìåþò ñâîéñòâà ñèììåòðèè cαβ = cβα, κij = κji è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè:

.:0 , , 2121 EESSEκEScSES ⋅+⋅≥⋅⋅+⋅⋅>∃∀ ΩΩΩΩ
TTTT WWWW (5)

Äëÿ ó÷åòà íàíîðàçìåðíûõ ôàêòîðîâ â ðàçâèòèå ìîäåëè Ãóðòèíà − Ìóðäîõà ïðè-
ìåì, ÷òî íà ãðàíèöå Γ äåéñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ Ts, ïîâåðõíîñòíàÿ
ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ Ds è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

,,,)()( Γ∈−⋅∇=⋅+⋅∇=⋅ xDDnpTLTnL qssssTT (6)

ãäå ∇s − ïîâåðõíîñòíûé íàáëà-îïåðàòîð, );/( rs ∂∂−∇=∇ n  r − êîîðäèíàòà, îòñ÷è-
òûâàåìàÿ âäîëü íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè; p, q − èçâåñòíûå (àêòèâíûå) èëè íåèçâåñò-
íûå (ðåàêòèâíûå) âåêòîð íàïðÿæåíèé è ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ
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çàðÿäîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ Ts è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóê-
öèÿ Ds ñâÿçàíû ñ ïîâåðõíîñòíûìè äåôîðìàöèÿìè Ss è ïîâåðõíîñòíîé íàïðÿæåí-
íîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Es îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïî ñòðóêòóðå àíà-
ëîãè÷íûìè (2):
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ãäå

,,,,)( ϕ−∇=⊗−=⋅=⋅∇= ssssss EnnIAuAuuLS (8)

I − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; cs, es, κκκκκs − ìàòðèöû ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé óïðóãèõ æåñò-
êîñòåé, ïüåçîìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè
s
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ss cc κ=κ= βααβ ,  è Γ∈∀x  â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òàíãåíöè-
àëüíûìè îðòàìè τττττ1, τττττ2 è íîðìàëüþ n, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè:
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ãäå 
ss κc ˆ,ˆ  − ìàòðèöû ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé æåñòêîñòè è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíè-

öàåìîñòåé, ïåðåñ÷èòàííûõ â ñèñòåìå êîîðäèíàò τττττ1τττττ2n; ,~,0,0,0,ˆ,ˆˆ }{ 621
ssss SSS=S

}{ 0,ˆ,ˆˆ
21
sss EE=E  − ìàññèâû êîìïîíåíò ïîâåðõíîñòíûõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåííî-

ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2. Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Äëÿ ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òðåáóþòñÿ ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. Äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà
äâà òèïà: ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ìåõàíè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðà-
íèöà Γ ïîäðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè: Γσ è Γu (Γ = Γσ ∪ Γu). Íà ÷àñòè Γσ äåéñòâóþò
ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ Ts è çàäàí âåêòîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé pΓ, òî åñòü
p = pΓ, è â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) èìååì ñëåäóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

.,)()( σΓ Γ∈+⋅∇=⋅ xpTLTnL ssTT (10)

Íà ÷àñòè Γu ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàí âåêòîð ïåðåìåùåíèé uΓ, òî åñòü

., uΓ∈= Γ xuu (11)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò äðóãîå ðàçáèåíèå ãðàíèöû Γ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: ΓD è Γϕ.

Ó÷àñòîê ΓD ñâîáîäåí îò ýëåêòðîäîâ, è íà íåì èçâåñòíà ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîò-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ qΓ, òî åñòü â (6) q = qΓ, è ïîýòîìó èìååì

,, D
ss q Γ∈−⋅∇=⋅ Γ xDDn (12)

ïðè÷åì îáû÷íî qΓ = 0.
Ïîäìíîæåñòâî Γϕ åñòü îáúåäèíåíèå M + 1 íå ãðàíè÷àùèõ äðóã ñ äðóãîì ó÷àñò-

êîâ Γϕj ( j ∈ JQ ∪ JV, JQ ={1, 2, …, m}, JV = {0, m + 1, m + 2, …, M}), ïîêðûòûõ
áåñêîíå÷íî òîíêèìè ýëåêòðîäàìè. Íà ýòèõ ó÷àñòêàõ çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ:
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,,,,, Qjjjjj JjQIQdq
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∈Γ∈±=−=ΓΦ=ϕ ϕΓ∫ ϕ
x& (13)

,,,, 0 Vjj JjV ∈∧≠ΓΓ∈=ϕ ϕϕx (14)

ãäå âåëè÷èíû Φj, Qj, Ij è Vj çàâèñÿò òîëüêî îò t, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà Φj èçíà÷àëüíî íå èçâåñòíû, à çíàê + èëè − â òðåòüåé ôîðìóëå (13) çàâè-
ñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ òîêà âî âíåøíåé öåïè.

Çàìûêàþò ïîñòàíîâêó íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

,0,),(),(),( *** Ω==ϕ=ϕ== xxxruxuu t& (15)

ïðè÷åì ïðè ζd = 0 óñëîâèå íà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íå òðåáóåòñÿ.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, â îòëè÷èå îò ïóáëèêàöèé [7−11], â ìîäåëè (1)−(15) ââåäåíû

äåìïôèðóþùèå ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöèåíòàìè çàòóõàíèÿ αd, βd, ζd, à â ðàçâèòèå
ðàáîò [12−17] çäåñü ïðèíÿòû ñâÿçàííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (7) äëÿ ïîâåðõ-
íîñòíûõ âåëè÷èí.

3. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ òåõíèêó äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñëà-
áîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1)−(15), ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
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ãäå U, ΦΦΦΦΦ − âåêòîðû óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ìàòðèöû
îïèñàíû â [16, 17], à âåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé îïðåäåëÿþòñÿ âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿ-
ìè. Â îòëè÷èå îò çàäà÷ äëÿ òåë îáû÷íûõ ðàçìåðîâ [19], çäåñü â ìàòðèöû Kuu, Kuϕ è
Kϕϕ âõîäÿò ìàòðèöû KΓuu, KΓuϕ è KΓϕϕ, îáóñëîâëåííûå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10),
(12) è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (7) äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âåëè÷èí. Ýòè ìàò-
ðèöû ñîáèðàþòñÿ â ðåçóëüòàòå àíñàìáëèðîâàíèÿ ýëåìåíòíûõ ìàòðèö 
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σσ ΓΓΓ ,,  − ýëåìåíòíûå ïîâåðõíîñòè èç êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè íà ãðà-

íèöàõ Γσ, ΓD, ΓσD = Γσ ∩ ΓD ñîîòâåòñòâåííî; sT
uN  − ìàòðèöà ýëåìåíòíûõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé; sT
ϕN  − âåêòîð-ñòðîêà ýëåìåíòíûõ áà-

çèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îáúåìíîé è ïî-

âåðõíîñòíîé ýíåðãèé (5), (9) ìàòðèöû Kuu è Kϕϕ áóäóò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííû-
ìè (äëÿ Kuu − ïðè íàëè÷èè ãëàâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, èñêëþ÷àþùèõ äâèæåíèå
òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî). Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà K â (17) áóäåò èìåòü
ñâîéñòâà êâàçèîïðåäåëåííîé ìàòðèöû, õàðàêòåðíîé äëÿ çàäà÷ ñ ñåäëîâîé òî÷êîé
[18]. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
ñ ñèììåòðè÷íûìè êâàçèîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè ñóùåñòâóþò ýêîíîìè÷íûå ïðÿ-
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ìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû [18]. Ïðè ïðèìåíåíèè ïðÿìûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ (16), (17) íà j-ì âðåìåííîì ñëîå ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü àïïðîêñèìèðóþùèå îïåðàòîðû [19]: +≈++≈ +−+ 1012110 , jjjjjj baaa aaaaaa &&&

,121 −++ jj bb aa  ,12110 −+ ++≈ jjjj ccc aaaa ),( jj taa =  .1 ttt jj Δ+=+  Òîãäà ïîñëå óì-
íîæåíèÿ ãðóïï óðàâíåíèé (16) äëÿ ΦΦΦΦΦ íà χ = c0(b0ζd + c0)−1 ïîëó÷àåòñÿ ÑËÀÓ âèäà
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â êîòîðîé ìàòðèöà Keff òàêæå ñèììåòðè÷íà è êâàçèîïðåäåëåíà.
Íàêîíåö, â ïîëüçó ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ãîâîðèò òî, ÷òî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ

çàäà÷ è çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ â ñëó÷àå βd = ζd ïðèìåíèì ìåòîä ñó-
ïåðïîçèöèè, ðàçäåëÿþùèé óðàâíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) íà íåçà-
âèñèìûå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé îòäåëüíûõ ìîä [17].

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïî çàêîíó exp (iωt) ïðîäîëüíî
ïîëÿðèçîâàííîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî áðóñà, âûïîëíåííîãî èç îêñèäà öèíêà (ZnO).
Ïóñòü ñòåðæåíü èìååò äëèíó l = 10−6 ì è ïîëóøèðèíó a = 0,025⋅10−6 ì. Äëÿ îêñèäà
öèíêà (ìàòåðèàëà êëàññà 6mm) ïðèìåì ñëåäóþùèå îáúåìíûå ìîäóëè [20]:
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áðóñ ñîâåðøàåò ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé
äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè Oxz äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz, ãäå îñü z íà-
ïðàâëåíà âäîëü äëèíû áðóñà, à íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáðàíî â ïëîñêîñòè
íèæíåãî òîðöà, ïðè÷åì áðóñ ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè |x | ≤ a, 0 ≤ z ≤ l. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî òîðöû áðóñà ýëåêòðîäèðîâàíû, íà âåðõíåì ýëåêòðîäå z = l (Γϕ0) ýëåêòðè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ ϕ = 0, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå ãëàâíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14) ñ V0 = 0, äëÿ íèæíåãî ýëåêòðîäà z = 0 (Γϕ1) â çàäà÷å îá
îïðåäåëåíèè ÷àñòîò  frk ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ϕ = 0, à äëÿ çàäà÷è îá îïðåäåëå-
íèè ÷àñòîò  fak ýëåêòðè÷åñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13)
ñ Q1 = 0, ãäå  f = ω/(2π). Íèæíèé òîðåö áðóñà ñ÷èòàåòñÿ æåñòêî çàùåìëåííûì (òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Γu ñ uΓ = 0 â (11)), à âåðõíèé òîðåö è áîêîâàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè Γσ ñ pΓ = 0 â (10). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü áîêîâóþ
ïîâåðõíîñòü x = a, 0 ≤ z ≤ l ïîâåðõíîñòüþ ΓD, íà êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (12)
ñ qΓ = 0, íà ãðàíè x = 0 ïðèìåì óñëîâèÿ ñèììåòðèè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ â ñèëó
ìàëîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ áðóñà çäåñü óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì êî-
îðäèíàòàì è ïàðàìåòðàì, êîòîðûå ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òîãäà çàäà÷à ìîæåò ðåøàòüñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå äëÿ âåëè÷èí, ïîìå÷åííûõ çíà-
êîì òèëüäà, è ïîñëå åå ðåøåíèÿ ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé êîìïëåêñ ANSYS,
îïðåäåëÿÿ ÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è àíòèðåçîíàíñîâ ïî ìåòîäîëîãèè,
îïèñàííîé â [21]. Äëÿ îáëàñòè |x | ≤ a, 0 ≤ z ≤ l ñòðîèëàñü êàíîíè÷åñêàÿ ñåòêà èç
÷åòûðåõóçëîâûõ ýëåìåíòîâ PLANE13 ñ îïöèÿìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àíàëèçà è
ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïðè ðàçáèåíèè ïî x íà nx = 4 ýëåìåíòà, à ïî z − íà nz = 40 ýëå-
ìåíòîâ. Äëÿ ó÷åòà ñâÿçàííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ äîñòðàèâàëèñü äîïîëíèòåëü-
íûå îáëàñòè
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ãäå ïðè ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü hs = 0,01⋅10−6 ì. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ãåíåðèðîâàëèñü
ñîãëàñîâàííûå ðåãóëÿðíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè èç ýëåìåíòîâ PLANE13 ñ òåìè
æå îïöèÿìè, íî ñ ìàòåðèàëüíûìè ìîäóëÿìè ββαβαβ η=η= kek
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ηe, ηκ ïðè ðàñ÷åòàõ âàðüèðîâàëèñü. Â äîïîëíèòåëüíûõ îáëàñòÿõ äëÿ èìèòàöèè ïî-
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Íà ðèñ. 1a ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñ-
êèõ ðåçîíàíñîâ fr1 è fr2 îò êîýôôèöèåíòà η = ηc = ηe = ηκ, îòêëàäûâàåìîãî ïî îñè
àáñöèññ ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëîé. Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçàííûå
ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû ñ åäèíûì êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè η ìåæäó
ïîâåðõíîñòíûìè è îáúåìíûìè óïðóãèìè, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè è äèýëåêòðè÷åñêè-
ìè ìîäóëÿìè. Èç ðèñ. 1a âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé ñîá-
ñòâåííûå ÷àñòîòû òàêæå âîçðàñòàþò, ïðè÷åì íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïðè lg η > 0.

Îïðåäåëèâ íàðÿäó ñ ÷àñòîòàìè ýëåêòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ è ÷àñòîòû ýëåêòðè-
÷åñêèõ àíòèðåçîíàíñîâ fa1 è fa2, ìîæíî íàéòè äèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ýëåêò-

ðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè ,)/(1 2
ajrjdj ffk −=  îòâå÷àþùèå çà ýëåêòðè÷åñêóþ àêòèâ-

íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîä êîëåáàíèé è çà ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçè kdj îò η ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1á. Âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðèìåðà êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè kd1 è kd2 óáûâàþò ñ ðîñòîì âå-
ëè÷èí ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé, ïðè÷åì íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïðè η > 10−1.

Åñëè ó÷èòûâàòü òîëüêî ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ, ïîëîæèâ ηe = ηκ = 10−6 è
âàðüèðóÿ êîýôôèöèåíò ηc, òî ãðàôèêè äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò áóäóò áëèçêèìè ê
ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 1à, íî êîýôôèöèåíòû ñâÿçè áóäóò óáûâàòü çíà÷èòåëüíî áûñò-
ðåå, ÷åì íà ðèñ. 1á ïðè lg η > 0, ïîñêîëüêó àíòèðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïðè ó÷åòå
òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ áóäóò ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû, ïîëó÷åííûå ïðè ó÷åòå ñâÿçàííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåê-
òîâ ñ åäèíûì ìíîæèòåëåì η. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ó÷åò ïîâåðõíîñòíûõ ïüåçî-
ìîäóëåé ïðèâîäèò ê ðîñòó ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, áîëüøåé èõ ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíî-
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ñòè è áîëüøèì àìïëèòóäàì êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîãî òîðöà, à ó÷åò ïî-
âåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðåçîíàí-
ñíûõ ÷àñòîò, íî âëèÿíèå ïüåçîìîäóëåé îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì.

Âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé ïîêàçàíî íà ðèñ. 2,
ãäå èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò è êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè
îò ηκ ïðè ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ óïðóãèõ æåñòêîñòÿõ è ïüåçîìîäóëÿõ (ηñ = ηe = 10−6).
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2à, ïðè âîçðàñòàíèè ïîâåðõíîñòíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíè-
öàåìîñòåé ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû óáûâàþò. Ìàëîå óáûâàíèå ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò
îáúÿñíÿåòñÿ íåáîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé è
ïüåçîìîäóëåé äëÿ îêñèäà öèíêà. Ìåæäó òåì êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé
ñâÿçè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà óáûâàþò ñ ðîñòîì ηκ áûñòðåå, ÷åì ðåçîíàíñ-
íûå ÷àñòîòû (ðèñ. 2á).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè íåñâÿçàííûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïî-
âåðõíîñòíûõ ýôôåêòàõ, à òàêæå ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ìåõàíè÷åñ-
êèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ íàíîðàçìåðíîãî
ñòåðæíÿ, ïðèâåäåíû â [12, 13].

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìîäåëè äëÿ ïüåçî-
ýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñî ñâÿçàííûìè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåê-
òàìè, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ íàíîðàçìåðíûõ óñòðîéñòâ. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
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ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò ðàçëè÷íîå âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, ïüå-
çîìîäóëåé è äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé íà õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàíèé
íàíîðàçìåðíûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë. Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî îïðåäå-
ëåíèþ âåëè÷èí ïîâåðõíîñòíûõ ìîäóëåé íåîáõîäèìû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
à òàêæå ôîðìóëèðîâêè è ðåøåíèÿ ñåðèè çàäà÷ äëÿ êàíîíè÷åñêèõ òåë ñ ïîâåðõíîñò-
íûìè ýôôåêòàìè, ïîçâîëÿþùèå ïî ðåçîíàíñíûì ÷àñòîòàì îïðåäåëÿòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ìîäóëè.
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ABOUT MODELS OF NANOSIZED PIEZOELECTRIC MATERIALS
WITH COUPLED SURFACE EFFECTS

Nasedkin A.V.1, Eremeyev V.A.1,2,3

1Southern Federal University, Rostov-on-Don, Russian Federation
2Southern Scientific Center of the Russian Academy of Sciences,

Rostov-on-Don, Russian Federation
3Gdansk University of Technology, Gdan′sk, Poland

The present paper considers the dynamic problems for piezoelectric nanosized bodies with damping
and surface effects. For these problems the new mathematical model which generalizes the models
of the elastic medium with the Rayleigh damping and with the Gurtin − Murdoch model of surface
effects is proposed. The new model takes into account the electromechanical coupling of damping
mechanisms and surface effects, both in the volume and on the surface. For numerical solving the
problems stated the peculiar properties of the finite element method are discussed. We note that for
transient and static problems we can transform the systems of finite element equations to the forms
with symmetric quasi-definite matrices. In addition, for transient and harmonic problems, we observe
that the application of the mode superposition method leads to independent equations for the
amplitudes of separate modes. Numerical examples demonstrate the effect of surface moduli on
both local and integral characteristics of the vibrational processes in nanoscale piezoelectric bodies.

Keywords: piezoelectricity, nanomechanics, surface stress, piezoelectric surface effects, Gurtin −
Murdoch model, finite element method, quasi-definite matrix.


