
327

ÓÄÊ 519.6:539.3

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÀÆÓÐÍÎÉ ÑÕÅÌÛ
ÌÅÒÎÄÀ  ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

© 2017 ã. Æèäêîâ À.Â.1, Êðóòîâà Ê.À.2,
Ìèðîíîâ À.À.2, ×åêìàðåâ Ä.Ò.1

1Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ

2Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ìåõàíèêè
Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ

4ekm@mm.unn.ru

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 03.07.2017

Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ ïóáëèêàöèé àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûõ àæóðíûì
ñõåìàì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðó-
ãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Àæóðíûå ñõåìû îñíîâàíû íà òðàäèöèîííîé ñõåìå ÷å-
òûðåõóçëîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà â âèäå òåòðàýäðà. Îñîáåííîñòüþ ñõåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, çàïîëíÿþùèõ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü,
ñ ðåãóëÿðíûìè ïðîìåæóòêàìè ìåæäó íèìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíü-
øèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ è òåì ñàìûì ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà
ðåøåíèå çàäà÷. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò àæóðíîé ñõåìû íà áàçå èñõîäíîé
ãåêñàýäðè÷åñêîé ñåòêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîé â êàæäîé ÿ÷åéêå èñõîä-
íîé ñåòêè ðàñïîëàãàåòñÿ îäèí ðàñ÷åòíûé ýëåìåíò â âèäå òåòðàýäðà. Âûñîêàÿ
òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ñõåìû ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè áûëè ïîêàçàíû â ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîâ. Â ñòàòüå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àæóðíîé ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðå-
øåíèþ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä è êîíñòðóê-
öèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ è ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷, ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ÷èñëåííûìè ðåøå-
íèÿìè íà îñíîâå ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ANSYS. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
äåìîíñòðèðóþò âûñîêîå êà÷åñòâî ÷èñëåííîé ñõåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àæóðíàÿ ñõåìà ÌÊÝ, óïðóãîïëàñòè÷åñêèå çàäà÷è, òðåõ-
ìåðíûå çàäà÷è, íåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìèêà.

Ââåäåíèå

Ïðåäëîæåííàÿ â [1−5] àæóðíàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÊÝ) ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè õîðîøî çàðå-
êîìåíäîâàëà ñåáÿ ïðè ðåøåíèè óïðóãèõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ñïëîø-
íûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. Ñõåìà ïîêàçàëà ñâîþ âûñîêóþ òî÷íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü
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[6, 7]. Îíà ñâîáîäíà îò äâóõ èçâåñòíûõ íåäîñòàòêîâ ñõåì ÌÊÝ − ýôôåêòà çàâûøåí-
íîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòè äëÿ ñõåì íà áàçå 4-óçëîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ÊÝ) è
ýôôåêòà íåóñòîé÷èâîñòè «ïåñî÷íûå ÷àñû» («hourglass instability», ñì., íàïðèìåð,
[8]) äëÿ 8-óçëîâîãî ÊÝ ñ íåïîëíûì èíòåãðèðîâàíèåì (ñõåìà Óèëêèíñà [9]). Àíàëèç
ñâîéñòâ, òî÷íîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ñõåìû äëÿ óïðóãèõ çàäà÷ ïðèâåäåí â [4, 6, 7]. Â
íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àæóðíîé ñõåìû ê ðåøåíèþ íåñòà-
öèîíàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ äèíàìèêè óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêèõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ðÿäà ìîäåëüíûõ è ïðèêëàäíûõ
çàäà÷. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ðå-
çóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ èíæåíåðíîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì
ANSYS. Ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò âûñîêîå êà÷åñòâî è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäèêè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà áàçå àæóðíîé ñõåìû ÌÊÝ.

1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íà îñíîâå àæóðíîé ñõåìû

Â öåëîì ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííîé íà áàçå èñïîëü-
çîâàíèÿ 4-óçëîâîãî ÊÝ è ÿâíîé ñõåìû «êðåñò» èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Îòëè-
÷èå ìåòîäèêè îò èçâåñòíûõ âàðèàíòîâ [10, 11] ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè àæóðíîé
ñåòêè, â êîòîðîé ðàñ÷åòíûå ýëåìåíòû çàïîëíÿþò îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ðåãóëÿð-
íûìè ïðîìåæóòêàìè.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäèêè èìååòñÿ â [12]. Ïðèâåäåì åå îñíîâíûå ïîëîæå-
íèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî òåëî çàíèìàåò îáúåì V, íà ãðàíèöå êîòîðîãî pu SSV U=∂  çàäà-
íû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: íà ÷àñòè ãðàíèöû Su − â ïåðåìåùåíèÿõ, íà Sp − â íàïðÿæå-
íèÿõ. Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ïîëÿ âíåøíèõ ìàññîâûõ F è ïîâåðõíîñòíûõ P
ñèë, ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé u è ñêîðîñòåé u&  ïðè t = 0 (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ).
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé áóäåì èñõîäèòü èç îáùåãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà Äàëàìáåðà − Ëàãðàíæà èëè ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ðàáîòû):

,âíåøâíóòð AA δ=δ

ãäå ðàáîòà âíåøíèõ ñèë íà äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ ðàâíà ñóììå ðàáîò âíåø-
íèõ ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷å-
íèé: x1, x2, x3 − äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò; t − âðåìÿ; u(x1, x2, x3) = (u1, u2, u3) −
âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ; εij = (uij + uji)/2 − òåíçîð äåôîðìàöèè; ρ − ïëîòíîñòü.

Çàïèñûâàÿ ðàáîòó âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

.)( ∫∫ ∫ δ+δ−ρ=δεσ
pS

ii
V V

iiiijij dSuPdvuuFdv && (1)

Ó÷åò ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ïåðåñòðîéêè ñåòêè ñ ëè-
íåàðèçàöèåé óðàâíåíèé â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè, äëÿ ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè
èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ òå÷åíèÿ ñ ëèíåéíûì êèíåìàòè÷åñêèì óïðî÷íåíèåì [13].

Ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â ðåøàåìûõ çàäà÷àõ óñòàíîâèì
íà îñíîâå èíêðåìåíòàëüíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ñ ëèíåéíûì êèíåìàòè÷åñêèì
óïðî÷íåíèåì. Òåíçîð äåôîðìàöèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû óïðóãèõ ijε′  è ïëàñòè-
÷åñêèõ ijε ′′  äåôîðìàöèé: .ijijij ε ′′+ε′=ε  Óïðóãèå äåôîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿ-
ìè σij çàêîíîì Ãóêà:

,2 ijkkijij ε′μ+ε′λδ=σ (2)
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ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà: Ε − ìîäóëü Þíãà; ν − êî-
ýôôèöèåíò Ïóàññîíà; λ = Eν/[(1 + ν)(1 − 2ν)], μ = E/[2(1 + ν)] − ïàðàìåòðû Ëàìå.

Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ èñòîðèåé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ:

∫ ε ′′=ε ′′
t

ijij dt
0

,& (3)

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ íåñæèìàåìîñòü ìàòåðèàëà .0=ε ′′ii
Ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû çàêîíîì òå÷åíèÿ

,0
ijij Sζ=ε ′′ && (4)

ãäå ijkkijijij pS −σδ⋅−σ= 3/10
 − òåíçîð àêòèâíûõ íàïðÿæåíèé, ijij gp ε ′′= 2  − òåíçîð

ìèêðîíàïðÿæåíèé, g − ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ, ïàðàìåòð ζ&  îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
[13]:
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T
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ãäå Sij − äåâèàòîð íàïðÿæåíèé, σT − ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ
ïðåäïîëàãàåòñÿ 0 < g < G.

Äîáàâëÿÿ ê ïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèÿì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ

)(* Xuu iSi u
= (6)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

),(,)( 0
0

0
0

XvuXuu itiiti ==
==

& (7)

ïîëó÷àåì ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè ïëà-
ñòè÷íîñòè.

Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

iijij uF &&ρ=ρ+σ , (8)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â íàïðÿæåíèÿõ

.iSjij Pn
p
=σ (9)

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïëàñ-
òè÷íîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (1)−(7) (âàðèàöèîííàÿ ïîñòà-
íîâêà) èëè (2)−(8) (äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà).

Påàëèçîâàí âàðèàíò ìåòîäèêè, â êîòîðîì ó÷åò ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè
ïðîèçâîäèòñÿ â ìåòðèêå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íîãî
âàðèàíòà íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [14].

Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ ãåêñàýäðè÷åñêàÿ ñåòêà, ðàñ÷åòíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòðàëüíûé òåòðàýäð (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì ìàññà, îáúåì è äðóãèå ýêñòåíñèâíûå
õàðàêòåðèñòèêè êðàéíèõ òåòðàýäðîâ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê öåíòðàëüíîìó òåòðàýäðó.
Ñîêðàùåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ è óçëîâ ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ îáúåìà âû÷èñ-
ëåíèé, òî÷íîñòü ïðè ýòîì íå òåðÿåòñÿ. Ïîäðîáíåå ñì. â [1, 2, 6].
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2. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäèêè òåñòèðîâàëàñü íà áîëüøîì êî-
ëè÷åñòâå ðåøåííûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë. Ðåçóëüòàòû ðåøå-
íèÿ ðÿäà óïðóãèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû â [3, 6]. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íåñòàöè-
îíàðíûõ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë. Ðàññìîòðåííûå òðåõìåð-
íûå è îñåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è ðåøàëèñü â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. Â ïðèâåäåí-
íûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿõ ANSYS ðàñ÷åòû âî âñåõ çàäà÷àõ ïðîâîäèëèñü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îáúåìíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà SOLID 183.

Çàäà÷à 1. Ðàñ÷åò óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè óäàðíèêà. Ïðîâåäåíû ðàñ-
÷åòû çàäà÷è îá óäàðå îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè óäàð-
íèêà v0 = 0,1 êì/c î íåïîäâèæíóþ ïðåãðàäó. Äëèíà óäàðíèêà 19,2 ñì, ðàçìåð êàæäî-
ãî ðåáðà 0,5×1 ñì. Ãåîìåòðèÿ óäàðíèêà è âèä ñåòêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âûïîëíåíà ãåíåðàöèÿ íåñòðóêòóðèðîâàí-
íîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè ñ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ, ðàâíûì 2336.

Â ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàëàñü óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëà ñ êèíåìà-
òè÷åñêèì óïðî÷íåíèåì: ρ = 7,8 ã/ñì3, E = 200 ÃÏà, ν = 0,33, ïðåäåë òåêó÷åñòè
σT = 0,23 ÃÏà, ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ g = 0,63 ÃÏà. Â ïëîñêîñòè X = 0 ðàñïîëîæåíà
æåñòêàÿ ñòåíêà.

Çàäà÷à ðåøàëàñü â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå â ìåòðèêå òåêóùåãî
ñîñòîÿíèÿ, ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ïåðåìå-
ùåíèé íà âðåìåííîì èíòåðâàëå (0, 100 ìêñ) â äâóõ òî÷êàõ. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà

Ðèñ. 1. ß÷åéêà àæóðíîé ñåòêè

Ðèñ. 2. Ñåòêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

A

B
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ãåîìåòðèÿ óäàðíèêà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t = 100 ìêñ è ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå
òî÷êè, íà ðèñ. 4, 5 − ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì àæóðíîé ñõåìû è
ANSYS äëÿ òî÷åê À(3,2; 0; 2,75) è Â(2,2; 2,2981; 2,2981) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèé çàäà÷è â òî÷êå À

Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèé çàäà÷è â òî÷êå Â

Ðèñ. 3. Âèä óäàðíèêà â ìîìåíò t = 100 ìêñ
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Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè
ANSYS. Êîëè÷åñòâåííûå ðàñõîæäåíèÿ ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû óïðîùåííîé ìîäå-
ëüþ êîíòàêòà ñ æåñòêèì òåëîì, ðåàëèçîâàííûì â àæóðíîé ñõåìå.

Çàäà÷à 2. Äèíàìè÷åñêèé èçãèá áðóñà ñ îòâåðñòèåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áðóñ,
ñîñòîÿùèé èç äâóõ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ,
â îäíîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ îòâåðñòèå. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áðóñà â ñàíòè-
ìåòðàõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 6. Ìàòåðèàë âåðõíåé ÷àñòè áðóñà − óïðóãèé, íèæíåé ÷àñòè
ñ îòâåðñòèåì − èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêèé. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìà-
òåðèàëîâ áðóñà: ïëîòíîñòü ρ = 4,99 ã/ñì3, ìîäóëü Þíãà E = 110,37 ÃÏà, êîýôôèöè-
åíò Ïóàññîíà ν  = 0,32 äëÿ ìàòåðèàëà 1; ïëîòíîñòü ρ = 4,99 ã/ñì3, ìîäóëü Þíãà E =
= 11,37 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν  = 0,32, ïðåäåë òåêó÷åñòè σT = 468 ÌÏà äëÿ
ìàòåðèàëà 2. Íà âåðõíþþ ÷àñòü áðóñà äåéñòâóåò ìãíîâåííî ïðèëîæåííàÿ ðàñïðåäå-
ëåííàÿ íàãðóçêà F = 0,1 ÌÍ. Áðóñ æåñòêî çàäåëàí ïî íèæíåé òîðöåâîé ïîâåðõíîñ-
òè. Öåëüþ ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áðóñà.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè çàäà÷è ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ìîäåëèðóåòñÿ 1/2 ÷àñòü
áðóñà ñ çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñèììåòðèè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñ-
òÿõ. Íà òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè áðóñà çàäàåòñÿ óñëîâèå æåñòêîé çàäåëêè. Íà ðèñ. 7
ïðèâåäåíà êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ñõåìû: 1 − àæóð-
íàÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ (àæóðíàÿ ò.ñ.), 2 − àæóðíàÿ â ìåòðèêå íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ (àæóðíàÿ í.ñ.), 3 − ðåøåíèå ANSYS. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà
ãðàôèêàõ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ
äâóõ óãëîâûõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè

Ðèñ. 6. Áðóñ ñ îòâåðñòèåì
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ìàòåðèàëà 2 íà âíåøíåé ãðàíèöå áðóñà ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïî îòíîøåíèþ ê
èçãèáó: 12048 − îáëàñòü ðàñòÿæåíèÿ, 9232 − îáëàñòü ñæàòèÿ (ðèñ. 8).

Îáà âàðèàíòà àæóðíîé ñõåìû ïîêàçàëè õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ìåæäó ñîáîé è
óäîâëåòâîðèòåëüíîå − ñ ðåçóëüòàòàìè ANSYS.

Çàäà÷à 3. Äèíàìè÷åñêèé èçãèá óïðóãîïëàñòè÷åñêîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì
âçðûâà. Áàëêà ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ æåñòêî çàäåëàííûìè òîðöà-
ìè íàãðóæåíà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòíîé
ñèëîé (ðèñ. 9).

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàëêè: äëèíà L = 25,4 ñì, øèðèíà h = 3,048 ñì, âû-
ñîòà s = 0,635 ñì. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà: ρ = 2,7 ã/ñì3, E =
= 74,6 ÃÏà, σT = 287 ÌÏà, g = 427 ÌÏà, ν = 0,33. Äëèíà îáëàñòè íàãðóæåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòíîé ñèëîé l = 5,08 ñì. Èçìåíåíèå ïîâåðõíîñòíîé ñèëû âî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíî
ãðàôèêîì íà ðèñ. 10. Öåëüþ ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå åãî ñ ýêñïåðèìåíòîì [12].
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Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè çàäà÷è ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ìîäåëèðóåòñÿ 1/4 ÷àñòü
áàëêè ñ çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñèììåòðèè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñ-
òÿõ. Íà òîðöåâîé ïîâåðõíîñòè áàëêè çàäàåòñÿ óñëîâèå æåñòêîé çàäåëêè. Íà ðèñ. 11
ïîêàçàíû êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà (60×8×4), óñëîâèÿ ñèììåòðèè è óñëîâèÿ æåñò-
êîé çàäåëêè.

Çàäà÷à ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ñõåì (àæóðíîé â ìåòðèêå òåêóùåãî ñî-
ñòîÿíèÿ (àæóðíàÿ ò.ñ.), àæóðíîé â ìåòðèêå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (àæóðíàÿ í.ñ.)) è
ïðîãðàììû ANSYS.

Íà ðèñ. 12 ïðèâåäåíû ãðàôèêè âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ öåíòðàëüíîé
òî÷êè áàëêè â íàïðàâëåíèè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (ANSYS, àæóðíàÿ ñõåìà â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ, àæóðíàÿ ñõåìà â ìåòðèêå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ).

Âñå ñõåìû äàþò êà÷åñòâåííî ïîõîæèå ðåçóëüòàòû. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî-
ãèáîâ â öåíòðàëüíîé òî÷êå áàëêè: äëÿ àæóðíîé ò.ñ. − 1,847 ñì, äëÿ àæóðíîé í.ñ. −
1,808 ñì, ANSYS − 1,869 ñì; ýêñïåðèìåíòûå äàííûå [15] − 1,897 ñì.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå àæóðíîé ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøå-
íèþ íåñòàöèîíàðíûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ äèíàìèêè ñïëîøíûõ ñðåä è êîíñò-
ðóêöèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷

Ðèñ. 11. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà äëÿ áàëêè
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è èõ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî äðó-
ãèì ìåòîäèêàì. Ïîêàçàíî âûñîêîå êà÷åñòâî è ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé
íà áàçå àæóðíîé ñõåìû. Äîñòîèíñòâà àæóðíîé ñõåìû ñëóæàò îñíîâàíèåì äëÿ âêëþ-
÷åíèÿ åå â ñîñòàâ èíæåíåðíûõ ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé.
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NUMERICAL SOLUTION OF 3D ELASTIC-PLASTIC DYNAMICAL PROBLEMS
USING RARE MESH FEM SCHEME
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The work continues a series of authors publications, devoted to the rare mesh FEM schemes for
solving 3D elasticity and plasticity problems. These schemes are based on the traditional 4-node
finite element scheme in the form of a tetrahedron. A special feature of the schemes is the location
of the finite elements that fill the calculation area with regular intervals between them. This allows
you to significantly reduce the number of elements and thereby reduce the computational cost of
solving problems. In this paper, we consider a version of an rare mesh scheme based on the initial
hexahedral grid of finite elements, in which in each cell of the initial grid there is one calculated
element in the form of a tetrahedron. The high accuracy and efficiency of this scheme for solving
linear dynamical elasticity problems are shown in [6, 7]. In this paper, we consider the application
of the rare mesh FEM scheme to solving nonlinear 3D nonstationary problems of dynamic
deformation of elastic-plastic media and structures. There are presented results of some model and
applied problems numerical solution, comparison with experimental data and numerical solutions
by ANSYS program complex. The results of the calculations demonstrate the high quality of the
numerical scheme.

Keywords: rare mesh FEM scheme, elastic-plastic problems, 3D problems, nonstationary dynamics.


