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Ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ æåñòêîïëàñ-
òè÷åñêèõ ãèáðèäíûõ ñëîèñòûõ êîìïîçèòíûõ êðóãëûõ øàðíèðíî îïåðòûõ èëè
çàùåìëåííûõ ïëàñòèí ñ ïðîèçâîëüíûì ñâîáîäíûì öåíòðàëüíûì îòâåðñòèåì.
Ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ íà âÿçêîì îñíîâàíèè è ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåííîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè âçðûâ-
íîãî òèïà. Ïëàñòèíû ÿâëÿþòñÿ ãèáðèäíûìè ñëîèñòî-âîëîêíèñòûìè ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì ñëîåâ, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Â êàæ-
äîì ñëîå íàõîäèòñÿ ñåìåéñòâî àðìèðóþùèõ âîëîêîí, ðàñïîëîæåííûõ ïî ðà-
äèàëüíûì, îêðóæíûì è óãëîâûì íàïðàâëåíèÿì. Â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû
íàãðóçêè âîçìîæíû ðàçíûå ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí. Èç ïðèíöèïà âèð-
òóàëüíîé ìîùíîñòè â ñî÷åòàíèè ñ ïðèíöèïîì Äàëàìáåðà äëÿ êàæäîé èç ñõåì
ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíû
óñëîâèÿ èõ ðåàëèçàöèè. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ïðå-
äåëüíûõ íàãðóçîê. Îïðåäåëåíû âðåìÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è îñòàòî÷íûå ïðî-
ãèáû ïëàñòèí. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ êâàäðàòíîãî è
êðóãëîãî îòâåðñòèé. Ïðåäëîæåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ñ ïðî-
èçâîëüíûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì íà âÿçêîì îñíîâàíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, êðóã-
ëàÿ àðìèðîâàííàÿ ïëàñòèíà, ïðîèçâîëüíîå îòâåðñòèå, âÿçêîå îñíîâàíèå, âçðûâ-
íàÿ íàãðóçêà, ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òåõíîëîãèè, ïîçâîëÿþùèå ñîçäàâàòü ñëîèñòî-
âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû èç ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ íàáîðîâ ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ìíîãîñëîéíûå àðìèðîâàííûå ïëîñêèå êîíñò-
ðóêöèè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé òåõíèêè. Ïðè
âîçäåéñòâèè âûñîêîèíòåíñèâíûõ íàãðóçîê íà òàêèå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé èõ ìà-
òåðèàëû ïðîÿâëÿþò â îñíîâíîì ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñ-
êîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé çà ïðåäåëîì óïðóãîãî
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ïîâåäåíèÿ èìåþò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îöåíêè ñòåïåíè èõ ïîâðåæäàåìîñ-
òè, îöåíêè ðèñêîâ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé. Àíàëèç ëèòåðàòóð-
íûõ èñòî÷íèêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå èññëåäîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ ïîêà â çà÷àòî÷íîì
ñîñòîÿíèè [1−7]. Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè âçðûâíîì òèïå íàãðóçîê
øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ìîäåëü æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà [1, 8], áëàãî-
äàðÿ åå ïðîñòîòå è óäîáñòâó ðàñ÷åòíûõ ñõåì. Â ñòàòüå [1] îáñóæäàåòñÿ ñîâðåìåííîå
ñîñòîÿíèå ðàñ÷åòîâ íåóïðóãîãî äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷å÷íûõ êîí-
ñòðóêöèé ñëîèñòî-âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðû è ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâà-
íèÿ ìîäåëè æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà â òàêèõ çàäà÷àõ. Ðàññìîòðåíû äîñòîèíñòâà è
íåäîñòàòêè ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì
ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ [9, 10]. Ýòà ìîäåëü ñ äîïóñòèìîé èíæåíåðíîé òî÷íîñòüþ
ìîäåëèðóåò êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû â ñëó÷àå íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà àðìàòóðû ñî
ñâÿçóþùèì. Ïðîñòåéøàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ îáúåìíîå ñîîòíîøå-
íèå êîìïîíåíòîâ, äëÿ ðàñ÷åòà ïðî÷íîñòè âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà áûëà ïðåäëîæå-
íà åùå â 1965 ã. [11]. Â ñòàòüÿõ [12, 13] îòìå÷åíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñëîèñòî-
âîëîêíèñòûé êîìïîçèò íà ìàêðîóðîâíå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëàñòè÷åñêîå òåëî,
ïîä÷èíÿþùååñÿ ïîëîæåíèÿì òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå â âîëîêíàõ îäíîìåðíîå, îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ ñëî-
èñòûõ êîìïîçèòîâ ñ ñèììåòðè÷íûì ïåðåêðåñòíûì àðìèðîâàíèåì. Â [14] íà îñíîâå
íèòÿíîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè, â êîòîðîé íå ó÷èòûâàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåì
ìàòåðèàëå, è íà îñíîâå ìåòîäà ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå
íàãðóçêè ðàçíîîáðàçíûõ ïîëèãîíàëüíûõ æåëåçîáåòîííûõ ïëèò, â òîì ÷èñëå ïëèò ñ
îòâåðñòèÿìè. Â [15] ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîãî äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ îäíîñëîéíûõ è ìíîãîñëîéíûõ
ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùèíû èç òðàäèöèîííûõ è êîìïîçèöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ è îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ äèíàìèêè êîìïîçèòíûõ îáî-
ëî÷åê äàæå äîñòàòî÷íî ãðóáûå ìîäåëè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà,
êàêîé, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþò âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ ïîëó÷èòü àäåêâàòíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññàõ äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíà ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ æåñòêîïëàñ-
òè÷åñêèõ ãèáðèäíûõ ñëîèñòûõ êîìïîçèòíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí, øàðíèðíî îïåðòûõ
èëè çàùåìëåííûõ ñ ïðîèçâîëüíûì ïî ôîðìå âíóòðåííèì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì,
íà êîòîðûå äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåí-
íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà. Ïëàñòèíû ðàñ-
ïîëîæåíû íà âÿçêîì îñíîâàíèè. Àðìèðîâàíèå ïëàñòèí âûïîëíåíî â ðàäèàëüíîì,
îêðóæíîì è óãëîâîì íàïðàâëåíèÿõ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîèñòûé ïàêåò, ÿâëÿþòñÿ ñîðàçìåðíûìè (îòëè÷àþùè-
ìèñÿ íå áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê). Ïî òîëùèíå êàæäûé ñëîé èìååò ðåãóëÿðíóþ è êâà-
çèîäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó, íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èäåàëü-
íîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñëîèñòûõ ïëàñòèí ïðèåìëåìî èñ-
ïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà. Èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå äè-
íàìè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ èçãèáà äâóñâÿçíûõ ïëàñòè÷åñêèõ ïëàñòèí ñî ñâîáîäíûì
îòâåðñòèåì êàñàþòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûõ è ìíîãîñëîéíûõ êîëüöåâûõ è ïîëèãîíàëü-
íûõ ïëàñòèí [15−21], îäíîðîäíûõ êðèâîëèíåéíûõ ïëàñòèí [22−25]. Íàñòîÿùåå èñ-
ñëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííîé â [25], íà
ñëó÷àé ñëîèñòî-âîëîêíèñòûõ ãèáðèäíûõ àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí, ðàñïîëîæåííûõ
íà âÿçêîì îñíîâàíèè.
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1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ
è ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì êðóãëóþ øàðíèðíî îïåðòóþ èëè çàùåìëåííóþ ïëàñòèíó ñ ïðîèç-
âîëüíûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì. Âíåøíèé êîíòóð ïëàñòèíû L1 èìååò ðàäèóñ R1, à
óðàâíåíèå âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ L2 â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, ϕ) ñ ïîëþ-
ñîì â öåíòðå îêðóæíîñòè L1 èìååò âèä: r = R2(ϕ), ãäå 0 ≤ ϕ ≤ 2π (ðèñ. 1).

Ñ÷èòàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî êîíòóð L2 èìååò äâå îñè ñèììåòðèè: ϕ = 0 è
ϕ = π/2. Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ïîâåðõ-
íîñòè äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè P(t) âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà ñ Pmax =
= P(0). Ïðîãèáû ïëàñòèíû ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè. Âëèÿíèåì ìåìáðàííûõ ñèë è âåðòè-
êàëüíûõ ñäâèãîâ â óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè è ãåîìåòðè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè ïðå-
íåáðåãàåì.

Ïëàñòèíà âûïîëíåíà èç êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëîèñòûì ñ
ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ðàñïðåäåëåíèåì
ñëîåâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà ñîäåðæèò ïî òîëùèíå áîëüøîå êîëè÷åñòâî
àðìèðîâàííûõ ñëîåâ è ñâÿçóþùèõ èõ èçîòðîïíûõ ïðîñëîåê, îïèñûâàåìûõ ìîäå-
ëüþ èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Â êàæäîì ñëîå ìîãóò íàõîäèòüñÿ
âîëîêíà àðìàòóðû, âûïîëíåííûå èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå äåôîðìèðóþò-
ñÿ êàê îäíîìåðíûå ýëåìåíòû è ðàñïîëîæåíû â âèäå ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
ðàäèóñà êðèâîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé (óãëîâîå àðìèðîâàíèå) â ðàäèàëüíîì è îêðóæ-
íîì íàïðàâëåíèÿõ. Â ðàçíûõ ñëîÿõ ìàòåðèàëû àðìàòóðû è ñâÿçóþùåãî ðàçëè÷íû.
Ñòðóêòóðà àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû èç îäíèõ è òåõ æå ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëîâ
ìîæåò èìåòü ðàçíûé âèä çà ñ÷åò âçàèìíîãî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ ñëîåâ
è èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ âîëîêîí.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû ïðèâåäåííàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàòå-
ðèàëà ïëàñòèíû ðàâíà

,))((2)(
1

1∑
=

−−ρ=ρ
n

k
kkk hhrr

,)(2)()()(2)()(1)( 3322110321 ][ kkkkkkkkkkk rrrrrrr ρω+ρω+ρω+ρω−ω−ω−=ρ

ãäå n − ïîëîâèíà îáùåãî êîëè÷åñòâà ñëîåâ; ρ0k − ïëîòíîñòü ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â
k-ì ñëîå; ρik, ωik (r) − ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà àðìàòóðû è åå ïëîòíîñòü àðìèðîâàíèÿ
(îáúåìíàÿ äîëÿ) â k-ì ñëîå â ðàäèàëüíîì (i = 1), îêðóæíîì (i = 2) è óãëîâîì (i = 3)

Ðèñ. 1. Êðóãëàÿ ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì. Ñõåìà 1

L1

L2
R1

r

R2(ϕ)

0

μk



270

íàïðàâëåíèÿõ; hk − êîîðäèíàòû ðàçäåëà ñëîåâ; h0 = 0; hn = H; 2H − òîëùèíà ïëàñ-
òèíû.

Ïðåäåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû M01, M02, íîðìàëüíûå è òàíãåíöèàëüíûå ê
çàêðåïëåííîìó êîíòóðó ïëàñòèíû L1, â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî
ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ áóäóò ðàâíû:
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Çäåñü σ0k − ïðåäåë òåêó÷åñòè ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â k-ì ñëîå; σjk, σ3k − ïðåäåëû
òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà àðìàòóðû, ðàñïîëîæåííîé â ðàäèàëüíîì, îêðóæíîì è óãëîâîì
íàïðàâëåíèÿõ â k-ì ñëîå; μk(r) − óãîë àðìèðîâàíèÿ óãëîâûõ âîëîêîí â k-ì ñëîå (ñì.
ðèñ. 1).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû èç æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà âîçìîæíû
äâå ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Pmax. Ïðè íàãðóçêàõ, íå ïðå-
âûøàþùèõ ïðåäåëüíûå íàãðóçêè (ïðè «íèçêèõ» íàãðóçêàõ), ïëàñòèíà îñòàåòñÿ â
ïîêîå. Ïðè íàãðóçêàõ, íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïðåäåëüíûå, «ñðåäíèõ» íàãðóç-
êàõ, â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ îïîðíîãî êîíòóðà L1 ïëîñêîñòü ïëàñòèíû ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ âîêðóã êîíòóðà L1 ñ óãëîì ïîâîðîòà α1 è äåôîðìèðóåòñÿ â êîíè÷åñ-
êóþ ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 1, ñõåìà 1). Â îòëè÷èå îò îäíîðîäíûõ ïëàñòèí [25], â ñëó÷àå
çàùåìëåíèÿ îïîðíîãî êîíòóðà àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû ïëîñêîñòü ïëàñòèíû ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ êîíóñîîáðàçíî âîêðóã îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì  r = R1 − d, d ≥ 0. ×àñòü
ïëàñòèíû ìåæäó êîíòóðîì L1 è îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà r íå äåôîðìèðóåòñÿ. Âåëè÷è-
íà d îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïðåäåëüíîé íàãðóçêè ïëàñòèíû. Ïðè äîñ-
òàòî÷íî âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ Pmax (ïðè «âûñîêèõ» íàãðóçêàõ) âîçìîæíà ñõåìà 2, â
êîòîðîé, êàê è äëÿ îäíîðîäíûõ ïëàñòèí [16, 22, 24, 25], äåôîðìèðîâàíèå ñîïðîâîæ-
äàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì íåñòàöèîíàðíîé ïëàñòè÷åñêîé øàðíèðíîé îêðóæíîñòè l,
äâèæóùåéñÿ ïîñòóïàòåëüíî (ðèñ. 2).

2. Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïëàñòèíû
äëÿ ñõåìû 1

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû âûâåäåì èç ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ìîùíîñòè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Äàëàìáåðà [26]:

Ðèñ. 2. Êðóãëàÿ ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì. Ñõåìà 2
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Çäåñü K, A, N − ìîùíîñòè èíåðöèîííûõ, âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë ñîîòâåòñòâåí-
íî; S, ds − ïëîùàäü è ýëåìåíò ïëîùàäè ïëàñòèíû; u − ïðîãèá; kv − êîýôôèöèåíò
âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îñíîâàíèÿ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå äåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí íà
êîðàáåëüíûå êîíñòðóêöèè êîýôôèöèåíò kv ïðèíèìàþò ðàâíûì ρsc, ãäå ρs − ïëîò-
íîñòü ñðåäû, c − ñêîðîñòü çâóêà [27]); m − êîëè÷åñòâî ëèíèé ðàçðûâà ïîëÿ ñêîðîñ-
òåé; lm − ëèíèè ðàçðûâà ïîëÿ ñêîðîñòåé, âêëþ÷àÿ êîíòóð ïëàñòèíû; 

ml][θ − ðàçðûâ
ñêîðîñòè óãëà ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ïëàñòèíû íà lm; Mm − èçãèáàþùèé ìîìåíò íà lm;
dlm − ýëåìåíò ëèíèè lm; κ1, κ2 − ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòåé ïðîãèáîâ
ïëàñòèíû. Òî÷êè íàä ñèìâîëàìè îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, çâåçäî÷êîé
îáîçíà÷åíû êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûå âåëè÷èíû.

Ñêîðîñòè ïðîãèáîâ ïëàñòèíû äëÿ ñõåìû 1 áóäóò ïðåäñòàâëåíû â âèäå:
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïëàñòèíà ïîêîèòñÿ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
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ãäå ,010 dRR −=  d0 − çíà÷åíèå d, ïðè êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì â (11).
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (9) â âèäå
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Ïëàñòèíà áóäåò äâèãàòüñÿ äî îñòàíîâêè â ìîìåíò âðåìåíè tf , êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

,0)(1 =α ft& (13)

tf  îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

.1e)(e ][ 11

1

0

0

−=ττ∫ τ f
f

tG
t

G

G
PdP

Ìàêñèìàëüíûé îñòàòî÷íûé ïðîãèá áóäåò ðàâåí
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Â ñëó÷àå íàãðóçêè ñ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìîé èìïóëüñà: P(t) = Pmax ïðè 0 ≤ t ≤ T,
P(t) = 0 ïðè t > T, ìîìåíò îñòàíîâêè tf  ðàâåí
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Âñå ïðîãèáû â ïëàñòèíå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4).
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíòóðà ïàðàìåòðû ðàäèàëü-

íîãî àðìèðîâàíèÿ íå âõîäÿò â âûðàæåíèå (11), íî îíè ïðèñóòñòâóþò â êîýôôèöèåí-
òàõ G1, G2 â ôîðìóëå (12). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â ñëó÷àå øàð-
íèðíîãî çàêðåïëåíèÿ àðìèðîâàíèå â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè íå âëèÿåò íà âåëè÷è-
íó ïðåäåëüíîé íàãðóçêè, íî âëèÿåò íà äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëàñòèíû è åå îñòà-
òî÷íûé ïðîãèá.

3. Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïëàñòèíû
äëÿ ñõåìû 2

Ðàññìîòðèì ñõåìó 2, â êîòîðîé äâèæåíèå ïëàñòèíû ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíî-
âåíèåì íåñòàöèîíàðíîé ïëàñòè÷åñêîé øàðíèðíîé îêðóæíîñòè l, äâèæóùåéñÿ ïî-
ñòóïàòåëüíî. Êðèâàÿ l ðàçáèâàåò ïëàñòèíó íà äâå ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè Z1 è Z2
(ñì. ðèñ. 2). Îáëàñòü Z2 äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî è ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã êðèâîé l.
Ïîñêîëüêó êðèâàÿ l äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, òî âñå åå òî÷êè äâèæóòñÿ ñ îäèíàêî-
âîé ñêîðîñòüþ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ).(twc&  Êàê â [22, 25], èç íåïðåðûâíîñòè
ñêîðîñòåé íà l ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëü ê ëèíèè l ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê îêðóæíîñòè L1 è
÷òî ðàññòîÿíèå D ìåæäó L1 è l íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèÿ l
áóäåò îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R1 − D. Èç íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé íà ëèíèè l ñëåäó-
åò, ÷òî îáëàñòü Z1 ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã îïîðíîãî êîíòóðà L1 ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñ-
òüþ; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ).(1 tα&  Ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü Z2 ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã ïîä-
âèæíîé øàðíèðíîé îêðóæíîñòè l ñî ñêîðîñòüþ ),(2 tα&  òàêæå íå çàâèñÿùåé îò óãëà ϕ.
Òîãäà ñêîðîñòè ïðîãèáîâ ïëàñòèíû äëÿ ñõåìû 2 áóäóò ïðåäñòàâëåíû â âèäå (ðèñ. 3):
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ãäå îáëàñòè Z1 è Z2 îïðåäåëåíû òàê:
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Ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòåé ïðîãèáîâ ïëàñòèíû â îáëàñòè Z1
èìåþò âèä (5) è â îáëàñòè Z2 ðàâíû:
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Âûðàæåíèå (3) äëÿ ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë N ïðåäñòàâèì â âèäå

,
4

1
∑
=

=
i

iNN

ãäå N1, N2, N3, N4 − ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë íà êîíòóðå L1, íà ëèíèè l, âíóòðè
îáëàñòåé Z1 è Z2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîùíîñòè Ni áóäóò ðàâíû

,)()1(2)()1( 1101
*
1

*
1011

1
1

][ RRMdlRMN
L

L η−απ=θη−= ∫ &&

=−α−α=θ−= ∫∫
π

0
101

*
2

*
1

*
1012 )(2)( ||][ dlDRMdlDRMN

l
l &&&

),()(2 1011
*
2

*
1 || DRMDR −−α−απ= &&

,)(2)(
1

11

02
*
1

*
2023 || ∫∫∫

−

απ=κ=
R

DRZ

drrMdsrMN &

.)(4)(
2/

0 )(
02

*
2

*
2024

1

22

|| ∫ ∫∫∫
π −

ϕ

ϕα=κ=
DR

RZ

drdrMdsrMN &
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Ïîëíàÿ ìîùíîñòü âíóòðåííèõ ñèë ïëàñòèíû N îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

,2
*
21

*
1 mmN α+α= && (17)

,)()1(2)( )()()( 10110211011

1

1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−±+η−π= ∫

−

DRMDRdrMRRMDm
R

DR

r

,)(
2

4)(
2/

0 )(
0210112

1

2

)()(
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ϕ+−−

π
= ∫ ∫

π −

ϕ

DR

R

drdMDRMDRDm rm

ãäå âåðõíèé çíàê â âûðàæåíèÿõ äëÿ m1 è m2 ñîîòâåòñòâóåò *
2

*
1 α>α &&  (âàðèàíò à ñõå-

ìû 2), íèæíèé çíàê − ñëó÷àþ *
2

*
1 α<α &&  (âàðèàíò á ñõåìû 2). Ïðè óñëîâèè *

2
*
1 α=α &&

ñõåìà 2 ïåðåõîäèò â ñõåìó 1.
Ïîäñòàâëÿÿ (15)−(17) â (1), ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé ,,, **

2
*
1 cw&&& αα  ïîëó-

÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû:

),()()()()( 113121111 DmDtPDkD v −Σ=Σα+Σα &&& (18)

),()()()()()()( 2422323222212 DDmDtPDkwDkD vcv Σ−Σ=Σ+Σα+Σα &&&& (19)

),()()()()()()( 342333332221 DDmDtPDkwDkDw vcvc Σ+Σ=Σ+Σα+Σ &&&& (20)

,2)()(
1

11

2
1

2
111 )()( ∫∫∫

−

−ρπ=−ρ=Σ
R

DRZ

rdrrRdsrRrD

,34
6

)( )()( 1
32

112
1

DRDdsrRD
Z

−
π

=−=Σ ∫∫

,23
3

)( )()( 1
2

113
1

DRDdsrRD
Z

−
π

=−=Σ ∫∫

,)()()()(
2

2
21

22 2 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ρ−ρρ=Σ ∫∫∫∫ ∫∫

ZZ Z

rdsrdsrrdsrD

,)(
2 22 2

2
22 ∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫ ρ−ρ=Σ

Z ZZ Z

rdsrdsdsdsrD

,)()(,)(
22 22 2

2423 ∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫ ρ=Σρ−ρ=Σ
ZZ ZZ Z

dsrDdsrdsrdsdsD

,)(
2 22 2

)()()()( 1
2

11
2

132 ∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫ −−ρ−−−−−−−ρ=Σ
Z ZZ Z

dsrDRdsrDRdsrDRdsrDRD

),()()()()( 231
2

33
2 22 2

DDRrdsrrdsdsrrdsD
Z ZZ Z

Σ−−ρ−ρ=Σ ∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫

.))(()(
2

134 ∫∫ −−ρ=Σ
Z

dsrDRrD

Èç íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé íà ãðàíèöå îáëàñòåé Z1 è Z2 èìååì ðàâåíñòâî

.1 cwD && =α (21)



276

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (18)−(21) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïëàñòèíû â ñëó÷àå äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïî ñõåìå 2. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (10) è

).0(,0)0()0()0()0( 022 DDww cc ====α=α && (22)

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå D0 îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò Pmax, êàê ýòî áóäåò ïîêàçàíî
äàëåå.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè − Áóíÿêîâñêîãî äëÿ âåùåñòâåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàí-
ñòâà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Z2, ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì è
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé f, g, îïðåäåëåííûì êàê ,)(

2
∫∫Z dsfg  ñëåäóåò [28],

÷òî åñëè îáëàñòü Z2 íå âûðîæäåíà, òî

.
222

22

2

∫∫∫∫∫∫ ≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ZZZ

dsgdsffgds

Òîãäà, ïðèíèìàÿ 0>ρ= rf  è ,0>ρ=g  ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî Σ21(D) > 0, êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ñèñòåìû óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ.

Âåëè÷èíó íàãðóçêè P1, ÿâëÿþùåéñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì Pmax, ïðè êîòî-
ðîì ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà 2, îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ .21 α=α &&  Çíà÷åíèå D(t), ñîîòâåò-
ñòâóþùåå íàãðóçêå P1, îáîçíà÷èì ÷åðåç D1. Èç (18), (19) ïðè óñëîâèè 21 α=α &&  ïðè
t ≥ 0 ïîëó÷èì:

.)( 11232212422321121113 ][)( ΣΣ+Σα−Σ−Σ=ΣΣα−−Σ cvv wkmPkmP &&&

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (10), (22) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåì â âèäå:

.
)()()()(

)()()()()(

011023021013

0240110202101
max DDDD

DDDmDDm
P

ΣΣ−ΣΣ

ΣΣ−Σ
= (23)

Äèôôåðåíöèðóÿ (21) ïî âðåìåíè è ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ èñêëþ÷àÿ
ôóíêöèè cw&&&& ,1α  èç (17), (19), ïîëó÷èì

.
)()(

)()(
21

3332234233

11

121113
1 Σ

Σ+Σα−Σ+Σ
−

Σ

Σα−−Σ
=α− cvv wkmPkmPD

tDt
&&&

&& (24)

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (10), (22) ðàâåíñòâî (24) ïðèíèìàåò âèä:

.
)()()()(

)()()()()(

0110330210130

03401102021001
max DDDDD

DDDmDDDm
P

ΣΣ−ΣΣ

ΣΣ+Σ
= (25)

Ñ÷èòàÿ â (23), (25) Pmax = P1 è D = D0 = D1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ P1:

,
)()()()(

)()()()()(

1111331211131

13411112121111
1 DDDDD

DDDmDDDm
P

ΣΣ−ΣΣ

ΣΣ+Σ
= (26)

D1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

=
ΣΣ−ΣΣ

ΣΣ−Σ

)()()()(
)()()()()(

111123121113

1241111212111

DDDD
DDDmDDm

.
)()()()(

)()()()()(

1111331211131

13411112121111

DDDDD
DDDmDDDm

ΣΣ−ΣΣ

ΣΣ+Σ
= (27)
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Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëàñòèíû ïðè «âûñîêèõ» íàãðóçêàõ Pmax >
> P1. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå íà÷íåòñÿ ïî ñõåìå 2 ïðè íàëè÷èè ëèíèè l, íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì D0 èç (25). ×òîáû âûÿñíèòü, ïî êàêîìó
âàðèàíòó ñõåìû 2 (à èëè á) áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ ïëàñòèíà, íàäî âûáðàòü ìèíè-
ìàëüíóþ íàãðóçêó P1 èç (26) ïðè âåðõíåì è íèæíåì çíàêå â âûðàæåíèÿõ äëÿ m1, m2
â ôîðìóëå (17). Åñëè àðìèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(r) ïîñòîÿííà èëè èçìåíÿ-
åòñÿ òîëüêî âáëèçè îïîðíîãî êîíòóðà L1 è ïîñòîÿííà â îñòàëüíîé ÷àñòè ïëàñòèíû,
òî ρ(r) ïîñòîÿííà â îáëàñòè Z2, ïîýòîìó Σ23 = 0, Σ22 = Σ21 > 0. Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî
ïîñêîëüêó Σ24 > 0 è )0(2α&&  íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, òî m2 < 0. Òîãäà èç âûðà-
æåíèÿ äëÿ m2 ñëåäóåò, ÷òî ,21 α>α &&  è ðåàëèçóåòñÿ âàðèàíò à ñõåìû 2.

Â ïåðâîé ôàçå (0 ≤ t ≤ t1) äâèæåíèå ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (18)−
(21) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (10), (22). Äâèæåíèå øàðíèðíîé ëèíèè l îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç (24). Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ ñõåìû 2 (à è á) ëèáî ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t1,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî )()( 1211 tt α=α &&  è äàëüíåéøåå äâèæåíèå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïî ñõåìå 1 âî âòîðîé ôàçå, ëèáî ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà äâèæåíèÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t = tf , êîòîðûé îïðåäåëèòñÿ èç ðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî èç (24) ïðè óñëîâèè

0)()( 21 =α=α ff tt &&  è (21):

=ΣΣ−ΣΣ }{ )()()()(( )()()()())( 11332113 ffffff tDtDtDtDtDtP

).()()()()( )()()()()()( 34112211 ffffff tDtDtDmtDtDtDm ΣΣ+= Σ

Åñëè äâèæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ âî âòîðîé ôàçå (t1 < t ≤ tf ), ïîâåäåíèå ïëàñòèíû îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (12) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ).()( 1111 è tt αα&  Ïëàñòèíà
îñòàíàâëèâàåòñÿ â ìîìåíò tf , îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ (13). Âñå ïðîãèáû âû÷èñ-
ëÿþòñÿ èç (14), (4) ñ ó÷åòîì îáåèõ ôàç.

4. Àðìèðîâàííàÿ êðóãëàÿ ïëàñòèíà
ñ öåíòðàëüíûì êâàäðàòíûì îòâåðñòèåì

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì àðìèðîâàííóþ êðóãëóþ ïëàñòèíó ðàäèóñà R1 ñ
öåíòðàëüíûì êâàäðàòíûì îòâåðñòèåì ñî ñòîðîíàìè 2γR1 )( 2/2<γ  (ðèñ. 4). Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÷åòâåðòè ïëàñòèíû â ñèëó ñèììåòðèè óðàâíåíèå îòâåðñòèÿ èìååò
âèä:

.
sin

)(:
24

,
cos

)(:
4
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1
2 ϕ

γ
=ϕ

π
≤ϕ≤

π
ϕ

γ
=ϕ

π
≤ϕ≤

R
R
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R

Ðèñ. 4. Êðóãëàÿ ïëàñòèíà ñ êâàäðàòíûì îòâåðñòèåì

L1

L2
R1

R2(ϕ)
0 r
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Ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõñëîéíîé è àðìèðîâàíû òîëüêî âíåøíèå
ñëîè: n = 2, h1 = 0,85H, h2 = H, ωi2 = ωi, ωi1 = 0, ρ01 = ρ02 = ρ12 = ρ0, ρi2 /ρ0 = 3, σ02 =
= σi1 = σ0, σi2 = σi = 10σ0 .3,1 )( =i  Òàêîå ñîîòíîøåíèå àðìèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ
âîçìîæíî, íàïðèìåð, åñëè ñâÿçóþùèé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ àëþìèíèåì, à ìàòåðèàë
àðìàòóðû − ñòàëüþ.

Ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ñïîñîáû àðìèðîâàíèÿ âîëîêíàìè ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ:

à) óãëîâîå àðìèðîâàíèå â ôîðìå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè:

;const0
1

033 )(,)( =μ=μω=ω x
r

R
r (28)

á) àðìèðîâàíèå ïî ðàäèóñàì îêðóæíîñòè:

;)( 1
101 r

R
r ω=ω (29)

â) àðìèðîâàíèå ïî îêðóæíîñòè:

,)( 202 ω=ω r (30)

ãäå ωi0 = ωi(R1) ,3,1 )( =i  μ0 = μ(R1) − çàäàííûå íà îïîðíîé îêðóæíîñòè ïëîòíîñòè
àðìèðîâàíèÿ è óãîë àðìèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè áåçðàçìåð-
íîé ïðåäåëüíîé íàãðóçêè p0 = P0b )( )/( 2

0
2
1 HRb σ=  îò ïàðàìåòðà γ, âû÷èñëåííûå

ïî (11), ïðè ðàçíîì êðåïëåíèè êîíòóðà ïëàñòèíû è ðàçëè÷íîì àðìèðîâàíèè. Êðè-
âàÿ 1 − øàðíèðíîå îïèðàíèå, àðìèðîâàíèå (30) ñ ω20 = 0,2 è (33) ñ ω30 = 0,2, μ0 = π/6.
Êðèâàÿ 2 − øàðíèðíîå îïèðàíèå, àðìèðîâàíèå (30), ω20 = 0,2. Êðèâàÿ 3 − øàðíèð-
íîå îïèðàíèå, àðìèðîâàíèå îòñóòñòâóåò. Êðèâûå 4−6: çàùåìëåíèå, àðìèðîâàíèå,
êàê â ñëó÷àÿõ 1−3 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ
ñïîñîáàõ àðìèðîâàíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè îòâåðñòèÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñíà÷àëà íå-
ìíîãî ñíèæàåòñÿ, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå ïðîãèáû )( 22
00

2
1 / THuRw σρ=  â ñå÷åíèè

ϕ = 0, ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå, äëÿ êðóãëîé çàùåìëåííîé ïëàñòèíû

Ðèñ. 5. Áåçðàçìåðíàÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ îòâåðñòèÿ
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ñ îòâåðñòèåì â ôîðìå êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2γR1 (R2(0) = γR1) ïðè àðìèðîâàíèè
(29), (30) ñ ω20 = 0,2 è ω10 = 0,1 ïðè âîçäåéñòâèè «âûñîêîé» íàãðóçêè ïðÿìîóãîëüíî-
ãî âèäà. Êðèâûå 1−3 ñîîòâåòñòâóþò îòâåðñòèþ ñ γ = 0,1 (â ýòîì ñëó÷àå P0 = 16,05/b,
P1 = 61,85/b, D1 = 0,49R1) è Pmax = 81/b, .2,0/ 0 =ρ= Tkk v  Ïðîãèáû èçîáðàæåíû
â ìîìåíò ñíÿòèÿ íàãðóçêè t = T (êðèâàÿ 1), â ìîìåíò ïåðåõîäà ñõåìû 2 â ñõåìó 1:
t = t1 = 1,36T (êðèâàÿ 2) è îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïðè t = tk = 3,74T (êðèâàÿ 3). Ëè-
íèÿ 4 èçîáðàæàåò îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ýòîé æå ïëàñòèíû â ñëó÷àå ,5,0=k  ïðè ýòîì
tk = 2,96T. Ëèíèè 5, 6 èçîáðàæàþò îñòàòî÷íûå ïðîãèáû â ñëó÷àå γ = 0,3 (P0 = 18,32/b,
P1 = 113,64/b, D1 = 0,32R1), Pmax = 120/b ïðè 2,0=k  (tk = 4,54T ) è 5,0=k  (tk =
= 3,42T ) ñîîòâåòñòâåííî.

5. Àðìèðîâàííàÿ êîëüöåâàÿ ïëàñòèíà

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì àðìèðîâàííóþ êîëüöåâóþ ïëàñòèíó ñ
ðàäèóñîì ñâîáîäíîãî îòâåðñòèÿ R2 = γR1 (γ < 1). Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ
êîíòóðà (η = 1) ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà (11) ðàâíà

.
)21()1(

)(
6 23

1

02

0

1

1

γ+γ−
=

∫γ
R

drrM
P

R

R (31)

Ýòî çíà÷åíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òî÷-
íûì çíà÷åíèåì ïðåäåëüíîé íàãðóçêè àð-
ìèðîâàííîé êîëüöåâîé ïëàñòèíû, øàð-
íèðíî îïåðòîé ïî âíåøíåìó êîíòóðó, âû-
÷èñëåííîé ïðè óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè, â
ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà, çàïèñàííîãî äëÿ
ðàäèàëüíîãî è îêðóæíîãî èçãèáàþùèõ ìî-
ìåíòîâ M1, M2 (òèïà ïðÿìîóãîëüíèêà
ABCD íà ðèñ. 7) [29]. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó-
÷àå óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè òèïà Òðåñêà â
ôîðìå øåñòèóãîëüíèêà (AA1B1CC1D1A
èëè AA2B2CC2D2A, êàê â [30], íà ðèñ. 7)
ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà òàêæå áóäåò èìåòü
âèä (31).

Ðèñ. 6. Áåçðàçìåðíûå ïðîãèáû ïëàñòèí
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Äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû íà ðèñ. 5 êðèâûå 7−12 èçîáðàæàþò çàâèñèìîñòè ïðå-
äåëüíîé íàãðóçêè p0 îò ïàðàìåòðà γ, âû÷èñëåííûå ïî (31). Ñïîñîáû êðåïëåíèÿ êîí-
òóðà è ïàðàìåòðû àðìèðîâàíèÿ äëÿ êðèâûõ 7−12 òå æå, ÷òî è â ñëó÷àÿõ 1−6 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèí èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìå-
ðà ñâîáîäíîãî îòâåðñòèÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñíà÷àëà ñíèæàåòñÿ, à çàòåì âîçðàñòà-
åò. Òàêæå âèäíî, ÷òî êðèâûå 1 è 7, 2 è 8, 3 è 9, 4 è 10, 5 è 11, 6 è 12 ïðè ìàëûõ
ðàçìåðàõ îòâåðñòèÿ íàõîäÿòñÿ î÷åíü áëèçêî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìûõ
âèäàõ àðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ìàëûõ ðàçìåðîâ îòâåðñòèÿ (γ ≤ 0,2) ïðåäåëüíûå íà-
ãðóçêè äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû è äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû ñ êâàäðàòíûì îòâåðñòèåì
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Íà ðèñ. 6 ëèíèè 7, 8 ñîîòâåòñòâóþò îñòàòî÷íûì ïðîãèáàì â ñëó÷àå γ = 0,3 (P0 =
= 17,6/b, P1 = 102,83/b, D1 = 0,35R1), Pmax = 120/b ïðè 2,0=k  (tk = 4,6T ) è 5,0=k
(tk = 3,45T ). Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåíòà âÿçêîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ îñíîâàíèÿ îñòàòî÷íûé ïðîãèá ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèí óìåíüøàåòñÿ (êðè-
âûå 3, 4, 5−8).

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå, ðåøàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû, è
ïðè äåôîðìèðîâàíèè ïî ñõåìå 2 ðåàëèçîâûâàëñÿ âàðèàíò à ñõåìû 2.

Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòî-
ÿíèåì â âîëîêíàõ ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì èçãèáå êîìïî-
çèòíûõ êðóãëûõ øàðíèðíî îïåðòûõ èëè çàùåìëåííûõ ïëàñòèí ñ ïðîèçâîëüíûì êó-
ñî÷íî-ãëàäêèì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì. Íà ïëàñòèíû äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà âûñîêîé èíòåí-
ñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà. Ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ íà âÿçêîì îñíîâàíèè. Ïëàñòèíû ÿâ-
ëÿþòñÿ ãèáðèäíûìè ñëîèñòî-âîëîêíèñòûìè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëîåâ ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Â êàæäîì ñëîå íàõîäèòñÿ ñåìåéñòâî àðìè-
ðóþùèõ âîëîêîí, ðàñïîëîæåííûõ ïî ðàäèàëüíûì, îêðóæíûì è óãëîâûì íàïðàâëå-
íèÿì. Â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû íàãðóçêè âîçìîæíû íåñêîëüêî ñõåì äåôîðìèðî-
âàíèÿ ïëàñòèí â ôîðìå ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé. Íà îñíîâå ïðèíöèïà âèðòóàëü-
íîé ìîùíîñòè â ñî÷åòàíèè ñ ïðèíöèïîì Äàëàìáåðà äëÿ êàæäîé èç ñõåì ïîëó÷åíû
óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ èõ ðåàëè-
çàöèè. Ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ øàðíèðîâ, âðåìåíè îñòàíîâêè è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ, ïîçâîëÿþùèå ïîñò-
ðîèòü ïðîñòóþ ïðîãðàììíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñëîæíîé
ïðîáëåìû. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ïðåäåëüíûõ
íàãðóçîê. Íàéäåííàÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ íåñóùåé ñïî-
ñîáíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèí ïî âòîðîìó ïðåäåëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Ïðèâåäå-
íû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ ÷åòûðåõñëîéíîé êðóãëîé ïëàñòèíû ñ êâàäðàò-
íûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì è êîëüöåâîé ïëàñòèíû â ñëó÷àå ðàäèàëüíîãî, îêðóæíî-
ãî àðìèðîâàíèÿ è óãëîâîãî àðìèðîâàíèÿ â ôîðìå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé. Ïðåä-
ëîæåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àðìèðîâàííûõ
ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ïëîñêèõ êðóãëûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñâî-
áîäíûì îòâåðñòèåì. Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ïîçâîëÿåò â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíÿòü ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí, îáúåì-
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íîå ñîäåðæàíèå àðìèðóþùèõ âîëîêîí, òîëùèíó ñëîåâ è ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè êîìïîçèòà, âÿçêîãî îñíîâàíèÿ, à òàêæå ôîðìó îòâåðñòèÿ è ñïîñîá êðåïëåíèÿ âíåø-
íåãî êîíòóðà.
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MODELING OF RIGID-PLASTIC DYNAMIC BENDING OF REINFORCED LAYERED
CIRCULAR PLATES WITH ARBITRARY HOLE ON VISCOUS FOUNDATION

UNDER EXPLOSIVE LOADS

Romanova T.P.

Siberian Branch of Russian Academy of Sciences
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics,

Novosibirsk, Russian Federation

The general method is developed for analysis of the dynamic behavior of rigid-plastic hybrid
layered composite circular, simply supported or clamped plates with arbitrary free central hole.
The plates are on a viscous basis, and under the action of uniformly distributed over the surface
short-term dynamic loads of explosive type. The plates are hybrid, layered-fibrous with the
distribution of layers symmetrically relative to the middle surface. In each layer a family of
reinforcing fibres is located on the radial, circumferential and angular directions. Depending on
the amplitude of load the different schemes of deformation of plates are possible. From the principle
of virtual power in combination with the principle of d'Alembert for each of the schemes the
equations of the dynamic deformation is obtained and conditions of their realization are analyzed.
Analytical expressions are obtained for the estimation of limit loads. The time of deformation and
final deflections of plates is defined. Numerical examples are given for annular plates and for
circular plates with square hole. The number of parameters in the developed mathematical model
allows for a wide range to change the structure of the reinforcement of plates, the volume content
of reinforcing fibers, the thickness of the layers and physical properties of the composite, viscous
base, and the shape of hole and conditions of support of the external contour. The proposed method
can be used in the design of circular reinforced metal-composite plates with arbitrary free hole on
a viscous foundation.
Keywords: rigid-plastic model, structural model, circular reinforced plate, arbitrary hole, viscous
foundation, explosive load, limit load.


