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Ââåäåíèå

Îáîëî÷å÷íûå ñèñòåìû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûø-
ëåííîñòè: â àâèà- è ðàêåòîñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüñòâå, ýíåðãåòèêå è äð.
Òàêèå ñèñòåìû äåôîðìèðóþòñÿ íåëèíåéíî. Èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîãî äåôîðìè-
ðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê èìåþò áîëüøóþ èñòîðèþ è íå ïîòåðÿëè àêòóàëü-
íîñòè â íàøè äíè. Â ñòàòüå Î.Í. Ïîïîâà [1] ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ðàáîò ïî ðàñ÷åòó
ïëàñòèí è îáîëî÷åê çà ïðåäåëîì óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà. Íà
îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà
ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ âåñòè ðàñ÷åò ïëàñòèí è ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñ
ó÷åòîì ôèçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé è ñ íà÷àëüíûìè íåñîâåðøåí-
ñòâàìè ôîðìû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Ñòàòüÿ Ñ.Ï. Èâàíîâà [2] ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó
íà äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèí÷àòûõ ñèñòåì èç ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ
ìàòåðèàëîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûïîëíåí ðàñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü Ï-îáðàçíîé îáî-
ëî÷êè. Ïóáëèêàöèè Â.Â. Ïåòðîâà è È.Â. Êðèâîøåèíà [3, 4] ïîñâÿùåíû ìåòîäèêå
ðàñ÷åòà íåîäíîðîäíûõ ïî òîëùèíå öèëèíäðè÷åñêèõ ïàíåëåé, îñíîâàííîé íà äâóõ-
øàãîâîì ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé è ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Íå-
îäíîðîäíîñòü çàäàåòñÿ â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè [3] èëè ïî ýêñïîíåíòå [4]. Åùå
îäèí èòåðàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äâàæäû íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè îáîëî÷åê
ïðåäëîæåí â ðàáîòå Î.Â. Ñòàðîæèëîâîé [5]. Âíåøíèé öèêë ðåøåíèÿ, ãäå âû÷èñëÿ-
þòñÿ íåâÿçêè, îñíîâàí íà ìåòîäå ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè. Âî âíóòðåí-
íåì öèêëå ðåøàþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïåðåìåí-
íûõ íàïðàâëåíèé. Ñòàòüÿ Ñ.Ñ. Ãàâðþøèíà [6] ïîñâÿùåíà ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó â ñî÷åòàíèè ñ ïðèåìîì
ñìåíû ïîäïðîñòðàíñòâà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Ìåòîäû Ãàëåðêèíà è Ðóíãå −
Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, íåëèíåé-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè è äèíàìè÷åñêîãî îòêëè-
êà ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ, íî ôèçè÷åñêè ëèíåéíûõ îáîëî÷åê èç ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíûõ ìàòåðèàëîâ [7]. Îòìåòèì ïóáëèêàöèþ [8], â êîòîðîé ïðåäëîæåíû ñìå-
øàííûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ðàâíîâå-
ñèÿ ïîëîãîé îáîëî÷êè â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîé òåîðèè,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èçãèáà â êà÷åñòâå âñïîìîãà-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåíû îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Â
ñòàòüå [9] ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè, äëÿ ÷åãî èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà COSMOS/M, áàçèðóþùàÿñÿ íà ìåòîäå
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê ïîçâîëèë îöå-
íèòü âëèÿíèå íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ íà ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè êàê â ãåîìåòðè÷åñ-
êîì, òàê è â ôèçè÷åñêîì íåëèíåéíûõ äèàïàçîíàõ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïðåäåëà
òåêó÷åñòè íà ëîêàëèçàöèþ ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà òðàåêòîðèè ðàâíîâåñèÿ è íà ðàñ-
øèðåíèå ïëàñòè÷åñêîé çîíû â îáîëî÷êå. Ñòàòüÿ [10] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè êâàçèñòàòè÷åñ-
êîì íàãðóæåíèè. Â ìîíîãðàôèÿõ [11, 12] áûëè îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ïî õàîòè÷åñ-
êîé äèíàìèêå íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâè-
åì ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè äåéñòâèè çíàêîïåðåìåííîé ïîïåðå÷íîé íà-
ãðóçêè è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìàòðè÷íîãî ìåòîäà è ìåòîäà
Ðóíãå − Êóòòû [13]. Â ñòàòüå [14] ïðåäñòàâëåíû íîâûå ìåòîäû è ïîäõîäû äëÿ ïîëó-
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÷åíèÿ íàäåæíûõ è îáîñíîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïðèìåðå ãèáêèõ îáîëî÷åê.

Íà îñíîâàíèè îáçîðà ïóáëèêàöèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ ïîïåðå÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé íà-
ãðóçêîé, ïðÿìîóãîëüíûõ â ïëàíå ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ ïîëîãèõ
îáîëî÷åê íå èçó÷àëèñü. Ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ â ïëàíå ïîëîãóþ îáîëî÷êó ñ ðàçìåðàìè a, b, h âäîëü
îñåé x1, x2, x3 ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî â ëåâîì âåðõíåì óãëó
îáîëî÷êè â åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Îñè x1, x2 ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì îáîëî÷êè,
îñü x3 íàïðàâëåíà âíóòðü êðèâèçíû. Â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáîëî÷êà êàê
òðåõìåðíàÿ îáëàñòü Ω îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

{ }.2/,2/],0[,0),,(:,, ][][321321 hhbaxxxxxx −××∈=Ω

×åðåç u1, u2 îáîçíà÷èì ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé x1, x2. Ïðè ýòîì ïðîãèá âäîëü îñè
x3 äëÿ óäîáñòâà, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, áóäåì çàïèñûâàòü êàê w.
Ïóñòü k1 è k2 − êðèâèçíû îáîëî÷êè, k1 = 1/R1, k2 = 1/R2. Ìàòåðèàë îáîëî÷êè ñ÷èòà-
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Â ëèíåéíîì ñëó÷àå F1 = F2 = 0. Áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââåäåíû ñëåäóþùèì
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Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ïðèíÿòû íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 0| 0
=

=t
w  è ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ âèäà: w = 0, ,0/ 1 =∂∂ xw  T11 = 0, ε22 = 0 ïðè x1 = 0 è x1 = a; w = 0,
,0/ 2 =∂∂ xw T22 = 0, ε11 = 0 ïðè x2 = 0, x2 = b [16].

Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ àïïðîê-
ñèìàöèåé O(h2) è ìåòîäîì Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà â âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì Êîøè, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì
Ðóíãå − Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ìåòîä Ðóíãå − Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
áûë âûáðàí íà îñíîâàíèè ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäàìè
Ðóíãå − Êóòòû 2-ãî ïîðÿäêà (RK2), Ðóíãå − Êóòòû − Ôåëüáåðãà 4-ãî ïîðÿäêà (rkf45),
Êåø − Êàðïà 4-ãî ïîðÿäêà (RKCK), Ðóíãå − Êóòòû − Äîðìàíäà − Ïðèíñà âîñüìîãî
ïîðÿäêà (rk8pd), íåÿâíûìè ìåòîäàìè Ðóíãå − Êóòòû 2-ãî ïîðÿäêà (rk2imp) è 4-ãî
ïîðÿäêà (rk4imp). Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîñòàÿ èòåðàöè-
îííàÿ ïðîöåäóðà À.À. Èëüþøèíà [15].

Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå ìåòîäîì Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà (N = 15) è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
(n = m = 26), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè êàê ïî õàðàêòåðó êîëåáàíèé, òàê è ïî âåëè÷èíå.

2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (ε = 1) â âèäå êâàäðàòíîé â ïëà-
íå (λ = a/b = 1) ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñîâåðøàþùåé êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè èíòåíñèâíîñòüþ q = q0sin ωpt.

Îáîëî÷êà èçãîòîâëåíà èç ñïëàâà en aw 3003 [17] è èìååò ñëåäóþùèå ãåîìåòðè-
÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû: a = b = 0,1 ì, h = 0,89⋅10−3 ì, E = 70 ÃÏà, ν = 0,33,
ρ = 2730 êã/ì3, a/h ≈ 100. Çàâèñèìîñòü àïïðîêñèìèðîâàíà áèëèíåéíîé äèàãðàììîé:

,ïðè)(,ïðè *
sisisisiii eeeeEEeeeEe >−+=σ≤=σ (4)

.4478,0/,101,35 *-3 =⋅= EEes



253

Äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàêòåðà êîëåáàíèé áûëà ðàññìîòðåíà çíàêîïåðåìåííàÿ íàãðóç-
êà ñ ÷àñòîòîé, ñîâïàäàþùåé ñ ñîáñòâåííîé ëèíåéíîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé îáîëî÷-
êè, è ÷àñòîòàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â îêðåñòíîñòÿõ ñîáñòâåííîé ëèíåéíîé ÷àñòîòû. Äëÿ
îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì, êîãäà íàãðóçêà íå çàâèñèò îò âðåìåíè, èçâåñòíî íåñêîëüêî
äèíàìè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Òàê, Á.ß. Êàíòîð [18] â êà÷åñòâå
äèíàìè÷åñêîãî êðèòåðèÿ óñëîâíî ïðèíèìàåò ïðîõëîïûâàíèå îáîëî÷êè, åñëè ïðî-
ãèá â öåíòðå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, áîëüøåãî îòíîñèòåëüíîé âûñîòû îáîëî÷êè w ≈ 2 f,
ãäå f − âûñîòà ïîäúåìà îáîëî÷êè íàä ïëàíîì. À.Ñ. Âîëüìèð [19] ñâÿçûâàåò ïîòåðþ
óñòîé÷èâîñòè ñ áûñòðûì ðîñòîì ïðîãèáà ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè íàãðóçêè.
Øèî, Ñóíã è Ðîò [20] îòìå÷àþò, ÷òî â íà÷àëå äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîòåðè óñ-
òîé÷èâîñòè ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ çíà÷è-
òåëüíîé àìïëèòóäû ïðîãèáà, òàêæå ðàñòåò äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî
íåêîòîðîå çíà÷åíèå íàãðóçêè, âûøå êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåìîå âðåìÿ íà÷èíàåò óáû-
âàòü. Íàãðóçêà, ïðè êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ îáðàòíûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ âðåìåíè, íå-
îáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ ïåðâîãî ìàêñèìóìà, ñ÷èòàåòñÿ êðèòè÷åñêîé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ èäåÿ äèíàìè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëó÷àÿ êîëåáàíèé ïîëîãîé îáîëî÷êè íà ïðÿìîóãîëüíîì ïëàíå ïîä
äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîãî çíàêîïåðåìåííîãî íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñòðîÿòñÿ çàâèñè-
ìîñòè «íàãðóçêà−ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá» è «íàãðóçêà−èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé»
íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ïðè x1 = x2 = 0,5, x3 = −0,5, à òàêæå çàâèñèìîñòü
«íàãðóçêà−óñèëèå». Âñå çàâèñèìîñòè ñòðîèëèñü â îäíè è òå æå ìîìåíòû âðåìåíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûì ïðîãèáàì îáîëî÷êè. Àíàëèçû ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè. Â òåõ ñëó÷àÿõ êîãäà ïðî-
ãèá áûñòðî ðàñòåò ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè, íàáëþäàåòñÿ óáûâà-
íèå èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé. Ïðè ýòîì òî÷êå ïåðåãèáà ôóíêöèè q0(w) ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷êà ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ãðàôèêå q0(ei). Êàê îòìå÷àëîñü, áûñòðûé
ðîñò ïðîãèáà ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì êðè-
òåðèåì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óêàçàííûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè
ôóíêöèè q0(ei) ÿâëÿþòñÿ èíäèêàòîðàìè êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêè êîëåáàòåëüíîãî
ïðîöåññà îáîëî÷êè. Îáîëî÷êà â íà÷àëüíîì ñâîåì ñîñòîÿíèè ïîä äåéñòâèåì íàãðóç-
êè èìååò îòðèöàòåëüíûå óñèëèÿ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (−T1 íà ðèñ. 1), ïðè óâå-
ëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè íàãðóçêè ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà óñèëèé (+T1 íà ðèñ. 1).

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðîèçîøåë «õëîïîê» − ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, è
îáîëî÷êà íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ âîêðóã íîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòè òðè çàâè-
ñèìîñòè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé è â ñîâîêóïíîñòè äàþò êðèòåðèé äèíà-
ìè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñ
íàãðóçêîé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Ðèñ. 1

+T1

−T1

q = q0sin ωpt
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Ðàññìîòðèì òèïè÷íûé ïðèìåð äëÿ ñêîëüçÿùåé çàäåëêè ïðè k1 = k2 = 12, ωp ≈ 23,
ω0 ≈ 25,2. Ïðè âåëè÷èíå íàãðóçêè q0 = 250 (òî÷êà I íà ðèñ. 2) ïðîèñõîäèò áèôóðêà-
öèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íàñòóïàþò êîëåáàíèÿ 3-ãî òèïà.
Ïðè ýòîì íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè Wmax(q0) ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåãèáà, íà ãðàôèêå
ei(q0) íàáëþäàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà, à íà çàâèñèìîñòè T1(q0) ïðîèñõîäèò ñìåíà
çíàêà ñ ìèíóñà íà ïëþñ (ñì. ðèñ. 2). Îáîëî÷êà, ìåíÿÿ ðåæèì êîëåáàíèé ñíà÷àëà íà
êâàçèïåðèîäè÷åñêèé (q0 = 410), à çàòåì íà õàîòè÷åñêèé (q0 = 520), ïðîäîëæàåò íà-
õîäèòüñÿ â íîâîì ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ê õàîòè-
÷åñêèì.

Ç à ä à ÷ à  1. Ðàññìîòðèì îáîëî÷êó ñ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì êðèâèçíû k1 =
= k2 = 18 è ÷àñòîòîé âûíóæäàþùèõ êîëåáàíèé ωp = 35 (ðèñ. 3). Íà ðèñ. 3 è 4 èñïîëü-
çîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 1 − ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ( ); 2 − ïåðèîäè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ðåæèìå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ( ); 3 − ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ â ðåæèìå áèôóðêàöèè óòðîåíèÿ ïåðèîäà ( ); 4 − ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ â ðåæèìå äâîéíîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ( ); 5 − äâóõ÷àñòîòíûå êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ( ); 6 − òðåõ÷àñòîòíûå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
( ); 7 − ðåæèì ïåðåìåæàåìîñòè (5-ãî òèïà ); 8 − õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ( ).
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Ïðè q0 = 20 íà÷èíàåòñÿ ïåðåõîä ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â êâàçèïåðèîäè÷åñ-
êèå (âî âðåìåííîì ðÿäå íàáëþäàþòñÿ äâà òèïà êîëåáàíèé), à ïðè q0 = 50 êîëåáàíèÿ
ñòàíîâÿòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ñ äâóìÿ îñíîâíûìè ÷àñòîòàìè íà âñåì ïðîñëå-
æèâàåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Òàêîé ðåæèì ñîõðàíÿåòñÿ äî q0 = 200, êîãäà âî âðå-
ìåííîì ðÿäå ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé 3-ãî òèïà. Ïîñòåïåííî
ýòîò ðåæèì ðàçðóøàåòñÿ, è ê q0 = 350 âðåìåííîé ðÿä ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç ïåðèî-
äè÷åñêèõ êîëåáàíèé 1-ãî òèïà. Ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé,
èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèè ðåçêî ñíèæàåòñÿ. Ïðè q0 = 380 ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñî-
ñòîÿíèå õàîñà. Ïðè êàæäîé ñìåíå ðåæèìà êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëå-
íèå çîí ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé.

Ç à ä à ÷ à  2. Ðàññìîòðèì îáîëî÷êó ñ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì êðèâèçíû k1 =
= k2 = 24 è ÷àñòîòîé âûíóæäàþùèõ êîëåáàíèé ωp = 44. Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
ñîïðîâîæäàþòñÿ äâóìÿ áèôóðêàöèÿìè óäâîåíèÿ ïåðèîäà (q0 = 67 è q0 = 100). Âî
âðåìÿ ïåðâîé áèôóðêàöèè ïðîãèáû âîçðàñòàþò ïîñòåïåííî, à èíòåíñèâíîñòü äå-
ôîðìàöèé î÷åíü ðåçêî (ðèñ. 4).

Ïðè âòîðîé áèôóðêàöèè íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ êàðòèíà: èíòåíñèâíîñòü äåôîð-
ìàöèé ïðåêðàùàåò ñâîé ðîñò, à ïðîãèáû âîçðàñòàþò â äâà ðàçà. Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè íàãðóçêè (q0 = 120) êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ õàîòè÷åñêèìè: âî âðåìåííîì
ðÿäå íå íàáëþäàåòñÿ êàêîé-ëèáî ðåãóëÿðíîñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà çàâèñèìîñòåé «íàãðóçêà−ïðîãèá», «íàãðóçêà−èíòåíñèâ-
íîñòü äåôîðìàöèé» è «íàãðóçêà−óñèëèå» ñôîðìóëèðîâàí äèíàìè÷åñêèé êðèòåðèé
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè íàãðóçêîé.
Â ïðåäëàãàåìîì êðèòåðèè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ çíàê óñèëèÿ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè:
ñìåíà ýòîãî çíàêà õàðàêòåðèçóåò âûïó÷èâàíèå îáîëî÷êè. Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ïðî-
èñõîäèò êà÷åñòâåííàÿ ïåðåñòðîéêà ôîðìû êîëåáàíèé ñèñòåìû.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïåðåõîäíûå ïðîöåññû çàâèñÿò îò êðèâèçíû îáîëî÷êè, ÷àñòî-
òû âûíóæäàþùèõ êîëåáàíèé è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü åäèíîãî ñöå-
íàðèÿ ïåðåõîäà íåò. Ïðè ýòîì ñîñòàâíûìè ýëåìåíòàìè ïîëó÷åííûõ ñöåíàðèåâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñõåìû ïåðåõîäà ê õàîñó, èçâåñòíûå èç îáùåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ çàâèñèìîñòåé «íàãðóçêà−ïðîãèá», «íàãðóçêà−èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé»
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ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ei óìåíüøàåòñÿ, à ïðîãèá w
ðàñòåò, òî åñòü ïðîèñõîäèò ðîñò ïðîãèáà ïðè ðàçãðóçêå ñèñòåìû; êîãäà èíòåíñèâ-
íîñòü äåôîðìàöèé ðàñòåò è ïðîãèá óâåëè÷èâàåòñÿ; êîãäà ïðè ðîñòå èíòåíñèâíîñòè
äåôîðìàöèé ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ôóíêöèè ïðîãèáà; êîãäà èíòåíñèâíîñòü äå-
ôîðìàöèé ei óìåíüøàåòñÿ, à ïðîãèá w íå èçìåíÿåòñÿ.
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DYNAMIC STABILITY OF SHALLOW SHELLS ON THE RECTANGULAR PLAN,
TAKING INTO ACCOUNT GEOMETRIC AND PHYSICAL NONLINEARITY

Mitskevith S.A.1, Krysko A.V.1,2, Zhigalov M.V.1, Krysko V.A.1

1Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov, Russian Federation
2Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian Federation

Proposed and developed a dynamic criterion of stability loss of rectangular spherical shells under
the action of time-varying lateral loads taking into account two types of nonlinearities − geometric
and physical. A mathematical model for thin shallow shells, based on the kinematic hypotheses of
the Kirchhoff − Love. Geometric nonlinearity is accounted on the basis of the ratios of T. Karman.
Physical nonlinearity is described by the deformation theory of plasticity by A.A. Ilyushin. The
developed approach to the calculation of the dynamics of shells under time-varying lateral load,
which is based on the method of finite differences of second order accuracy, the method of Bub-
nov − Galerkin in higher approximations and Runge − Kutta of fourth order accuracy. The results
obtained according to the methods of finite differences and the method of Bubnov-Galerkin fit
together well. For a number of geometric parameters of the built area of the character of the oscillation
depending on the amplitude of the driving load and frequency. Analysed scenarios of transition of
harmonic oscillations to chaotic, obtained for various geometrical and physical parameters. It is
noted that a single script is not, and it depends on the control parameters. Perhaps the existence of
three classic scenarios (Feigenbaum, Ruelle − Takkens of Newhouse and the Aid of Mandevilla)
with minor modifications.

Keywords: chaos, harmonic oscillations, geometrical nonlinearity, physical nonlinearity, shallow
shells, finite difference method, method of Bubnov − Galerkin.


